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Вступ

Навчальна дисциплiна ≪Рiвняння математичної фiзики≫ входить до вiд-
повiдних освiтньо-професiйних програм для здобувачiв першого (бакалаврсь-
кого) рiвня вищої освiти за спецiальностостями 111 Математика, 112 Статис-
тика, 113 Прикладна математика та 124 Системний аналiз, як обов’язкова
компонента циклу професiйної пiдготовки. Серед професiйних компетенцiй
освiтнiх програм за вказаними спецiальностями вивчення математичних мо-
делей фiзичних явищ, розробка та вивчення математичних методiв розв’я-
зання прикладних задач, тощо, посiдають далеко не останнi мiсця. Програма
навчальної дисциплiни ≪Рiвняння математичної фiзики≫ задовольняє цi ви-
моги завдяки значному перелiку математичних моделей фiзичних явищ та за-
дач, якi пояснюють цi моделi.

Знайомству з рiзноманiтними моделями математичної фiзики зазвичай
передує знайомство з канонiчними типами лiнiйних диференцiальних рiвнянь
в частинних похiдних на площинi (вiд двох незалежних змiнних). Цей крок
обумовлений тим, що безумовно до канонiчного типу рiвняння неможливо
поставити вiдповiдну задачу (граничну або крайову) i розв’язати її. Зада-
ча приведення лiнiйного рiвняння до канонiчного виду (подання) в даному
посiбнику подана в такий спосiб.

В першому роздiлi наведенi означення рiвнянь на площинi першого та дру-
гого порядку, квазiлiнiйних, лiнiйних iз довiльними та сталими коефiцiєнта-
ми (лiнiйнi рiвняння математичної фiзики, якi складають основу будь-якого
стандартного курсу, мають порядок не вище другого).

В другому роздiлi розглянута задача гладкого перетворення околiв точок
на площинi (гладкої локальної замiни координат на площинi). В третьо-
му роздiлi розглянута задача довiльної локальної гладкої замiни незалежних
змiнних в лiнiйному диференцiальному рiвняннi в частинних похiдних.

В четвертомуу роздiлi розглянута задача керованої локальної гладкої
замiни незалежних змiнних в лiнiйному диференцiальному рiвняннi в ча-
стинних похiдних, внаслiдок якої головна частина лiнiйного рiвняння суттєво
спрощується, причому можливi тiльки три певнi спрощення, якi визначають
канонiчнi типи рiвняння (гiперболiчний, параболiчний та елiптичний) i вiд-
повiднi канонiчнi види (подання) лiнiйних рiвнянь.

В п’ятому роздiлi наведенi задачi для самостiйної роботи до всiх попе-
реднiх роздiлiв.

Виходячи з обмеженого обсягу видання, допомiжнi та довiдковi вiдомостi,
а також приклади, задачi i розв’язки окремих задач поданi дрiбним шрифтом.
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1 Рiвняння першого та другого порядкiв

Означення 1.1. Спiввiдношення виду

F
(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= 0 , (x, y) ∈ D , (1.1)

де похiднi функцiї F за двома останнiми аргументами не обертаються в нуль
в жоднiй точцi областi D, називаєтся диференцiальним рiвнянням з частин-
ними похiдними першого порядку вiдносно функцiї u(x, y). �

Означення 1.2. Диференцiальне рiвняння (1.1) називається лiнiйним
вiдносно похiдних або квазiлiнiйним, якщо воно має подання

a1 (x, y, u)
∂u

∂x
+ a2 (x, y, u)

∂u

∂y
= Φ1 (x, y, u) , (1.2)

де коефiцiєнти a1, a2 i член Φ1 суть функцiї тих самих змiнних, причому
коефiцiєнти нiде не обертаються в нуль разом, тобто a21 + a22 ̸= 0 . �

Означення 1.3. Диференцiальне рiвняння (1.1) називаєтся лiнiйним (iз
змiнними коефiцiєнтами), якщо воно має подання

a1(x, y)
∂u

∂x
+ a2(x, y)

∂u

∂y
+ a⋆(x, y)u = f(x, y) , (1.3)

де коефiцiєнти a1, a2, a⋆ i вiльний член f (права частина) визначенi в D, при-
чому коефiцiєнти a1, a2 нiде не обертаються в нуль разом. �

Означення 1.4. Диференцiальне рiвняння u(x, y) (1.1) називається лiнiй-
ним iз сталими коефiцiєнтами, якщо воно має вигляд

a1
∂u

∂x
+ a2

∂u

∂y
+ a⋆u = f(x, y) , (1.4)

де коефiцiєнти a1, a2, a⋆ суть сталi, а функцiя f(x, y) визначена в D. �

Iнодi будемо записувати лiнiйнi диференцiальнi рiвняння (1.3) або (1.4)
подiбно до (1.2)

a1
∂u

∂x
+ a2

∂u

∂y
= Φ1 , (1.5)

де функцiя Φ1 є такою

Φ1 (x, y, u) = f(x, y)− a⋆u , (1.6)
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а коефiцiєнти a1, a2, a⋆ суть функцiї незалежних змiнних (x, y) або сталi.

Означення 1.5. Лiнiйне диференцiальне рiвняння в частинних похiдних
першого порядку (1.3) або (1.4) називається однорiдним, якщо f(x, y) ≡ 0.�

Означення 1.6. Спiввiдношення виду

F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x∂x︸ ︷︷ ︸
1

,
∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x︸ ︷︷ ︸
3

,
∂2u

∂y∂y︸ ︷︷ ︸
2

)
= 0 , (x, y) ∈ D , (1.7)

де похiднi функцiї F за аргументами 1, 2 або/та 3 не обертаються в нуль
в жоднiй точцi областi D, називаєтся диференцiальним рiвнянням в частин-
них похiдних другого порядку вiдносно функцiї u(x, y). �

Означення 1.7. Диференцiальне рiвняння (1.7) називається лiнiйним
вiдносно старших похiдних, або квазiлiнiйним, якщо воно має вигляд

a1,1

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
∂2u

∂x∂x
+2a1,2

(
.

)
∂2u

∂x∂y
+a2,2

(
.

)
∂2u

∂y∂y
= Φ2

(
.

)
, (1.8)

де коефiцiєнти a1,1, a1,2, a2,2 i член Φ2 суть функцiї тих самих змiнних, при-
чому коефiцiєнти нiде не обертаються в нуль разом. �

Означення 1.8. Диференцiальне рiвняння (1.7) називається лiнiйним
(iз змiнними коефiцiєнтами), якщо воно має вигляд

a1,1(·)
∂2u

∂x∂x
+2a1,2(·)

∂2u

∂x∂y
+a2,2(·)

∂2u

∂y∂y
+a1(·)

∂u

∂x
+a2(·)

∂u

∂y
+a⋆(·)u = f(·) ,

(1.9)
де коефiцiєнти a1,1, a1,2, a2,2, a1, a2, a⋆ i вiльний член f (права частина) визна-
ченi в D як функцiї змiнних (x, y), причому коефiцiєнти a1,1, a1,2, a2,2 нiде
не обертаються в нуль разом. �

Означення 1.9. Диференцiальне рiвняння (1.7) називається лiнiйним
iз сталими коефiцiєнтами, якщо воно має вигляд

a1,1
∂2u

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2u

∂x∂y
+ a2,2

∂2u

∂y∂y
+ a1

∂u

∂x
+ a2

∂u

∂y
+ a⋆u = f(x, y) , (1.10)

де коефiцiєнти рiвняння a1,1, a1,2, a2,2, a1, a2, a⋆ суть сталi, а функцiя f(x, y)
визначена в областi D. �
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Для зручностi будемо записувати лiнiйнi диференцiальнi рiвняння (1.9),
(1.10) подiбно до подання (1.8)

a1,1
∂2u

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2u

∂x∂y
+ a2,2

∂2u

∂y∂y
= Φ2 , (1.11)

де члени в лiвiй частини називаются головною частиною рiвняння, функ-
цiя Φ2 є такою

Φ2

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
= f(x, y)− a⋆u− a1

∂u

∂x
− a2

∂u

∂y
, (1.12)

а коефiцiенти a1,1, a1,2, a2,2, a1, a2, a⋆ суть функцiї незалежних змiнних (x, y)
або сталi.

Означення 1.10. Лiнiйне диференцiальне рiвняння в частинних похiдних
другого порядку (1.9) або (1.10) називається однорiдним, якщо f(x, y) ≡ 0.�

Зауваження 1.1. Оскiльки класичний розв’язок рiвняння в частинних похiдних дру-
гого порядку є двiчi неперевною функцiєю, в означеннi 1.6 мiшанi похiднi двох рiзновидiв
вважатимемо тотожнiми, отже у всiх наступних означеннях збережена тiльки мiшана по-
хiдна одного рiзновиду. �

2 Вiдображення областей на площинi

2.1 Умови взаємно-однозначного вiдображення

Розглянемо двi площини, на однiй з яких уведена декартова система ко-
ординат Oxy, а на iншiй — Qξη (рис. 2.1).

Нехай в площинi з системою координат Qξη (далi — площинi ξη) обрана
деяка обмежена область G, в якiй визначенi неперервнi функцiїx= p1(ξ, η) ,

y = q1(ξ, η) ,
(ξ, η) ∈ G . (2.1)

Якщо рiзним точкам областi G в площинi ξη, згiдно (2.1), будуть вiдповi-
дати рiзнi точки в площинi з системою координат Qxy (далi — площинi xy),
тодi у разi, коли точка з координатами (ξ, η) ≪пробiгатиме≫ всю область G,
вiдповiдна точка з координатами (x, y) ≪заповнюватиме≫ деяку область D
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ξ=const
η=const

D

x

y

O x
0

0
y

G

ξ

η

Q ξ
0

η
0

Рис. 2.1. Взаємно однозначне вiдображення (2.1) областi G в площинi ξη
на область D в площинi xy: 1) точка (ξ0, η0) ∈ G вiдображається в точку
(x0, y0)∈D; 2) прямолiнiйна координатна сiтка в площинi ξη вiдображається
в криволiнiйну координатну сiтку в площинi xy. Вiдстань мiж двома сусiд-
нiми лiнiями ξ = const та η= const на площинi ξη дорiвнює вiдповiдно ∆ξ
та ∆η (образи цих лiнiй показанi також на площинi xy)

в площинi xy. Iнакше кажучi, функцiї (2.1) взаємно однозначно вiдображу-
ють область G в площинi ξη на область D в площинi xy (рис. 2.1).

Оберемо довiльно точку (ξ0, η0) ∈ G, якiй, згiдно (2.1), вiдповiдає точ-
ка (x0, y0) ∈ D. Якщо пiдставити значення ξ0 в функцiї (2.1)x= p1(ξ0, η) ,

y = q1(ξ0, η) ,

матимемо рiвняння лiнiї, називаної η-лiнiєю (тому, що уздовж цiє лiнiї змi-
нюється тiльки координата η, а ξ = const); якщо ж пiдставити значення η0x= p1(ξ, η0) ,

y = q1(ξ, η0) ,

матимемо рiвняння лiнiї, називаної ξ-лiнiєю (тому, що уздовж цiє лiнiї змi-
нюється тiльки координата ξ, а η = const). Обидвi лiнiї проходять через
точку (ξ0, η0) (рис. 2.1).

Припустимо, що iснують функцiї ξ = ϕ1(x, y) ,

η = ψ1(x, y) ,
(x, y) ∈ D , (2.2)
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якi однозначо вiдображують область D в площинi xy на область G в пло-
щинi ξη. Якщо пiдставити значення x0 в функцiї (2.2) ξ = ϕ1(x0, y) ,

η = ψ1(x0, y) ,

матимемо рiвняння лiнiї, називаної y-лiнiєю (тому, що уздовж цiє лiнiї змi-
нюється тiльки координата y, а x = const); якщо ж пiдставити значення y0 ξ = ϕ1(x, y0) ,

η = ψ1(x, y0) ,

матимемо рiвняння лiнiї, називаної x-лiнiєю (тому, що уздовж цiє лiнiї змi-
нюється тiльки координата x, а y = const). Обидвi лiнiї проходять через
точку (x0, y0) (рис. 2.2).

D

x

y

O x
0

0
y

x=const

y=const

G

ξ

η

Q ξ
0

η
0

Рис. 2.2. Взаємно однозначне вiдображення (2.2) областi D в площинi xy
на область G в площинi ξη: 1) точка (x0, y0) ∈ D вiдображається в точку
(ξ0, η0)∈G; 2) прямолiнiйна координатна сiтка в площинi xy вiдображається
в криволiнiйну координатну сiтку в площинi ξη. Вiдстань мiж двома сусiд-
нiми лiнiями x= const та y= const на площинi xy дорiвнює вiдповiдно ∆x
та ∆y (образи цих лiнiй показанi також на площинi ξη)

Очевидно, що координати (ξ, η) точок областi G в площинi ξη суть декар-
товi ортогональнi, а вiдповiднi ξ- та η-лiнiї в площинi xy суть ≪криволiнiй-
нi≫ координатнi в областi D; так само координати (x, y) точок областi D
в площинi xy суть декартовi ортогональнi, а вiдповiднi x- та y-лiнiї в пло-
щинi ξη суть ≪криволiнiйнi≫ координатнi в областi G. Отже, задача взаємно
однозначного вiдображення областей може бути тлумачена як задача уве-
дення криволiнiйних координат замiсть декартових (такi криволiнiйни коор-
динати можуть бути бiльш зручними, нiж декартовi, наприклад, через те,
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що границя областi, повнiстю або частково, буде утворена вiдповiдними кри-
волiнiйними координатними лiнiями).

Тобто, задача уведення криволiнiйних координат зводиться до вiдобра-
ження областей за допомогою функцiй (2.1), (2.2). Для останнiх недостатньо
бути не тiльки неперевними, а навiть неперевно диференцiйованими, насправ-
дi вони мають задовольняти певнi умови, на якi вказує вiдома з дiйсного
двовимiрного аналiзу локальна

Теорема 2.1. Нехай: 1) функцiї ξ = ϕ1(x, y) ,

η = ψ1(x, y) ,
(x, y) ∈ O(x0, y0) , (2.3)

задають пряме неперервно диференцiйоване вiдображенняO(x0, y0)→O(ξ0, η0)
(тодi окiл точки (x0, y0) однозначно i неперервно вiдображається на окiл точ-
ки (ξ0, η0)); 2) якобiан прямого вiдображення (або прямого перетворення ко-
ординат)

J(x, y) =

∣∣∣∣∂(ϕ1, ψ1)

∂(x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1
∂x

∂ϕ1
∂y

∂ψ1

∂x

∂ψ1

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (x, y) ∈ O(x0, y0) , (2.4)

не обертається в нуль або нескiнченiсть в O(x0, y0); тодi : 1) iснують оберненi
(взагалi неявнi) функцiїx= p1(ξ, η) ,

y = q1(ξ, η) ,
(ξ, η) ∈ O(ξ0, η0) , (2.5)

якi задають обернене неперервно диференцiйовано вiдображення O(ξ0, η0)→
O(x0, y0) ; 2) якобiан оберненого вiдображення (або оберненого перетворення
координат)

I(ξ, η) =

∣∣∣∣∂(p1, q1)∂(ξ, η)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂p1
∂ξ

∂p1
∂η

∂q1
∂ξ

∂q1
∂η

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (ξ, η) ∈ O(ξ0, η0) , (2.6)
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також не обертається в нуль або нескiнченiсть, причому якобiани задоволь-
няють тотожнiсть

J(x, y) I(ξ, η) = 1 , (x, y) ∈ O(x0, y0) , (ξ, η) ∈ O(ξ0, η0) , (2.7)

згiдно (2.3), (2.5). �

Зауваження 2.1. В теоремi 2.1 мова йде тiльки про вiдображення функцiями (2.3),
(2.5) околiв точок, тобто ≪малих≫ областей. У разi, якщо умови теореми задовiльненi
при вiдображеннi функцiями (2.1), (2.2) ≪великих≫ областей, бажано перевiряти ≪рука-
ми≫ взаємну однозначнiсть перетворень, яка для ≪великих≫ областей може не справджу-
ватися, оскiльки теорема 2.1 є короткозорою, тобто враховує тiльки локальну гладкiсть
функцiй (2.3), (2.5), проте, не далекозорою, тому зовсiм не бере до уваги iншi властивостi
цих функцiй, як можуть заважати однозначностi перетворення (the blind leading the blind),
наприклад, перiодичнiсть (див. наведений нижче приклад 2.1). �

Зауваження 2.2. Нагадаємо геометричне тлумачення якобiанiв J(x, y), I(ξ, η). Пер-
ший виражає вiдношення площ околiв O(ξ0, η0) та O(x0, y0), а другий — обернене вiдно-
шення, звiдки i випливає тотожнiсть (2.7). Оскiльки вказанi околи на рис. 2.1 та рис. 2.2
не показанi, їх можна уявити в такий спосiб — для вiдображення (2.5) за окiл O(ξ0, η0)
взяти прямокутник з вершинами в точках (ξ0∓∆ξ, η0∓∆η) (∆ означає прирости вiдповiд-
них змiнних), тодi околом O(x0, y0) буде криволiнiйний прямокутник, утворений чотирма
сiтковими комiрками, всерединi якого знаходится точка (x0, y0) (див. рис. 2.1); для вiдобра-
ження (2.3) за окiл O(x0, y0) взяти прямокутник з вершинами в точках (x0∓∆x, y0∓∆y),
тодi околом O(ξ0, η0) буде криволiнiйний прямокутник, утворений чотирма сiтковими ко-
мiрками, всерединi якого знаходится точка (ξ0, η0) (див. рис. 2.2). �

Зауваження 2.3. В теоремi 2.1, а також перед нею, позначення функцiй, якi уво-
дять пряме та обернене перетворення змiнних, мають покажчик ≪1≫. Уведення покажчи-
ка ≪1≫ необхiдно через те, що надалi використатимемо подвiйне перетворення змiнних,
для чого додатково уведемо покажчик ≪2≫ . �

2.2 Приклади взаємно-однозначного вiдображення

Приклад 2.1. Нехай в площинi уведенi декартовi (x, y) i полярнi (ξ, η)≡ (r, φ) коор-
динати (незалежнi змiннi), тодi, як вiдомо, iснують перетворення (вiдображення): обер-
нене (r, φ)→ (x, y)x = p1(r, φ) = r cosφ ,

y = q1(r, φ) = r sinφ ,
0 6 r < +∞, 0 6 φ < 2π , (2.8)
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а також пряме (r, φ)← (x, y)

r = ϕ1(x, y) =
√
x2 + y2 , −∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞ ,

φ = ψ1(x, y) =



arctg
y

x
, x > 0 , y > 0 ,

π

2
, x = 0 , y > 0 ,

π + arctg
y

x
, x < 0 ,

3π

2
, x = 0 , y < 0 ,

2π + arctg
y

x
, x > 0 , y < 0 .

(2.9)

де скiнченi, напiвнескiнченi або нескiнченi промiжки вказують не вiдображуванi областi,
на вiдмiну вiд (2.1), (2.2), а вiдповiднi областi визначення функцiй.

Якобiани перетворень (2.8), (2.9) вiдповiдно суть такi

I(r, φ) =

∣∣∣∣∂(p1, q1)∂(r, ϕ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂p1
∂r

∂p1
∂ϕ

∂q1
∂r

∂q1
∂ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
cosϕ −r sinϕ

sinϕ +r cosϕ

∣∣∣∣∣∣ = r , (2.10)

J(x, y) =

∣∣∣∣∂(ϕ1, ψ1)

∂(x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1

∂x

∂ϕ1

∂y

∂ψ1

∂x

∂ψ1

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x√
x2 + y2

y√
x2 + y2

− y

x2 + y2
+

x

x2 + y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1√

x2 + y2
=

1

r
.

(2.11)
Отже, перетворення (2.8) i (2.9), дозволяють вiдобразити взаємно однозначно окiл

будь-якої точцi площини xy на певний окiл вiдповiдної точки площини (r, φ), за винят-
ком точки (0, 0) в площинi xy та вiдрiзка {0} × [0, 2π) в площинi rφ. А саме, точцi (0, 0)
вiдповiдає будь-яка точка вiдрiзка та навпаки, будь-якiй точцi вiдрiзка вiдповiдає точ-
ка (0, 0), тобто вiдсутня взаємно однозначна вiдповiднiсть, на що, до речi, вказують ну-
льове та нескiнчене значення якобiанiв (2.10) та (2.11).

Розглянемо iснування прямого та оберненого перетворень деяких областей, в тому
числi частково або повнiстю замкнених.

1. Оберемо в площинi (r, φ) замкнений прямокутник [c1, c2] × [φ1, φ2], де 0 < c1 <
c2 <∞, 0 < φ1 < φ2 < 2π. Внаслiдок (2.8) прямокутник (прообраз, рис. 2.3, б ) взаємно-
однозначне вiдображується на кiльцевий сектор площинi xy (образ, рис. 2.3, а). Навпаки,
внаслiдок (2.9) прямокутник площини (r, φ) є образом кiльцевого сектора (прообраза)
площинi xy.

Якобiан I(r, φ) (2.10) не обертається в нуль або нескiнченiсть в замкненому прямокут-
нику, а якобiан J(x, y) (2.11) — в замкненому кiльцевому секторi; в вiдповiдних точках
прямокутника i кiльцевого сектора справджується тотожнiсть (2.7) на с. 11.

2. Нехай необхiдно побудувати взаємно-однозначне вiдображення повного кiльця, внут-
рiшнiй та зовнiшнiй радiуси якого вiдповiдно суть r = c1, r = c2, де 0<c1<c2<∞. Якщо

12



x

y

c2

c1

ϕ 1
ϕ 2

1

rÓ1 Ó2

ϕ

2π

ϕ 1

ϕ 2

0

×ÅÒÈÎÑ

ÎÉÖÎÑ

×
Î
Õ
Ô
Ò
iÛ
Î
Ñ

ÚÏ
×
Î
iÛ
Î
Ñ

2

Рис. 2.3. Прямокутник [c1, c2] × [φ1, φ2] площини (r, φ) (б ) взаємно i однозначно
вiдображається на кiльцевий сектор (з радiусами c1, c2 мiж промiнями φ1, φ2) пло-
щини (x, y) (а). Пiдписи сторiн прямокутника вказують, якй iз сторiн кiльцевого
сектора вони вiдповiдають
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Рис. 2.4. Прямокутник [c1, c2]× [0, 2π] площини (r, φ) (б ) однозначно вiдображаєть-
ся на кiльце (з радiусами c1, c2) площини (x, y) (а). Обернене перетворення не є
однозначним, оскiльки горизонтальнi сторони прямокутника φ = 0 i φ = 2π вiдо-
бражаються на вiдрiзок [c1, c2] вiсi x (зображений ≪жирною≫ лiнiєю)

в площинi змiнних (r, φ) взяти прямокутник c16r6c2, 06φ62π, (рис. 2.4), горизонталь-
нi сторони φ=0 i φ=2π прямокутника вiдображатимуться на той самий вiдрiзок [c1, c2]
вiсi x, отже, вiдображення кiльця на прямокутник не є однозначним.

Виключимо тепер горизонтальну сторону φ = 2π прямокутника, такий прямокутник
однозначно вiдображається на кiльце з розрiзом уздовж вiдрiзка [c1, c2] вiсi x (рис. 2.5)
(яка з двох сторiн розрiзу належить кiльцю?). Обернене перетворення також є однозначне.

Якобiани (2.10) i (2.11) не обертаються в нуль або нескiнченiсть, вiдповiдно в пря-
мокутнику та кiльцi, зображених на рис. 2.4 i рис. 2.5, тотожнiсть (2.7) на с. 11 також
справджується.

3. Нехай необхiдно побудувати взаємно-однозначне вiдображення диска радiуса c2.
Для цього недостатньо взяти прямокутник 06 r6 c2, 06φ6 2π, де 0<c2<∞ (рис. 2.6),
оскiльки в прямокутнику та диску, зображених на рис. 2.6, iснують множини точок, в яких
якобiани (2.10) i (2.11) обертаються в нуль або нескiнченiсть (див. задачу 5.1 на с. 45).
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Рис. 2.5. Прямокутник [c1, c2]× [0, 2π) (з видаленою горизонтальною стороною φ =
2π) площини (r, φ) (б ) взаємно i однозначно вiдображається на розрiзане уздо-
вж вiдрiзка [c1, c2] вiсi x кiльце (з радiусами c1, c2) площини (x, y) (а). Пiдписи
сторiн прямокутника вказують, якiй iз сторiн кiльця i уявного розрiзу по вказано-
му вiдрiзку (зображений ≪штриховою≫ лiнiєю) вони вiдповiдають

Чи справджується в таких точках тотожнiсть (2.7) на с. 11?
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Рис. 2.6. Прямокутник [0, c2]×[0, 2π] площини (r, φ) (б ) однозначно вiдображається
на диск радiуса c2 площини (x, y) (а). Обернене перетворення не є однозначним,
оскiльки горизонтальнi сторони прямокутника φ = 0 и φ = 2π вiдображаються
на вiдрiзок [0, c2] вiсi x, а вертикальна сторона r = 0 — в центр диска. Пiдписи
сторiн прямокутника вказують, якiй iз сторiн кiльця i уявного розрiзу по вказаному
вiдрiзку (зображений ≪жирною≫ лiнiєю) вони вiдповiдають

Для побудови взаємно-однозначного вiдображення диска радiуса c2 вилучимо з за-
мкненого прямокутника [0, c2]× [0, 2π] (рис. 2.6) вертикальну r=0 i горизонтальну φ = 2π
сторони. У такому разi образом частково замкненого прямокутника (0, c2] × [0, 2π) буде
диск радiуса c2 з розрiзом уздовж вiдрiзка [0, c2] вiсi x (рис. 2.7).

Якобiани (2.10) i (2.11) не обертаються в нуль або нескiнченiсть вiдповiдно в прямо-
кутнику та диску, зображених на рис. 2.7. N

Приклад 2.2. Нехай на площинi: 1) уведена декартова система координат Oxy (див.
приклад 2.1 на с. 11); 2) на осi Ox обранi двi точки P1(−a, 0), P2(+a, 0), називанi по-
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Рис. 2.7. Прямокутник (0, c2]× [0, 2π) (з вдаленими горизонтальною φ=2π i верти-
кальною r=0 сторонами) площини (r, φ) (б ) взаємно i однозначно вiдображається
на розрiзаний уздовж вiдрiзка [0, c2] вiсi x диск радiуса c2 площини (x, y) (а). Пiд-
писи сторiн прямокутника прямокутника вказують, якiй частинi диска з розрiзом
(зображений ≪штриховою≫ лiнiєю) вони вiдповiдають

люсами i симетричнi вiдносно точки O; 3) положення довiльної точки P (x, y) на пло-
щинi вiдносно полюсiв визначено локальними полярними координатами (ρ1, θ1) та (ρ2, θ2)
(див. рис. 2.8 ,1 ), тодi величини

ρ = ln
ρ1
ρ2
,

θ = π + θ1 − θ2 ,
0 6 ρ1,2 < +∞ , 0 6 θ1,2 < 2π , (2.12)

називаються бiполярними координатами точки P .

a

1P

+a

2P

x

y

1ρ

θ1

P
θ

ρ2
θ2

1

a +a x

y

z z+a

θ1

z a

θ2

2

Рис. 2.8. До уведення бiполярних координат за допомогою формул (2.12) (1 )
i (2.13) (2 ): нахили θ1 та θ2 бiполярних радiусiв P1P та P2P до осi Ox такi
самi, як нахили комплексних векторiв z + a та z − a (z = x+ iy)

Бiполярна координата ρ набуває: 1) вiд’ємних значень в лiвiй пiвплощинi (x < 0);
2) додатних — в правiй пiвплощинi (x > 0); 3) нульового значення — на прямiй x = 0;
4) −∞ < ρ < +∞ . Бiполярна координата θ набуває: 1) вiд’ємних значень в нижнiй пiв-
площинi (y < 0); 2) додатних — в верхнiй пiвплощинi (y > 0); 3) нульового значення —
на вiдрiзку [−a,+a] осi Ox; 4) зовнi вiдрiзку [−a,+a] потерпає розрив величини 2π (див.
задачу 5.2 на с. 45).
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Бiполярнi координати є також наслiдком конформного перетворення площини ком-
плексної змiнної z

τ = ln
a+ z

a− z
= ln

(x+ a) + iy

(x+ a)− iy
, z = x+ iy , τ = ρ+ iθ . (2.13)

Насправдi, вiддiлимо дiйсну i уявну частину комплексної змiнної τ

τ = ln

√
(x+ a)2 + y2 exp

{
i arctg

y

x+ a

}
√

(x− a)2 + y2 exp
{
i arctg

y

x− a

} = ln
ρ1 exp

(
iθ1
)

ρ2 exp
(
iθ2
) = ln

ρ1
ρ2

+ iθ1 − iθ2 , (2.14)

тодi матимемо пряме перетворення (ρ, θ)← (x, y)
ρ = ϕ1(x, y) = ln

√
(x+ a)2 + y2√
(x− a)2 + y2

,

θ = ψ1(x, y) = arctg
y

x+ a
− arctg

y

x− a
+ π .

(2.15)

Тепер обернемо пряме перетворення (2.13) в комплекснiй формi

z

a
=

eτ − 1

eτ + 1
=

exp
(
+
τ

2

)
− exp

(
−τ
2

)
exp

(
+
τ

2

)
+ exp

(
−τ
2

) =
sh
(
+
τ

2

)
ch
(
+
τ

2

) = th
(
+
τ

2

)
(2.16)

i вiддiлимо дiйсну i уявну частину змiнної z, тодi матимемо обернене перетворення (ρ, θ)→
(x, y) 

x = p1(ρ, θ) = a
sh ρ

ch ρ+ cos θ
,

y = q1(ρ, θ) = a
sin θ

ch ρ+ cos θ
.

(2.17)

Обернене перетворення (2.17) дозволяє також увести перетворення (r, φ)← (ρ, θ) (див.
задачi 5.2, 5.3 та 5.4 на с. 45). N

3 Загальне перетворення незалежних змiнних

Постановка та розв’язання граничних задач для лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь в частинних похiдних другого порядку вiд двох незалежних змiн-
них (1.11), (1.12) на с. 7

a1,1(x, y)
∂2u

∂x∂x
+ 2a1,2(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ a2,2(x, y)

∂2u

∂y∂y
= Φ2 , (3.1)

Φ2 = f(x, y)− a⋆(x, y)u− a1(x, y)
∂u

∂x
− a2(x, y)

∂u

∂y
, (3.2)

зазвичай потребують вiдповiдного перетворення незалежних змiнних.
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3.1 Загальна замiна незалежних змiнних в лiнiйному рiвняннi

Нехай двiчi неперервно диференцiйована в областiD площини (x, y) функ-
цiя u(x, y) справджує лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку (3.1),
(3.2). Поставимо задачу замiни незалежних змiнних (x, y) на незалежнi змiн-
нi (ξ, η), принаймнi в околi O(ξ0, η0) деякої точки (ξ0, η0) областi D. ≪Но-
вi≫ незалежнi змiннi ξ = ϕ1(x, y), η = ψ1(x, y), як функцiї ≪старих≫ (x, y),
мають задовольняти умови теореми 2.1.

Спочатку виразимо похiднi функцiї u(x, y) першого та другого порядкiв
за змiнними x, y в околiO(x0, y0) точки (x0, y0) через похiднi функцiї v(ξ, η) :=
u
(
p1(ξ, η), q1(ξ, η)

)
за змiнними ξ, η в околi O(ξ0, η0) точки (ξ0, η0) (безпосе-

редньо при диференцiюваннi вважатимемо, що u(x, y) := v
(
ϕ1(x, y), ψ1(x, y)

)
,

тобто застосуємо обернену замiну змiнних (2.3), а саме

∂u

∂x
=

∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂ξ

∂x
+

∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂η

∂x
,

∂u

∂y
=

∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂ξ

∂y
+

∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂η

∂y
,

∂2u

∂x∂x
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂v

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂v

∂η

∂η

∂x

)
=

=

(
∂2v

∂ξ∂ξ︸ ︷︷ ︸
1,1

∂ξ

∂x
+

∂2v

∂ξ∂η︸ ︷︷ ︸
1,2

∂η

∂x

)
∂ξ

∂x
+

(
∂2v

∂η∂ξ︸ ︷︷ ︸
2,1

∂ξ

∂x
+

∂2v

∂η∂η︸ ︷︷ ︸
2,2

∂η

∂x

)
∂η

∂x
+
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂2ξ

∂x∂x
+
∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂2η

∂x∂x
,

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂y

(
∂v

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂v

∂η

∂η

∂x

)
=

=

(
∂2v

∂ξ∂ξ︸ ︷︷ ︸
1,1

∂ξ

∂y
+

∂2v

∂ξ∂η︸ ︷︷ ︸
1,2

∂η

∂y

)
∂ξ

∂x
+

(
∂2v

∂η∂ξ︸ ︷︷ ︸
2,1

∂ξ

∂y
+

∂2v

∂η∂η︸ ︷︷ ︸
2,2

∂η

∂y

)
∂η

∂x
+
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂2ξ

∂x∂y
+
∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂2η

∂x∂y
,

∂2u

∂y∂y
=

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂v

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂v

∂η

∂η

∂y

)
=

=

(
∂2v

∂ξ∂ξ︸ ︷︷ ︸
1,1

∂ξ

∂y
+

∂2v

∂ξ∂η︸ ︷︷ ︸
1,2

∂η

∂y

)
∂ξ

∂y
+

(
∂2v

∂η∂ξ︸ ︷︷ ︸
2,1

∂ξ

∂y
+

∂2v

∂η∂η︸ ︷︷ ︸
2,2

∂η

∂y

)
∂η

∂y
+
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂2ξ

∂y∂y
+
∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂2η

∂y∂y
.

Далi: 1) пiдставимо одержанi вирази для похiдних функцiї u(x, y) за x, y
в рiвняння (3.1), (3.2); 2) проведемо группування членiв з однаковими дру-
гими похiдними функцiї v(ξ, η) за ξ, η (тобто з однаковими парами покаж-
чикiв (1, 1), (1, 2), (2, 1) та (2, 2)), враховуючi при цьому рiвнiсть мiшаних
похiдних другого порядку; i нарештi 3) запишемо рiвняння в змiнних ξ, η

b1,1
∂2v

∂ξ∂ξ
+ 2 b1,2

∂2v

∂ξ∂η
+ b2,2

∂2v

∂η∂η
= Ψ2

(
ξ, η, v,

∂v

∂ξ
,∂v
∂η

)
, (3.3)
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де коефiцiєнти головної частини перетвореного рiвняння (яка складена з по-
хiдних функцiї v(ξ, η) другого порядку) становлять такi вирази

b ∗1,1 = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
,

b ∗1,2 = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
,

b ∗2,2 = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
,

(3.4)

всi iншi члени (без приведення подiбних членiв) суть такi

Ψ∗
2 = f − a⋆v − a1

(
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂ξ

∂x
+

∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂η

∂x

)
− a2

(
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂ξ

∂y
+

∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂η

∂y

)
−

− a1,1
(
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂2ξ

∂x∂x
+

∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂2η

∂x∂x

)
− 2a1,2

(
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂2ξ

∂x∂y
+

∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂2η

∂x∂y

)
− a2,2

(
∂v

∂ξ︸︷︷︸
1

∂2ξ

∂y∂y
+

∂v

∂η︸︷︷︸
2

∂2η

∂y∂y

)
,

(3.5)
а верхнiй iндекс у виглядi зiрочки вказує, що вiдповiднi функцiї мають бути
поданi в ≪нових≫ незалежних змiнних (ξ, η), тобто змiннi (x, y) мають бути
замiненi згiдно (2.5) на с. 10.

Функцiя Ψ2 пiсля приведення подiбних членiв набуває такого виду

Ψ∗2 = f − a⋆v −

(
a1,1

∂2ξ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ξ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ξ

∂y∂y
+ a1

∂ξ

∂x
+ a2

∂ξ

∂y

)
∂v

∂ξ

−

(
a1,1

∂2η

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2η

∂x∂y
+ a2,2

∂2η

∂y∂y
+ a1

∂η

∂x
+ a2

∂η

∂y

)
∂v

∂η
.

(3.6)

Уведемо допомiжнi диференцiальнi оператори
R [ϕ, ψ] = a1,1

∂ϕ

∂x

∂ψ

∂x
+ a1,2

(
∂ϕ

∂x

∂ψ

∂y
+
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂x

)
+ a2,2

∂ϕ

∂y

∂ψ

∂y
,

S [ϕ] = a1,1
∂2ϕ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ϕ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ϕ

∂y∂y
+ a1

∂ϕ

∂x
+ a2

∂ϕ

∂y
,

(3.7)

за допогою яких подамо коефiцiєнти (3.4) головної частини та функцiю (3.5),
(3.6) перетвореного рiвняння (3.3) в такому стислому запису

b ∗1,1 = R [ξ, ξ] , b ∗1,2 = R [ξ, η] , b ∗2,2 = R [η, η] , b∗1 = S [ξ] , b∗2 = S [η] , (3.8)
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Ψ∗2 = g − a⋆v − b1
∂v

∂ξ
− b2

∂v

∂η
. (3.9)

Зауваження 3.1. Наслiдком загального невиродженого перетворення незалежних
змiнних в лiнiйному диференцiальному рiвняннi в частинних похiдних (3.1), (3.2) є та-
кож лiнiйне рiвняння (3.3), (3.6) (звернiться, за необхiдностi, до класифiкацiї лiнiйних
диференцiальних рiвнянь за їх будовою, поданою на с. 6). �

Зауваження 3.2. Пiсля перетворення лiнiйного диференцiального рiвняння (3.1),
(3.2) в частинних похiдних вiдносно незалежних змiнних (x, y) до такого ж в незалеж-
них змiних (ξ, η) (3.3) коефiцiєнти b1,1, b1,2, b2,2 (3.4) головної частини та функцiя Ψ2 (3.5),
(3.6) мають бути поданi в ≪нових≫ незалежних змiнних (ξ, η) (саме на це вказує верх-
нiй iндекс у виглядi зiрочки). Проте, з теореми 2.1 випливає лише iснування оберненого
перетворення (2.5), а не можливiсть його явного подання. Iншими словами, розв’язати
залежностi (2.3) вiдносно ≪старих≫ незалежних змiнних (x, y), тобто одержати залежно-
стi (2.5), не завжди можливо. �

3.2 Приклади загальної замiни незалежних змiнних

Приклад 3.1. Перетворимо рiвняння Лапласа в декартових змiнних

∆(x,y)u(x, y) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 , (3.10)

на таке в полярних.
Виконаємо перетворення двома способами.
За першим способом повторимо перетворення на с. 17 в такiй послiдовностi:
1) запишемо формули переходу вiд полярних координат до декартових прямокут-

них (2.8) на с. 11 та у зворотньому напрямi (2.9)
x = p1(r, φ) = r cosφ ,

y = q1(r, φ) = r sinφ ,
⇔


r = ϕ1(x, y) =

√
x2 + y2 ,

φ = ψ1(x, y) = arctg
y

x
;

(3.11)

2) продиференцiюємо обидвi частини тотожностi u(x, y) = u(r cosφ, r sinφ) =: ů(r, φ)
двiчi за змiнними x, y (тiльки повторно, без мiшаних похiдних, причому враховуватимемо,
що ů(r, φ) при диференцiюваннi є складною функцiєю):
∂u

∂x
=
∂ů

∂r

∂r

∂x
+
∂ů

∂φ

∂φ

∂x
,

∂u

∂y
=
∂ů

∂r

∂r

∂y
+
∂ů

∂φ

∂φ

∂y
,

⇒


∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂ů

∂r

)
∂r

∂x
+
∂ů

∂r

∂2r

∂x2
+

∂

∂x

(
∂ů

∂φ

)
∂φ

∂x
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂x2
,

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂ů

∂r

)
∂r

∂y
+
∂ů

∂r

∂2r

∂y2
+

∂

∂y

(
∂ů

∂φ

)
∂φ

∂y
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂y2
,
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причому похiднi другого порядку запишемо також в ≪розгорнутому≫ видi
∂2u

∂x2
=

∂2ů

∂r∂r

∂r

∂x

∂r

∂x
+

∂2ů

∂r∂φ

∂r

∂x

∂φ

∂x
+
∂ů

∂r

∂2r

∂x2
+

∂2ů

∂φ∂r

∂r

∂x

∂φ

∂x
+

∂2ů

∂φ∂φ

∂φ

∂x

∂φ

∂x
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂x2
,

∂2u

∂y2
=

∂2ů

∂r∂r

∂r

∂y

∂r

∂y
+

∂2ů

∂r∂φ

∂r

∂y

∂φ

∂y
+
∂ů

∂r

∂2r

∂y2
+

∂2ů

∂φ∂r

∂r

∂y

∂φ

∂y
+

∂2ů

∂φ∂φ

∂φ

∂y

∂φ

∂y
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂y2
;

(3.12)
3) знайдемо похiднi першого i другого порядку змiнних (r, φ) (як залежних) за змiн-

ними (x, y)
∂r

∂x
=
x

r
,

∂2r

∂x2
=

1

r
− 1

r

x2

r2
,

∂φ

∂x
= − y

r2
,

∂2φ

∂x2
= +

y

r2
x

r
,

∂r

∂y
=
y

r
,

∂2r

∂y2
=

1

r
− 1

r

y2

r2
,

∂φ

∂y
= +

x

r2
,

∂2φ

∂y2
= − x

r2
y

r
;

(3.13)

4) пiдставимо вирази (3.13) в вирази похiдних (3.12)
∂2u

∂x2
=

∂2ů

∂r∂r

x

r

x

r
− 2

∂2ů

∂r∂φ

x

r

y

r2
+

∂2ů

∂φ∂φ

y

r2
y

r2
+
∂ů

∂r

1

r

(
1− x2

r2

)
+
∂ů

∂φ

x

r

y

r2
,

∂2u

∂y2
=

∂2ů

∂r∂r

y

r

y

r
+ 2

∂2ů

∂r∂φ

y

r

x

r2
+

∂2ů

∂φ∂φ

x

r2
x

r2
+
∂ů

∂r

1

r

(
1− y2

r2

)
− ∂ů

∂φ

x

r2
y

r
;

(3.14)

5) пiдставимо одержанi вирази похiдних (3.14) в рiвняння Лапласа (3.10) в декартових
змiнних

0 = ∆u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂2ů

∂r∂r

(
x2

r2
+
y2

r2

)
+ 2

∂2ů

∂r∂φ

(
y

r

x

r2
− x

r

y

r2

)
+

∂2ů

∂φ∂φ

(
x2

r4
+
y2

r4

)
+

+
∂ů

∂r

1

r

(
2− x2

r2
− y2

r2

)
+
∂ů

∂φ

(
y

r2
x

r
− x

r2
y

r

)
,

звiдки пiсля спрощення матимемо шукане подання рiвняння Лапласа в полярних змiнних

∆(r, φ)ů(r, φ) =
1

r

∂

∂r

(
r
∂ů

∂r

)
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
=
∂2ů

∂r2
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
+

1

r

∂ů

∂r
= 0 . (3.15)

За другим способом:
1) приймемо, що новi змiннi суть ξ = r, η = φ;
2) врахуємо, що a1,1 = a2,2 = 1, a1,2 = 0, a1 = a2 = 0, a⋆ = 0, f(x, y) ≡ 0;
3) скористаємося готовими формулами (3.3), (3.4), (3.8), (3.9), для яких всi необхiднi

похiднi ≪нових≫ змiнних за ≪старими≫ (3.13) вже обчисленi (вiдсутнiсть мiшаних похiдних
не заважатиме, оскiльки їм передує коефiцiєнт a1,2 = 0, див. також (3.6)), отже, матимемо
коефiцiєнти перетвореного рiвняння Лапласа

b1,1 =
∂r

∂x

∂r

∂x
+
∂r

∂y

∂r

∂y
= +

x

r

x

r
+

y

r

y

r
= 1 ,

b1,2 =
∂r

∂x

∂φ

∂x
+
∂r

∂y

∂φ

∂y
= − x

r

y

r2
+

y

r

x

r2
= 0 ,

b2,2 =
∂φ

∂x

∂φ

∂x
+
∂φ

∂y

∂φ

∂y
= +

y

r2
y

r2
+

x

r2
x

r2
=

1

r2
,

(3.16)
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
b1 = S[ϕ]

(3.11)
= a1,1

∂2r

∂x2
+ a2,2

∂2r

∂y2
=

2

r
− 1

r

x2

r2
− 1

r

y2

r2
=

2

r
− 1

r

x2 + y2

r2
=

1

r
,

b2 = S[ψ]
(3.11)
= a1,1

∂2φ

∂x2
+ a2,2

∂2φ

∂y2
= +

y

r2
x

r
− x

r2
y

r
= 0 .

(3.17)

Порiвняйте кiлькiсть арифметичних дiй, необхiдних для перетворення за двома спо-
собами. Спробуйте перетворити рiвняння Лапласа в полярних змiнних (3.15) на таке в де-
картових. N

4 Канонiчне перетворення незалежних змiнних

4.1 Канонiчна замiна незалежних змiнних в лiнiйному рiвняннiх

Поставимо задачу спрощення перетвореного рiвняння (3.3), (3.4), (3.6)
або (3.3), (3.8), (3.9) як задачу обернення в нуль одного або двох коефiцiєнтiв
його головної частини. Наприклад, якщо увести незалежну змiнну:

1) ξ=ϕ1(x, y), де функцiя ϕ1(x, y) є розв’язком нелiнiйного дифренцiаль-
ного рiвняння в частинних похiдних першого порядку

R [ξ, ξ] = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ 2a1,2

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
= 0 , (x, y) ∈ O(x0, y0) , (4.1)

матимемо b1,1 = 0;
2) η=ψ1(x, y), де функцiя ψ1(x, y) є розв’язком нелiнiйного дифренцiаль-

ного рiвняння в частинних похiдних першого порядку

R [η, η] = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+2a1,2

∂η

∂x

∂η

∂y
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
= 0 , (x, y) ∈ O(x0, y0) . (4.2)

матимемо b2,2 = 0 (для того, щоб нелiнiйна природа рiвнянь (4.1), (4.1) ви-
явилася прозорою, слiд ще раз звернутися до вiдповiдних означень на с. 5).

У разi, якщо диференцiальнi рiвняння (4.1) та (4.2) мають рiзнi розв’язки
(фактично це одне i те саме нелiнiйне рiвняння, тому воно може мати бiльше,
нiж один розв’язок), можна перетворити в нуль коефiцiєнти b1,1 та b2,2, а як-
що однаковi — то тiльки один з двох коефiцiєнтiв (будь-який з них, на вибiр).
На щастя, iснує зв’язок мiж розв’язанням нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь в частинних похiдних першого порядку (4.1), (4.2) та розв’язанням вiд-
повiдного звичайного диференцiального рiвняння першого порядку. На цей
зв’язок вказує така

Теорема 4.1. Для того, щоб розв’язком нелiнiйного диференцiального
рiвняння в частинних похiдних першого порядку

a1,1
∂z

∂x

∂z

∂x
+ 2a1,2

∂z

∂x

∂z

∂y
+ a2,2

∂z

∂y

∂z

∂y
= 0 , (x, y) ∈ O(x0, y0) , (4.3)
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була функцiя z = ω(x, y), необхiдно та достатньо, щоб звичайне диферен-
цiальне рiвняння в симетричнiй формi (тобто записане у виглядi квадратич-
ної форми вiдносно диференцiалiв dx, dy змiнних x, y, серед яких не обранi
залежна i незалежна)

a1,1 dy dy − 2 a1,2 dy dx+ a2,2 dx dx = 0 , (x, y) ∈ O(x0, y0) , (4.4)

мало 1-параметричну сiм’ю розв’язкiв (загальний розв’язок) ω(x, y) = C. �

Доведення. Почнемо з обґрунтування необхiдностi твердження. Отже,
нехай функцiя z = ω(x, y) є розв’язком рiвняння в частинних похiдних (4.3).
Запишемо тотожнiсть Ω(x, y) = ω(x, y)− C = 0, яку розглядатимемо:

1) як неявне подання функцiї y = ϑ(x), тодi

dΩ

dx
=
∂ω

∂x
+
∂ω

∂y

dy

dx
= 0 ⇒ ∂ω

∂x
= −∂ω

∂y

dy

dx
,

∂ω

∂y
̸= 0 , (4.5)

2) як неявне подання функцiї x = θ(y), тодi

dΩ

dy
=
∂ω

∂x

dx

dy
+
∂ω

∂y
= 0 ⇒ ∂ω

∂y
= −∂ω

∂x

dx

dy
,

∂ω

∂x
̸= 0 . (4.6)

Далi пiдставимо вираз (4.5) для частинної похiдної функцiї ω(x, y) за x
в диференцiальне рiвняння в частинних похiдних (4.3), звiдки матимемо зви-
чайне диференцiальне рiвняння вiдносно функцiї y = ϑ(x) (тобто тепер x —
незалежна змiнна, а y — залежна)(
∂ω

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

̸=0

[
a1,1

(
dy

dx

)2

− 2 a1,2

(
dy

dx

)
+ a2,2

]
= 0 ⇒ a1,1

(
dy

dx

)2

− 2 a1,2

(
dy

dx

)
+ a2,2 = 0 , (4.7)

або вираз (4.6) для частинної похiдної функцiї ω(x, y) за y, тодi матиме-
мо звичайне диференцiальне рiвняння вiдносно функцiї x = θ(y) (тобто те-
пер y — незалежна змiнна, а x — залежна)(
∂ω

∂x

)
︸ ︷︷ ︸

̸=0

[
a2,2

(
dx

dy

)2

− 2 a1,2

(
dx

dy

)
+ a1,1

]
= 0 ⇒ a2,2

(
dx

dy

)2

− 2 a1,2

(
dx

dy

)
+ a1,1 = 0 . (4.8)

Обидва звичайних диференцiальних рiвняння можуть бути перетворенi
до симетричної форми (4.4): перше рiвняння — пiсля множення на dx dx,
а друге — пiсля множення на dy dy (можливi також перетворення у проти-
лежному напряму: пiсля дiлення симетричної форми (4.4) на dx dx одержимо

22



рiвняння (4.7), а пiсле дiления на dy dy — рiвняння (4.8)). Це означає, що
необхiднiсть твердження доведена.

Перейдемо до обґрунтування достатностi твердження. Нехай ω(x, y) =
= C — 1-параметрична сiм’я розв’язкiв звичайного диференцiального рiв-

няння (4.4), тодi тотожнiсть Ω(x, y) = ω(x, y) − C = 0 визначає неявну
функцiю: 1) y = ϑ(x) або 2) x = θ(y), i для диференцiалу залежної змiнної
вiдповiдно матимемо:

1) вираз згiдно (4.5)

dy = −
(
∂ω

∂y

)−1
∂ω

∂x
dx ;

2) вираз згiдно (4.6)

dx = −
(
∂ω

∂x

)−1
∂ω

∂y
dy .

Тепер пiдставимо знайденi вирази для dy та dx в звичайне диференцiальне
рiвняння (4.4), звiдки одержимо диференцiальне рiвняння в частнинних по-
хiдних (4.3). Це означає, що достатнiсть твердження доведена. �

Означення 4.1. Характеристиками лiнiйного диференцiального рiвнян-
ня в частинних похiдних другого порядку (3.1), (3.2), називаються 1-пара-
метричнi сiмї розвязкiв звичайного диференцiального рiвняння (4.4) (тобто
звичайних диференцiальних рiвнянь (4.7) або (4.8)); самi диференцiальнi рiв-
няння (4.4), (4.7) та (4.8) називаються рiвняннями характеристик. �

Тобто, теорема 4.1 зводить задачу розв’язання нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь в частинних похiдних першого порядку виду (4.1), (4.2) або (4.3)
до задачi розв’язання звичайних диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку (4.7) або (4.8) другого степеня вiдносно похiдних. Розв’яжемо останнi рiв-
няння вiдносно похiдних за вiдомою формулою для квадратного алгебраїч-
ного рiвняння:

1) нехай a1,1 ̸=0, тодi з рiвняння характеристик (4.7) матимемо(
dy

dx

)
∓
=
a1,2 ∓

√
D

a1,1
; (4.9)

2) нехай a2,2 ̸=0, тодi з рiвняння характеристик (4.8) матимемо(
dx

dy

)
∓
=
a1,2 ∓

√
D

a2,2
; (4.10)
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вираз пiд коренем в (4.9), (4.10) роз’яснює таке

Означення 4.2. Величина

D(x, y) = a 2
1,2 − a1,1 a2,2 (4.11)

називаєтся дискримiнантом лiнiйного диференцiального рiвняння в частин-
них похiдних другого порядку (3.1), (3.2). �

Отже, знак дискримiнанта (4.11) визначає кiлькiсть характеристик, а згiд-
но теореми 4.1 — кiлькiсть розв’язкiв рiвняння в частинних похiдних першого
порядку (4.3), на чому ґрунтується класифiкацiя, подана в табл. 4.1. Внаслi-
док цього виникає запитання стосовно типу перетвореного рiвняння, якщо
його визначити за дискримiнантом E=b 21,2 − b1,1 b2,2?

Табл. 4.1. Локальна класифiкацiя лiнiйних рiвнянь другого поряд-
ку (3.1), (3.2) на с. 16 за знаком дискримiнанту D(x, y) (4.11)

D = a21,2 − a1,1a2,2 кiлькiсть характеристик тип рiвняння

D > 0 двi дiйсних гiперболiчний

D = 0 одна дiйсна параболiчний

D < 0 двi комплексно-спряженi елiптичний

Теорема 4.2. При невиродженому перетвореннi (2.3), (2.5) незалежних
змiнних, дискримiнанти рiвнянь в ≪старих≫ i ≪нових≫ незалежних змiнних
зв’язанi рiвностями
D (x, y) = a 2

1,2 − a1,1 a2,2 = I2(ξ, η)
(
b 21,2 − b1,1 b2,2

)
= I2(ξ, η)E(ξ, η) ,

E∗(ξ, η) = b 21,2 − b1,1 b2,2 = J2(x, y)
(
a 2
1,2 − a1,1 a2,2

)
= J2(x, y)D(x, y) ,

(4.12)

де J(x, y), I(ξ, η) — якобiани прямого (2.3) i оберненого (2.5) перетворень. �

Доведення. Складемо вираз дискримiнанта перетвореного рiвняння (3.3)
в ≪нових≫ незалежних змiнних ξ, η
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E∗(ξ, η) ≡ b 21,2 − b1,1 b2,2 =
[
a1,1

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y

]2
−

−
[
a1,1

∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y

]
×

×
[
a1,1

∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y

]
,

звiдки (пiсля розкриття дужок та перегрупування доданкiв) матимемо другу
рiвнiсть (4.12)

E∗(ξ, η) = . . .=

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
− ∂ξ

∂y

∂η

∂x

)2 (
a 2
1,2 − a1,1 a2,2

)
≡ J2(x, y)D(x, y) .

Першу рiвнiсть (4.12) матимемо з щойно доведеної другої, з урахуванням
тотожностi J(x, y) I(ξ, η) ≡ 1 (2.7) на с. 11. �

Теорема 4.3. При невиродженому перетвореннi (2.3), (2.5) незалежних
змiнних тип лiнiйного диференцiального рiвняння в частинних похiдних дру-
гого порядку (3.1), (3.2) не змiнюється. �

Доведення безпосередньо ґрунтується на рiвностях (4.12), з яких випли-
ває, що при невиродженому перетвореннi незалежних змiнних знак дискри-
минанта не змiнюється. �

Зауваження 4.1. Теореми 4.2 та 4.3 (твердження та доведення) ≪обертаються≫ нав-
коло означення 4.2 дискримiнанта рiвняння характеристик, проте залишаються вiрними
для будь-якого невиродженого перетворення незалежних змiнних, оскiльки не ґрунтують-
ся на означеннi 4.1 характеристик. �

Зауваження 4.2. Нагадаємо, що перетворення незалежних змiнних (2.3), (2.5) на с. 10
є локальним, тобто окiл O(x0, y0) точки (x0, y0) вiдображається на окiл O(ξ0, η0) точ-
ки (ξ0, η0) (див. також зауваження 2.1 на с. 11), отже локальною є також класифiкацiя, уве-
дена в табл. 4.1. У такому разi лiнiйне диференцiального рiвняння другого порядку (3.1),
(3.2) має деякий певний тип в околi точки (x0, y0), проте в околi iншої точки (x1, y1),
близької до (x0, y0), рiвняння може мати iнший тип. У разi, коли знак дискримiнанта
зберiгається в деякiй ≪великiй≫ областi, в останнiй рiвняння матиме певний тип. Можли-
во також, що рiвняння матиме певний тип в областi D, в якiй визначенi його коефiцiєнти
та права частина, у разi, якщо в цiй областi знак дискримiнанта не змiнюється. �
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Розглянемо наслiдки невиродженого перетворення (2.3), (2.5) незалежних
змiнних, яке ґрунтується на розв’язках рiвнянь характеристик (тобто керова-
ного перетворення, на вiдмiну вiд загального невиродженого перетворення).

В областi гiперболiчностi рiвняння характеристик (4.4) має двi дiйсно-
значнi 1-параметричнi сiм’ї розв’язкiв ϕ1(x, y) = C1, ψ1(x, y) = C2 , де функ-
цiї ξ = ϕ1(x, y), η = ψ1(x, y), згiдно твердження 4.1, задовольняють рiвнян-
ня (4.1), (4.2): R [ξ, ξ] = 0, R [η, η] = 0. Отже, в нових незалежних змiнних
(ξ, η) перетворене рiвняння (3.3), (3.4), (3.6) набуде такого подання

2 b1,2
∂2v

∂ξ∂η
= Ψ2

(
ξ, η, v,

∂v

∂ξ
,
∂v

∂η

)
.

Подiливши обидвi частини останнього рiвняння на 2 b1,2 (обґрунтуйте мож-
ливiсть цього) одержимо перший канонiчний вид лiнiйного диференцiального
рiвняння другого порядку (3.1), (3.2) в областi гiперболiчностi

∂2v

∂ξ∂η
= Ψ◦2

(
ξ, η, v,

∂v

∂ξ
,
∂v

∂η

)
, Ψ◦2 =

Ψ2

2 b1,2
. (4.13)

Уведемо ще одну пару незалежних змiнних (α, σ)
ξ = α+ σ ,

η = α− σ ,
⇔


α=

1

2
(ξ + η) ,

σ =
1

2
(ξ − η) ,

(4.14)

i залежну w(α, σ) := v
(
ξ(α, σ), η(α, σ)

)
, тодi для похiдних функцiї v(ξ, η) =

w
(
α(ξ, η), σ(ξ, η)

)
матимемо такi вирази

∂v

∂ξ
=
∂w

∂α

∂α

∂ξ
+
∂w

∂σ

∂σ

∂ξ
=

1

2

(
∂w

∂α
+
∂w

∂σ

)
,

∂v

∂η
=
∂w

∂α

∂α

∂η
+
∂w

∂σ

∂σ

∂η
=

1

2

(
∂w

∂α
− ∂w

∂σ

)
,

∂2v

∂ξ∂η
=

∂

∂η

(
∂v

∂ξ

)
=

∂

∂α

(
∂v

∂ξ

)
∂α

∂η
+

∂

∂σ

(
∂v

∂ξ

)
∂σ

∂η
=

=
1

2

[
1

2

∂

∂α

(
∂w

∂α
+
∂w

∂σ

)]
− 1

2

[
1

2

∂

∂σ

(
∂w

∂α
+
∂w

∂σ

)]
=

=
1

4

[
∂2w

∂α∂α
+

∂2w

∂σ∂α
− ∂2w

∂α∂σ
− ∂2w

∂σ∂σ

]
=

1

4

(
∂2w

∂α2
− ∂2w

∂σ2

)
.
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Пiсля пiдстановки виразу для змiшаної похiдної функцiї v(ξ, η) в (4.13)
одержимо другий канонiчний вид лiнiйного диференцiального рiвняння дру-
гого порядку (3.1), (3.2) в областi гiперболiчностi

∂2w

∂α2
− ∂2w

∂σ2
= Ψ⋆

2

(
α, σ, w,

∂w

∂α
,
∂w

∂σ

)
, (4.15)

де

Ψ⋆
2 = 4Ψ◦2

[
ξ(α, σ), η(α, σ), v

(
ξ(α, σ), η(α, σ)

)
,
1

2

(
∂w

∂α
+
∂w

∂σ

)
,
1

2

(
∂w

∂α
− ∂w

∂σ

)]
.

В областi параболiчностi рiвняння характеристик (4.4) має одну дiйс-
нозначну 1-параметричну сiм’ю розв’язкiв ϕ1(x, y) =C, де функцiя ϕ1(x, y),
згiдно твердження 4.1, задовольняє тiльке перше з двох рiвнянь (4.1), (4.2):
R [ϕ1, ϕ1] = 0, R [ϕ1, ϕ1] ̸= 0. Введемо новi незалежнi змiннi ξ = ϕ1(x, y),
η = ψ1(x, y), де функцiю ψ1(x, y) оберемо так, щоб якобiан J (2.4) прямого
перетворення не обертався в нуль або нескiнченiсть (це можна зробити ба-
гатьма способами), тодi перетворене рiвняння (3.3), (3.4), (3.6) набуде такого
подання

b2,2
∂2u

∂η2
= Ψ2

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
.

Подiливши обидвi частини останнього рiвняння на b2,2 (обґрунтуйте мож-
ливiсть цього) одержимо канонiчний вид лiнiйного диференцiального рiвнян-
ня другого порядку (3.1), (3.2) в областi параболiчностi

∂2u

∂η2
= Ψ◦2

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
, Ψ◦2 =

Ψ2,P

b2,2
. (4.16)

В областi елiптичностi правi частини рiвнянь характеристик (4.9), (4.10),
розв’язаних вiдносно похiдних, суть комплексно спряженi; звiдки випливає
комплексна спряженiсть 1-параметричних сiмей розв’язкiв рiвняння харак-
теристик (4.4)  ϕ1(x, y) =C ,

ψ1(x, y)≡ ϕ̄1(x, y) = C̄ ,

а також вiдповiдних ≪нових≫ незалежних змiнних ξ = ϕ1(x, y) = Re
(
ϕ1(x, y)

)
+ i Im

(
ϕ1(x, y)

)
,

η = ϕ̄1(x, y) = Re
(
ϕ1(x, y)

)
− i Im

(
ϕ1(x, y)

)
.
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Оскiльки доведення теореми 4.1 не розрiзняє дiйсно- та комплекснозначнi
розв’язки рiвняння характеристик (4.4), в нових змiнних перетворене рiвнян-
ня (3.3), (3.4), (3.6) набуватиме того ж самого канонiчного виду, що i в областi
гiперболiчностi

2 b1,2
∂2v

∂ξ∂η
= Ψ2

(
ξ, η, v,

∂v

∂ξ
,
∂v

∂η

)
,

причому коефiцiент b1,2 i функцiя Ψ2 одержаного рiвняння також суть ком-
плекснозначнi.

Проте, приведення рiвняння елiптичного типу до канонiчного виду з дiйс-
нозначними коефiцiєнтами є можливим. Насправдi, 1) уведемо дiйснi неза-
лежнi змiннi (α, σ)

ξ = α+ iσ ,

η = α− iσ ,
⇔


α=

1

2
(ξ + η) =

1

2

(
ϕ1(x, y) + ϕ̄1(x, y)

)
= ϕ2(x, y) ,

σ =
1

2i
(ξ − η) = 1

2i

(
ϕ1(x, y)− ϕ̄1(x, y)

)
= ψ2(x, y) ;

(4.17)
2) в виразах для коефiцiєнтiв b1,1, b1,2, b2,2 (3.4) подамо похiднi комплексних
незалежних змiнних (ξ, η) вiдносно ≪старих≫ незалежних змiнних (x, y) через
похiднi дiйсних незалежних змiнних (α, σ) вiдносно (x, y)

∂ξ

∂x
=
∂α

∂x
+ i

∂σ

∂x
, ∂η

∂x
=
∂α

∂x
− i ∂σ

∂x
,

∂ξ

∂y
=
∂α

∂y
+ i

∂σ

∂y
, ∂η

∂y
=
∂α

∂y
− i ∂σ

∂y
;

3) утворимо добутки поданих вище похiдних

∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
=
∂α

∂x

∂α

∂x
− ∂σ

∂x

∂σ

∂x
+ i

∂α

∂x

∂σ

∂x
+ i

∂α

∂x

∂σ

∂x
,

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
=
∂α

∂x

∂α

∂y
− ∂σ

∂x

∂σ

∂y
+ i

∂α

∂x

∂σ

∂y
+ i

∂α

∂y

∂σ

∂x
,

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
=
∂α

∂y

∂α

∂y
− ∂σ

∂y

∂σ

∂y
+ i

∂α

∂y

∂σ

∂y
+ i

∂α

∂y

∂σ

∂y
,
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

∂η

∂x

∂η

∂x
=
∂α

∂x

∂α

∂x
− ∂σ

∂x

∂σ

∂x
− i ∂α

∂x

∂σ

∂x
− i ∂α

∂x

∂σ

∂x
,

∂η

∂x

∂η

∂y
=
∂α

∂x

∂α

∂y
− ∂σ

∂x

∂σ

∂y
− i ∂α

∂x

∂σ

∂y
− i ∂α

∂y

∂σ

∂x
,

∂η

∂y

∂η

∂y
=
∂α

∂y

∂α

∂y
− ∂σ

∂y

∂σ

∂y
− i ∂α

∂y

∂σ

∂y
− i ∂α

∂y

∂σ

∂y
,

та 4) пiдставимо цi добутки в вирази для коефiцiєнтiв b1,1, b1,2, b2,2 (3.8)
b ∗1,1 = R [ξ, ξ] =R [α, α]−R [σ, σ] + 2i R [α, σ] = 0 ,

b ∗1,2 = R [ξ, η] =R [α, α] +R [σ, σ] ̸= 0 ,

b ∗2,2 =R [η, η] =R [α, α]−R [σ, σ]− 2i R [α, σ] = 0 ,

звiдки матимемо

R [α, α] = R [σ, σ] ̸= 0 , R[α, σ] = 0 . (4.18)

Тепер уведемо замiсть ≪старих≫ (x, y) ≪новi≫ незалежнi змiннi (α, σ), при-
чому перетворення змiнних:

1) пряме α= ϕ2(x, y) ,

σ = ψ2(x, y) ,
(4.19)

2) обернене x= p2(α, σ) ,

y = q2(α, σ) ,
(4.20)

очевидно, задовольняють умовам теореми 2.1 на с. 10 (пояснiть, чому). Далi
запровадимо пряме перетворення незалежних змiнних в лiнiйному диферен-
цiальному рiвняннi другого порядку (3.1), (3.2) до (3.3), (3.4), (3.6) та замi-
нимо позначення коефiцiентiв b1,1, b1,2, b2,2, b1, b2 вiдповiдно на c1,1, c1,2, c2,2,
c1, c2 та функцiї Ψ2 — на Ω2, тодi матимемо

c1,1
∂2w

∂α∂α
+ 2 c1,2

∂2w

∂α∂σ
+ c2,2

∂2w

∂σ∂σ
= Ω2

(
α, σ, w,

∂w

∂α
,
∂w

∂σ

)
, (4.21)

де w(α, σ) := u
(
x(α, σ), y(α, σ)

)
, а коефiцiєнти рiвняння та сукупний вираз

для членiв першого i нульового порядку, а також правої частини суть такi

c ∗1,1 = R [α, α] , c1,2 = R [α, σ] = 0 , c ∗2,2 = R [σ, σ] , c∗1 = S [α] , c∗2 = S [σ] ,

(4.22)
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Ω∗2 = f − a⋆w − c1
∂w

∂α
− c2

∂w

∂σ
. (4.23)

З урахуванням (4.18), (4.22) (тобто c1,2 = R [α, σ] = 0, c ∗1,1 = R [α, α] =
R [σ, σ]=c ∗2,2 ̸=0) випливає, що при уведеннi дiйсних незалежних змiнних (α, σ)

c1,1
∂2w

∂α2
+ c2,2

∂2w

∂σ∂σ
= Ω2

(
α, σ, w,

∂w

∂α
,
∂w

∂σ

)
, (4.24)

Подiливши обидвi частини рiвняння (4.25) на коефiцiєнти c1,1=c2,2 , одер-
жимо канонiчний вид лiнiйного диференцiального рiвняння другого поряд-
ку (3.1), (3.2) в областi елiптичностi, записаний в дiйсних незалежних змiнних

∂2w

∂α2
+
∂2w

∂σ2
= Ω◦2

(
α, σ, w,

∂w

∂α
,
∂w

∂σ

)
, Ω◦2 =

Ω2

c1,1
=

Ω2

c2,2
. (4.25)

4.2 Алгоритм канонiчної замiни незалежних змiнних

В даному пiдроздiлi викладена вище теорiя перетворення лiнiйного рiвняння другого
порядку

a1,1(x, y)
∂2u

∂x∂x
+ 2a1,2(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ a2,2(x, y)

∂2u

∂y∂y
= Φ2 , (4.26)

Φ2 = f(x, y)− a⋆(x, y)u− a1(x, y)
∂u

∂x
− a2(x, y)

∂u

∂y
, (4.27)

до канонiчного виду подана як вiдповiдний алгоритм, зручний для самостiйної роботи
з прикладами, наведеними на с. 34.

1. Запишемо коефiцiєнти рiвняння (4.26), (4.27), тобто a1,1(x, y), a1,2(x, y), a2,2(x, y),
a1(x, y), a2(x, y), a0(x, y).

2. Складемо вырази для дискримiнанта рiвняння

D(x, y) = a21,2(x, y)− a1,1(x, y) a2,2(x, y) (4.28)

i знайдемо в площинi змiнних (x, y) областi, в яких: а) D(x, y) > 0 (область гiперболiчно-
стi); б ) D(x, y) = 0 (область параболiчностi); в) D(x, y) < 0 (область елiптичностi).

3. Складемо звичайне диференцiальне рiвняння характеристик (першого порядку дру-
гого степеня) одного з таких видiв:

a1,1(x, y)

(
dy

dx

)2

− 2a1,2(x, y)

(
dy

dx

)
+ a2,2(x, y) = 0 ; (4.29)

a1,1(x, y)− 2a1,2(x, y)

(
dx

dy

)
+ a2,2(x, y)

(
dx

dy

)2

= 0 . (4.30)
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4. Розв’яжемо рiвняння характеристик, як квадратне вiдносно похiдної, наприклад,
для рiвняння (4.29) знайдемо два розв’язки в областях гiперболiчностi (дiйснi) та елiп-
тичностi (комплексно спряженi)(

dy

dx

)
∓
=
a1,2(x, y)∓

√
D(x, y)

a1,1(x, y)
(4.31)

i один розв’язок в областi параболiчностi

dy

dx
=
a1,2(x, y)

a1,1(x, y)
, (4.32)

5. Проiнтегруємо одержанi рiвняння характеристик (4.31), (4.32), тобто знайдемо вiд-
повiднi сiм’ї розв’язкiв (загальнi розв’язки):

а) двi 1-параметричнi сiм’ї розв’язкiв в областях гiперболiчностi та елiптичностi ϕ1(x, y) = C1 ,

ψ1(x, y) = C2 ;
(4.33)

б ) одну 1-параметричнy сiм’ю розв’язкiв ϕ1(x, y) = C1 в областi параболiчностi,
яку доповнимо такою 1-параметричною сiм’єю ψ1(x, y) = C2, щоб задовольнити умову
невиродженостi перетворення.

6. Введемо новi незалежнi змiннi ξ = ϕ1(x, y) ,

η = ψ1(x, y) ,
(4.34)

пiсля чого:
а) в областях гiперболiчностi та параболiчностi знайдемо похiднi

∂ξ

∂x
,

∂ξ

∂y
,

∂2ξ

∂x∂x
,

∂2ξ

∂x∂y
,

∂2ξ

∂y∂y
,

∂η

∂x
,

∂η

∂y
,

∂2η

∂x∂x
,

∂2η

∂x∂y
,

∂2η

∂y∂y
,

(4.35)

та запишемо рiвняння (4.26), (4.27) в канонiчному видi

b1,1
∂2v

∂ξ∂ξ
+ 2 b1,2

∂2v

∂ξ∂η
+ b2,2

∂2v

∂η∂η
= Ψ2 , (4.36)

де коефiцiєнти похiдних функцiї v другого порядку суть

b ∗1,1 = R[ϕ1, ϕ1] = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
,

b ∗1,2 = R[ϕ1, ψ1] = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
,

b ∗2,2 = R[ψ1, ψ1] = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
,

(4.37)
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а похiднi функцiї v першого i нульового порядкiв та праву частину g(ξ, η) подамо або
зiбранi разом (однiєю ≪пачкою≫)

Ψ∗
2 = f − a⋆v − a1

(
∂v

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂v

∂η

∂η

∂x

)
− a2

(
∂v

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂v

∂η

∂η

∂y

)
−

− a1,1
(
∂v

∂ξ

∂2ξ

∂x∂x
+
∂v

∂η

∂2η

∂x∂x

)
− 2a1,2

(
∂v

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+
∂v

∂η

∂2η

∂x∂y

)
− a2,2

(
∂v

∂ξ

∂2ξ

∂y∂y
+
∂v

∂η

∂2η

∂y∂y

)
,

(4.38)
або пiсля приведення подiбних

Ψ∗
2 = f − a⋆v − b1

∂v

∂ξ
− b2

∂v

∂η
, (4.39)

де коефiцiєнти b1, b2 похiдних функцiї v першого порядку суть такi
b∗1 = S[ϕ1] = a1,1

∂2ξ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ξ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ξ

∂y∂y
+ a1

∂ξ

∂x
+ a2

∂ξ

∂y
,

b∗2 = S[ψ1] = a1,1
∂2η

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2η

∂x∂y
+ a2,2

∂2η

∂y∂y
+ a1

∂η

∂x
+ a2

∂η

∂y
;

(4.40)

б ) в областi елiптичностi ще раз уведемо новi незалежнi змiннi
α =

ξ + η

2
=
ϕ1(x, y) + ψ1(x, y)

2
≡ ϕ2(x, y) ,

σ =
ξ − η
2i

=
ϕ1(x, y)− ψ1(x, y)

2i
≡ ψ2(x, y) ,

(4.41)

знайдемо похiднi 
∂α

∂x
,

∂α

∂y
,

∂2α

∂x∂x
,

∂2α

∂x∂y
,

∂2α

∂y∂y
,

∂σ

∂x
,

∂σ

∂y
,

∂2σ

∂x∂x
,

∂2σ

∂x∂y
,

∂2σ

∂y∂y
,

(4.42)

та запишемо рiвняння (4.26), (4.27) в канонiчному видi

c1,1
∂2w

∂α∂α
+ 2 c1,2

∂2w

∂α∂σ
+ c2,2

∂2w

∂σ∂σ
= Ω2 , (4.43)

де коефiцiєнти при похiдних функцiї w другого порядку суть

c ∗1,1 = R[ϕ2, ϕ2] = a1,1
∂α

∂x

∂α

∂x
+ a1,2

(
∂α

∂x

∂α

∂y
+
∂α

∂y

∂α

∂x

)
+ a2,2

∂α

∂y

∂α

∂y
,

c ∗1,2 = R[ϕ2, ψ2] = a1,1
∂α

∂x

∂σ

∂x
+ a1,2

(
∂α

∂x

∂σ

∂y
+
∂α

∂y

∂σ

∂x

)
+ a2,2

∂α

∂y

∂σ

∂y
,

c ∗2,2 = R[ψ2, ψ2] = a1,1
∂σ

∂x

∂σ

∂x
+ a1,2

(
∂σ

∂x

∂σ

∂y
+
∂σ

∂y

∂σ

∂x

)
+ a2,2

∂σ

∂y

∂σ

∂y
,

(4.44)
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а похiднi функцiї w першого та нульового порядку та праву частину h(α, σ) подамо або
зiбранi разом (однiєю ≪пачкою≫)

Ω∗
2 = f − a⋆w − a1

(
∂w

∂α︸︷︷︸
1

∂α

∂x
+
∂w

∂σ︸︷︷︸
2

∂σ

∂x

)
− a2

(
∂w

∂α︸︷︷︸
1

∂α

∂y
+
∂w

∂σ︸︷︷︸
1

∂σ

∂y

)
−

− a1,1
(
∂w

∂α︸︷︷︸
1

∂2α

∂x∂x
+
∂w

∂σ︸︷︷︸
2

∂2σ

∂x∂x

)
− 2a1,2

(
∂w

∂α︸︷︷︸
1

∂2α

∂x∂y
+
∂w

∂σ︸︷︷︸
2

∂2σ

∂x∂y

)
− a2,2

(
∂w

∂α︸︷︷︸
1

∂2α

∂y∂y
+
∂w

∂σ︸︷︷︸
2

∂2σ

∂y∂y

)
,

(4.45)
або пiсля приведення подiбних

Ω∗
2 = f − a⋆w − c1

∂w

∂α
− c2

∂w

∂σ
, (4.46)

де коефiцiєнти c1, c2, якi передують похiдним функцiї w першого порядку, суть такi
c∗1 = S[ϕ2] = a1,1

∂2α

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2α

∂x∂y
+ a2,2

∂2α

∂y∂y
+ a1

∂α

∂x
+ a2

∂α

∂y
,

c∗2 = S[ψ2] = a1,1
∂2σ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2σ

∂x∂y
+ a2,2

∂2σ

∂y∂y
+ a1

∂σ

∂x
+ a2

∂σ

∂y
.

(4.47)

Додамо до наведеного алгоритму пояснення.

1. Якщо рiвняння (4.26), (4.27) є однорiдним, то воно залишиться таким i пiсля приве-
дення до канонiчного виду, те ж саме є вiрним i у вiдношеннi члена (похiдної) нульового
порядку: a⋆u → a⋆v або a⋆u → a⋆w (будь-яка замiна змiнних не може ≪прибрати≫ або
≪створити≫ цей член рiвняння); члени iз похiдними першого порядку можуть з’являтися
або зникати внаслiдок замiни незалежних змiнних.

2. Загальна теорiя приведення до канонiчного виду однозначно вказує, що пiсля пе-
ретворення незалежних змiнних коефiцiєнти похiдних другого порядку, в рiвняннi:

а) гiперболiчного типу (4.36) суть b1,1 = b2,2 = 0, b1,2 ̸= 0 (перший канонiчний вид)
або b1,1 + b2,2 = 0, b1,2=0 (другий канонiчний вид);

б ) параболiчного типу (4.36) суть b1,1=b1,2 = 0, b2,2 ̸=0, або b1,1 ̸=0, b1,2=b2,2=0 ;
в) элiптичного типу (4.43) суть c1,1 = c2,2 ̸= 0, c1,2 = 0 ,

проте, з метою перевiрки правильностi введення нових незалежних змiнних, бажано об-
числити всi коефiцiєнти похiдних другого порядку.

3. Коефiцiєнти перетворених рiвнянь (4.36) в ≪нових≫ змiнних (ξ, η) або рiвнянь (4.43)
в ≪нових≫ змiнних (α, σ), визначенi вiдповiдно формулами (4.37) або (4.44), суть функцiї
≪старих≫ змiнних (x, y), отже всюди, де можливо, необхiдно виконати вiдповiднi замiни
незалежних змiнних x = p1(ξ, η) ,

y = q1(ξ, η) ,
або

x = p2(α, σ) ,

y = p2(α, σ) ,
(4.48)

якi суть обернення ≪прямих≫ перетворень (4.34) або (4.41). Гладкi (неперервно дифе-
ренцiйованi) функцiї (4.48) iснують, як неявнi, оскiльки вiдповiднi ≪прямi≫ перетворен-
ня змiнних (4.34) або (4.41) задовольняють умову невиродженостi, подану як вiдмiннiсть
вiд нуля або нескiнченостi якобiанiв I або J , проте iснування неявних функцiй не означає
безумовного iснування їх явних подань (4.48).
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4.3 Приклади канонiчної замiни незалежних змiнних

Всi прикладi подiленi на змiстовнi частини, номери яких вiдповiдають крокам алго-
ритму з попереднього пiдроздiлу.

Приклад 4.1. Для диференцiального рiвняння

∂2u

∂x∂x
+ y

∂2u

∂y∂y
= 0 (4.49)

знайдемо областi, в яких рiвняння зберiгає тип, i в кожнiй такiй областi перетворимо
рiвняння до канонiчного виду.

1. Коефiцiєнти похiдних другого порядку, суть a1,1 = 1, a1,2 = 0, a2,2 = y; похiднi
першого порядку i функцiя u вiдсутнi, тому вiдповiднi коефiцiєнти тотожньо дорiвнюють
нулю: a1 = 0, a2 = 0, a⋆ = 0; f(x, y) ≡ 0, отже однородне рiвняння визначене на всiй
площинi.

2. За вiдомими коефiцiєнтами обчислимо дискримiнант D = a21,2 − a1,1a2,2 = −y. От-
же, на площинi змiнних (x, y) iснують двi областi, в яких рiвняння зберiгає тип: I) y < 0
(область гiперболiчностi, D > 0); II) y > 0 (область елиптичностi, D < 0). Хоча на пря-
мiй y = 0 дискримiнант D = 0, рiвняння не набуває параболiчного типу, оскiльки пряма
лiнiя на площинi не є областю. У такому разi говорять, що на прямiй лiнiї y = 0, яка
роздiляє областi елиптичностi та гiперболiчностi, рiвняння параболiчно вироджується.

3. Складемо рiвняння характеристик(
dy

dx

)2

+ y = 0 ⇒
(
dy

dx

)2

= −y . (4.50)

Далi алгоритм перетворення до канонiчного виду розгалужується.
I) Перейдемо до областi гiперболiчностi.
4. Розв’яжемо рiвняння характеристик (4.50) вiдносно похiдної у виглядi двох рiвнянь

першого порядку першого степеня (
dy

dx

)
∓
= ∓
√
−y .

5. Вiдокремимо змiннi в обох рiвняннях та знайдемо безпосереднiм iнтегруванням вiд-
повiднi 1-параметричнi сiмї розв’язкiв

dy√
−y

= ∓dx ⇒ ⇒ −2
√
−y = ∓x+ C∓ .

6. Перенесемо змiннi x, y до правих частин рiвнянь одержаних сiмей, уведемо новi
незалежнi змiннi  ξ = ϕ1(x, y) = 2

√
−y − x ,

η = ψ1(x, y) = 2
√
−y + x ,

(4.51)

та знайдемо похiднi першого та другого порядкiв змiнних ξ, η (4.51) за x, y
∂ξ

∂x
= −1 , ∂ξ

∂y
= − 1√

−y
,

∂2ξ

∂x∂x
= 0 ,

∂2ξ

∂x∂y
= 0 ,

∂2ξ

∂y∂y
=

1

2y
√
−y

,

∂η

∂x
= +1 ,

∂η

∂y
= − 1√

−y
,

∂2η

∂x∂x
= 0 ,

∂2η

∂x∂y
= 0 ,

∂2η

∂y∂y
=

1

2y
√
−y

.
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Перед тим, як переходити до обчислення коефiцiєнтiв перетвореного до нових неза-
лежних змiнних (4.51) рiвняння (4.49), складемо вираз якобiана (2.4) на с. 10 для пере-
творення (4.51)

J(x, y) =

∣∣∣∣∂(ϕ1, ψ1)

∂(x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1

∂x

∂ϕ1

∂y

∂ψ1

∂x

∂ψ1

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 − 1√

−y

+1 − 1√
−y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
2√
−y

. (4.52)

Якобiан (4.52) обертається в нескiнченiсть на прямiй y = 0, де лiнiї сiтки обох сiмей
суть дотичнi, проте ця лiнiя не знаходиться в областi гiперболiчностi, а є граничною.

Далi обчислимо коефiцiєнти (4.37) на с. 31 похiдних другого порядку функцiї v за ξ, η

b1,1 = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
= 0 ,

b1,2 = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= −2 ,

b2,2 = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
= 0 ,

та функцiю (4.38) на с. 32

Ψ2 = −a1,1
(
∂v

∂ξ

∂2ξ

∂x∂x︸ ︷︷ ︸
0

+
∂v

∂η

∂2η

∂x∂x︸ ︷︷ ︸
0

)
− 2 a1,2

(
∂v

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y︸ ︷︷ ︸
0

+
∂v

∂η

∂2η

∂x∂y︸ ︷︷ ︸
0

)
− a2,2

(
∂v

∂ξ

∂2ξ

∂y∂y︸ ︷︷ ︸
̸=0

+
∂v

∂η

∂2η

∂y∂y︸ ︷︷ ︸
̸=0

)
=

= − y

2y
√
−y

(
∂v

∂ξ
+
∂v

∂η

)
(4.51)
= − 2

ξ + η

(
∂v

∂ξ
+
∂v

∂η

)
,

звiдки одержимо перший канонiчний вид рiвняння (4.49) в областi гiперболiчностi

∂2v

∂ξ∂η
=

1

2

1

ξ + η

(
∂v

∂ξ
+
∂v

∂η

)
. (4.53)

II) Перейдемо до областi елiптичностi.
4. Розв’яжемо рiвняння характеристик (4.50), як квадратне вiдносно похiдної, у виглядi

двох рiвнянь першого порядку першого степеня з комплексно-спряженими правими части-
нами (

dy

dx

)
∓
= ∓i√ y .

5. Вiдокремимо змiннi в обох одержаних рiвняннях i знайдемо, внаслiдок iнтегрування,
вiдповiднi 1-параметричнi комплексно спряженi сiм’ї розв’язкiв

dy
√
y
= ∓i dx ⇒ ⇒ 2

√
y = ∓ix+ C∓ .

6. Введемо, ґрунтуючись на одержаних сiм’ях, новi комплекснi незалежнi змiннi ξ = ϕ1(x, y) = 2
√
y + ix ,

η = ψ1(x, y) = 2
√
y − ix ,

(4.54)
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пiсля чого, у вiдповiдностi до правила введення нових дiйсних незалежних змiнних (4.41),
покладемо 

α =
ξ + η

2
= 2
√
y = ϕ2(x, y) ,

σ =
ξ − η
2i

= x = ψ2(x, y) .

(4.55)

Перед тим, як переходити до обчислення коефiцiєнтiв перетвореного до нових неза-
лежних змiнних (4.55) рiвняння (4.49), складемо вираз якобiана (2.4) на с. 10 для пере-
творення (4.55)

J(x, y) =

∣∣∣∣∂(ϕ2, ψ2)

∂(x, y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ2

∂x

∂ϕ2

∂y

∂ψ2

∂x

∂ψ2

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

0
1
√
y

1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
1
√
y
. (4.56)

Якобiан (4.56) обертається в нескiнченiсть на прямiй y = 0, де уздовж α лiнiї сiтки
перетворення перестає бути диференцiйованим, проте ця лiнiя не знаходиться в областi
елiптичностi, а є граничною.

Далi знайдемо вирази для похiдних першого та другого порядку змiнних α, σ за x, y
∂α

∂x
= 0 ,

∂α

∂y
=

1
√
y

, ∂2α

∂x∂x
= 0 ,

∂2α

∂x∂y
= 0 ,

∂2α

∂y∂y
= − 1

2y
√
y

,

∂σ

∂x
= 1 ,

∂σ

∂y
= 0 ,

∂2σ

∂x∂x
= 0 ,

∂2σ

∂x∂y
= 0 ,

∂2σ

∂y∂y
= 0 ,

обчислимо коефiцiєнти (4.44) похiдних другого порядку функцiї w за змiнними α, σ

c1,1 = a1,1
∂α

∂x

∂α

∂x
+ a1,2

(
∂α

∂x

∂α

∂y
+
∂α

∂y

∂α

∂x

)
+ a2,2

∂α

∂y

∂α

∂y
= 1 ,

c1,2 = a1,1
∂α

∂x

∂σ

∂x
+ a1,2

(
∂α

∂x

∂σ

∂y
+
∂α

∂y

∂σ

∂x

)
+ a2,2

∂α

∂y

∂σ

∂y
= 0 ,

c2,2 = a1,1
∂σ

∂x

∂σ

∂x
+ a1,2

(
∂σ

∂x

∂σ

∂y
+
∂σ

∂y

∂σ

∂x

)
+ a2,2

∂σ

∂y

∂σ

∂y
= 1 ,

i функцiю (4.45)

Ω2 = −a1,1
(
∂w

∂α

∂2α

∂x∂x︸ ︷︷ ︸
0

+
∂w

∂σ

∂2σ

∂x∂x︸ ︷︷ ︸
0

)
− 2a1,2

(
∂w

∂α

∂2α

∂x∂y︸ ︷︷ ︸
0

+
∂w

∂σ

∂2σ

∂x∂y︸ ︷︷ ︸
0

)
− a2,2

(
∂w

∂α

∂2α

∂y∂y︸ ︷︷ ︸
̸=0

+
∂w

∂σ

∂2σ

∂y∂y︸ ︷︷ ︸
0

)
=

= −a2,2
∂w

∂α

∂2α

∂y2
= −y

(
−1

2
y−3/2

)
∂w

∂α
=

1

2

y

y
√
y

∂w

∂α
=

1

2
√
y

∂w

∂α

(4.55)
=

1

α

∂w

∂α
.

Остаточно матимемо канонiчний вид рiвняння (4.49) в областi елiптичностi

∂2w

∂α2
+
∂2w

∂σ2
=

1

α

∂w

∂α
. (4.57)
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Отже, рiвняння (4.49) має перший канонiчний вид (4.53) в областi гiперболiчностi
(y < 0) та канонiчний вид (4.57) в областi елiптичностi (y > 0), а на прямiй лiнiї y = 0
вiдбувається параболiчне виродження (див. задачу 5.13 на с. 47). N

Приклад 4.2. Для диференцiального рiвняння

∂2u

∂x∂x
− 2x

∂2u

∂x∂y
+ x2

∂2u

∂y∂y
− 2

∂u

∂y
= 0 (4.58)

знайдемо областi, в яких рiвняння зберiгає тип, i в кожнiй такiй областi перетворимо
рiвняння до канонiчного виду.

1. Коефiцiєнты рiвняння (4.58) суть a1,1=1, a1,2 = −x, a2,2 = x2, a1=0, a2= −2, a⋆= 0,
f(x, y) ≡ 0; отже рiвняння визначене на всiй площинi.

2. Вираз для дискримiнанта D(x, y) = a21,2−a1,1a2,2=x2−x2≡ 0 свiдчить про параболiч-
нiсть рiвняння у всiй його областi визначення. На прямiй x = 0 (на осi y) два з трьох
коефiцiєнтiв головної частини рiвняння обертаються в нуль, проте в жоднiй точцi площини
всi коефiцiєнти головної частини разом в нуль не обертаються.

3. Складемо рiвняння характеристик(
dy

dx

)2

+ 2x
dy

dx
+ x2 = 0 . (4.59)

4. Розв’яжемо рiвняння (4.59) вiдносно похiдної у виглядi одного рiвняння першого
порядку першого степеня (квадратне рiвняння z2 +2xz + x2 = 0 з параметром x має один
корiнь z1,2=−x кратностi два) (

dy

dx

)
∓
= −x . (4.60)

5. Вiдокремимо змiннi в останньому диференцiальному рiвняннi та знайдемо безпосе-
реднiм iнтегруванням 1-параметричну сiм’ю розв’язкiв

dy = −x dx ⇒ y = −x
2

2
+ C ⇒ x2 + 2y = C1 . (4.61)

6. 1-параметрична сiм’я розв’язкiв (4.61) рiвняння характеристик (4.60) дозволяє вве-
сти лише одну нову незалежну змiнну, наприклад ξ = ϕ(x, y), а iншу змiнну, вiдповiд-
но η=ψ(x, y), додамо руками так, щоб перетворення вiд (x, y) до (ξ, η) було невиродже-
ним. Геометрично це означає, що 1-параметричнi сiмї лiнiй ϕ(x, y) = C1 та ψ(x, y) = C2

мають перетинатися на всiй площинi, проте не дотикатися в жоднiй точцi площини.
Геометричне тлумачення невиродженостi перетворення (x, y)↔ (ξ, η) спрощує введен-

ня ≪руками≫ вiдповiдної функцiї ψ(x, y). Наприклад, перетворення ξ = ϕ1(x, y) = x2 + 2y ,

η = ψ1(x, y) = y ,
J(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
2x 2

0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2x , (4.62)

виявляється виродженим, оскiльки лiнiї ξ = const та η = const перетинаються на всiй
площинi, окрiм точок вiсi y, де лiнiї обох сiмей дотикаються. Навпаки, перетворення ξ = ϕ1(x, y) = x2 + 2y ,

η = ψ1(x, y) = x ,
J(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
2x 2

1 0

∣∣∣∣∣∣ = −2 ̸= 0 , (4.63)
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виявляється невиродженим, оскiльки лiнiї обох сiмей ξ=const та η=const перетинаються
на всiй площинi, проте нiде не дотикаються.

Отже, введемо новi незалежнi змiннi перетворенням (4.63) (див. задачу 5.14 на с. 47)
та знайдемо похiднi змiнних ξ, η за змiнними x, y першого та другого порядку

∂ξ

∂x
= 2x ,

∂ξ

∂y
= 2 ,

∂2ξ

∂x∂x
= 2 ,

∂2ξ

∂x∂y
= 0 ,

∂2ξ

∂y∂y
= 0 ,

∂η

∂x
= 1 ,

∂η

∂y
= 0 ,

∂2η

∂x∂x
= 0 ,

∂2η

∂x∂y
= 0 ,

∂2η

∂y∂y
= 0 .

Далi обчислимо коефiцiєнти (4.40) похiдних другого порядку функцiї v за ξ, η

b1,1 = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
= 4x2 − 2x 4x+ 4x2 = 0 ,

b1,2 = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 2x− 2x = 0 ,

b2,2 = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂x

∂η

∂y

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
= 1 ,

коефiцiєнти (4.40) похiдних першого порядку функцiї v за ξ, η
b1 = a1,1

∂2ξ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ξ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ξ

∂y∂y
+ a1

∂ξ

∂x
+ a2

∂ξ

∂y
= −1 · 2− 2 · 2 = −2 ,

b2 = a1,1
∂2η

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2η

∂x∂y
+ a2,2

∂2η

∂y∂y
+ a1

∂η

∂x
+ a2

∂η

∂y
= −2 · 0 = 0 ,

та функцiю (4.39)

Ψ2 = −b1
∂v

∂ξ
− b2

∂v

∂η
= 2

∂v

∂ξ
.

Отже, можемо остаточно записати канонiчний вид рiвняння (4.58)

∂2v

∂η2
= 2

∂v

∂ξ
. (4.64)

Яке рiвняння нагадує одержане рiвняння (4.64)? В якому видi належить подати рiв-
няння (4.64), щоб це стало очевидним? N

Приклад 4.3. Для диференцiального рiвняння

x2
∂2u

∂x∂x
− y2 ∂2u

∂y∂y
− 2y

∂u

∂y
= 0 (4.65)

знайдемо областi, в яких рiвняння зберiгає тип, i в кожнiй такiй областi перетворимо
рiвняння до канонiчного виду.

1. Коефiцiєнти рiвняння (4.65) суть a1,1=x
2, a1,2=0, a2,2=−y2, a1=0, a2=−2y, a⋆= 0,

f(x, y) ≡ 0; отже рiвняння визначене на всiй площинi.
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2. Вираз для дискримiнанта D = a21,2 − a1,1a2,2 = x2y2 > 0 вказує на гiперболiчний тип
рiвняння на всiй площинi, окрiм прямих лiний x = 0 та y = 0 (тобто в чотирьох квадрантах,
або чвертях, площини). На вказаних прямих лiнiях рiвняння параболiчно вироджується.

3. Складемо рiвняння характеристик (пояснiть, чому дiлення на x можливе)

x2
(
dy

dx

)2

− y2 = 0 ⇒
(
dy

dx

)2

=

(
y

x

)2

. (4.66)

4. Розв’яжемо рiвняння характеристик (4.66) вiдносно похiдної у виглядi двох рiвнянь
першого порядку першого степеня (

dy

dx

)
∓
= ∓y

x
.

5. Вiдокремимо змiннi в обох останнiх рiвняннях i проiнтегруємо

dy

y
= ∓dx

x
⇒ ln |y| ± ln |x| = ln |C∓| ⇒


xy = C− ,

y

x
= C+ .

(4.67)

6. За знайденими двома 1-параметричними сiм’ями розв’язкiв (4.67) уведемо новi неза-
лежнi характеристичнi змiннi ξ, η 

ξ = ϕ1(x, y) = xy ,

η = ψ1(x, y) =
y

x
,

(4.68)

i знайдемо похiднi першого та другого порядку змiнних ξ, η за змiнними x, y
∂ξ

∂x
= y ,

∂ξ

∂y
= x ,

∂2ξ

∂x∂x
= 0 ,

∂2ξ

∂x∂y
= 1 ,

∂2ξ

∂y∂y
= 0 ,

∂η

∂x
= − y

x2
,

∂η

∂y
=

1

x
,

∂2η

∂x∂x
= 2

y

x3
,

∂2η

∂x∂y
= − 1

x2
,

∂2η

∂y∂y
= 0 .

Далi обчислимо коефiцiєнти (4.40) похiдних другого порядку функцiї v за ξ, η,

b1,1 = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
= x2y2 − y2x2 = 0 ,

b ∗1,2 = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= −x2 y

2

x4
− y2 1

x2
= −2y2,

b2,2 = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
= x2

y2

x2
− y2 = 0 ,

коефiцiєнти (4.40), якi передують першим похiдним функцiї v,
b∗1 = a1,1

∂2ξ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ξ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ξ

∂y∂y
+ a1

∂ξ

∂x
+ a2

∂ξ

∂y
= −2xy ,

b2 = a1,1
∂2η

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2η

∂x∂y
+ a2,2

∂2η

∂y∂y
+ a1

∂η

∂x
+ a2

∂η

∂y
= 2x2

y

x3
− y2 0− 2y

1

x
= 0 ,
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i функцiю (4.39)

Ψ∗
2 = −b1

∂v

∂ξ
− b2

∂v

∂η
= 2xy

∂v

∂ξ
.

Нарештi запишемо рiвняння (4.65) в змiнних ξ, η (частково, оскiльки коефiцiєнти
ще поданi як функцiї (x, y))

2 (−2y2) ∂2v

∂ξ∂η
= 2xy

∂v

∂ξ
,

виконаємо очевиднi скорочення в лiвiй та правiй частинах

∂2v

∂ξ∂η
= −1

2

x

y

∂v

∂ξ

та виразимо вiдношення змiнних x и y через змiнну η (4.68)

∂2v

∂ξ∂η
= − 1

2η

∂v

∂ξ
, (4.69)

на чому знаходження першого канонiчного виду рiвняння (4.65) завершено (див. зада-
чу 5.15 на с. 47). N

Приклад 4.4. Для рiвняння

x2
∂2u

∂x∂x
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y∂y
+
∂u

∂x
− ∂u

∂y
= 0 (4.70)

знайдемо областi, в яких рiвняння зберiгає тип, i в кожнiй такiй областi перетворимо
рiвняння до канонiчного виду.

1. Коефiцiєнти рiвняння (4.70) суть a1,1=x
2, a1,2 = xy, a2,2 = y2, a1=1, a2= −1, a⋆= 0,

f(x, y) ≡ 0; отже рiвняння визначене на всiй площинi.
2. Вираз для дискримiнанта D(x, y) = a21,2−a1,1a2,2=x2y2−x2y2≡ 0 свiдчить про пара-

болiчнiсть рiвняння у всiй його областi визначення, проте необхiднi деякi пояснення. Так,
на прямих x=0 (на вiсi y) та y=0 (на вiсi x) два з трьох коефiцiєнтiв головної частини
рiвняння обертаються в нуль, проте рiвняння зберiгає свiй тип. Однак на перетинi цiх
прямих (в точцi (0, 0)) рiвняння вироджується, оскiльки всi коефiцiєнти головної частини
рiвняння разом обертаються в нуль.

3. Складемо рiвняння характеристик

x2
(
dy

dx

)2

− 2xy
dy

dx
+ y2 = 0 ,

або, пiсля дiлення на x2, у такому поданнi(
dy

dx

)2

− 2

(
y

x

)(
dy

dx

)
+

(
y

x

)2

= 0 . (4.71)

4. Розв’яжемо рiвняння (4.71) вiдносно похiдної у виглядi одного рiвняння першого
порядку першого степеня (квадратне рiвняння z2 − 2pz + p2 = 0 з параметром p має один
корiнь z1,2=p кратностi два) (

dy

dx

)
∓
=
y

x
. (4.72)

40



5. Вiдокремимо змiннi в (4.72) та знайдемо безпосереднiм iнтегруванням 1-параметричну
сiм’ю розв’язкiв рiвняння характеристик

dy

y
=

dx

x
⇒ d ln |y| = d ln |x|+ d ln |C| ⇒ y = C1x , C1 ∈ (−∞,+∞) . (4.73)

6. 1-параметрична сiм’я розв’язкiв (4.73) рiвняння характеристик (4.71) дозволяє вве-
сти лише одну нову незалежну змiнну, наприклад ξ = ϕ(x, y) =

y

x
(зазначимо, що це не

єдиний спосiб уведення функцiї ϕ(x, y), див. далi), а iншу змiнну, вiдповiдно η = ψ(x, y),
маємо додати руками так, щоб перетворення вiд (x, y) до (ξ, η) було невиродженим.

Розглянемо пряме канонiчне перетворення
ξ = ϕ1(x, y) =

y

x
,

η = ψ1(x, y) = x ,
J(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
− y

x2
1

x

1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −
1

x
, (4.74)

та його обернене x = p1(ξ, η) = η ,

y = q1(ξ, η) = ξη ,
I(ξ, η) =

∣∣∣∣∣∣
0 1

η ξ

∣∣∣∣∣∣ = −η , (4.75)

якi суть виродженi на прямiй x = 0, оскiльки лiнiя η = 0 (її прообразом є пряма x= 0)
спiвпадає з граничними лiнiями ξ = ∓∞ (їх прообразами також є пряма x = 0). Якщо
перетворене за (4.74) рiвняння (4.70) розглядати зовнi образа прямої x = 0, перетворен-
ня (4.74) є допустимим.

Розглянемо пряме канонiчне перетворення
ξ = ϕ1(x, y) =

y

x
,

η = ψ1(x, y) = y ,
J(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
− y

x2
1

x

0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −
y

x2
, (4.76)

та його обернене 
x = p1(ξ, η) =

η

ξ
,

y = q1(ξ, η) = η ,

I(ξ, η) =

∣∣∣∣∣∣∣
− η

ξ2
1

ξ

0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −
1

ξ
, (4.77)

якi також суть виродженi, оскiльки лiнiя η = 0 (її прообразом є пряма y = 0) спiвпадає
з лiнiєю ξ = 0 (її прообразами також є пряма y = 0), крiм того лiнiї ξ = ∓∞ мають
однаковий пробраз x = 0. обох сiмей ξ=const та η=const перетинаються на всiй площинi,
проте нiде не дотикаються. Якщо перетворене за (4.76) рiвняння (4.70) розглядати зовнi
образiв прямих x = 0, y = 0, перетворення (4.76) є допустимим.

Якщо ж 1-параметричну сiм’ю розв’язкiв (4.73) рiвняння характеристик подати в iн-
ший спосiб

x = C2y , C2 ∈ (−∞,+∞) , (4.78)

тодi можливi: 1) такий аналог прямого канонiчного перетворення (4.74)
ξ = ϕ1(x, y) =

x

y
,

η = ψ1(x, y) = x ,

J(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
1

y
− x

y2

1 0

∣∣∣∣∣∣∣ = +
x

y2
, (4.79)
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та його оберненого
x = p1(ξ, η) = η ,

y = q1(ξ, η) =
η

ξ
,

I(ξ, η) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1

− η

ξ2
1

ξ

∣∣∣∣∣∣∣ = +
η

ξ2
, (4.80)

та 2) такий аналог прямого канонiчного перетворення (4.76)
ξ = ϕ1(x, y) =

x

y
,

η = ψ1(x, y) = y ,

J(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
1

y
− x

y2

0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = +
1

y
. (4.81)

та його оберненого x = p1(ξ, η) = ξη ,

y = q1(ξ, η) = η ,
I(ξ, η) =

∣∣∣∣∣∣
η ξ

0 1

∣∣∣∣∣∣ = +η . (4.82)

Канонiчнi перетворення (4.79), (4.81) усувають вади перетворень (4.74), (4.76), проте
≪вiдзеркаленням≫ останнiх уводять новi.

Виникає запитання щодо можливостi уведення канонiчного перетворення, яке є неви-
родженим на всiй площинi. Вiдповiдь на це запитання є стверджувальною. Насправдi,
розглянемо канонiчне перетворення

ξ = ϕ1(x, y) =
y

x
,

η = ψ1(x, y) = x2,
J(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
− y

x2
1

x

2x 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −2 , (4.83)

та його обернене

x = p1(ξ, η) = ∓
√
η ,

y = q1(ξ, η) = ∓
√
η ξ ,

I(ξ, η) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 ∓ 1

2
√
η

∓
√
η ∓ ξ

2
√
η

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

2
, (4.84)

визначник якого нiде не обертається в нуль, бiльше того, вiн є сталою величиною (див. за-
дачу 5.16 на с. 47).

Для того, щоб порiвняти уведенi канонiчнi перетворення, перетворимо рiвняння (4.70)
за деякими з них (див. також задачу 5.16 на с. 47). Спочатку знайдемо похiднi змiн-
них ξ, η (4.74) за змiнними x, y першого та другого порядку

∂ξ

∂x
= − y

x2
,

∂ξ

∂y
=

1

x
,

∂2ξ

∂x∂x
= +

2y

x3
,

∂2ξ

∂x∂y
= − 1

x2
,

∂2ξ

∂y∂y
= 0 ,

∂η

∂x
= 1 ,

∂η

∂y
= 0 ,

∂2η

∂x∂x
= 0 ,

∂2η

∂x∂y
= 0 ,

∂2η

∂y∂y
= 0 .
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за якими обчислимо коефiцiєнти (4.40) похiдних другого порядку функцiї v за ξ, η

b1,1 = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
= 0 ,

b1,2 = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 0 ,

b ∗2,2 = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
= x2,

та коефiцiєнти (4.40) перших похiдних функцiї v за ξ, η
b∗1 = a1,1

∂2ξ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ξ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ξ

∂y∂y
+ a1

∂ξ

∂x
+ a2

∂ξ

∂y
= −x+ y

x2
,

b2 = a1,1
∂2η

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2η

∂x∂y
+ a2,2

∂2η

∂y∂y
+ a1

∂η

∂x
+ a2

∂η

∂y
= 1 .

Отже, можемо записати канонiчний вид рiвняння (4.70) (не в остаточному поданнi)

x2
∂2v

∂η2
− x+ y

x2
∂v

∂ξ
+
∂v

∂η
= 0 .

Остаточний канонiчний вид рiвняння одержимо пiсля запису коефiцiєнтiв в канонiч-
них змiнних

η2
∂2v

∂η2
− 1 + ξ

η

∂v

∂ξ
+
∂v

∂η
= 0 . (4.85)

Далi знайдемо похiднi змiнних ξ, η (4.76) за x, y першого та другого порядку
∂ξ

∂x
= − y

x2
,

∂ξ

∂y
=

1

x
,

∂2ξ

∂x∂x
= +

2y

x3
,

∂2ξ

∂x∂y
= − 1

x2
,

∂2ξ

∂y∂y
= 0 ,

∂η

∂x
= 0 ,

∂η

∂y
= 1 ,

∂2η

∂x∂x
= 0 ,

∂2η

∂x∂y
= 0 ,

∂2η

∂y∂y
= 0 ,

за якими обчислимо коефiцiєнти (4.37) похiдних другого порядку функцiї v за ξ, η

b1,1 = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
= 0 ,

b1,2 = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 0 ,

b ∗2,2 = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
= y2,

та коефiцiєнти (4.40) перших похiдних функцiї v за ξ, η
b∗1 = a1,1

∂2ξ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ξ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ξ

∂y∂y
+ a1

∂ξ

∂x
+ a2

∂ξ

∂y
= −x+ y

x2
,

b2 = a1,1
∂2η

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2η

∂x∂y
+ a2,2

∂2η

∂y∂y
+ a1

∂η

∂x
+ a2

∂η

∂y
= −1 .
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Отже, можемо записати канонiчний вид рiвняння (4.70) (не в остаточному поданнi)

y2
∂2v

∂η2
− x+ y

x2
∂v

∂ξ
− ∂v

∂η
= 0 .

Остаточний канонiчний вид рiвняння одержимо пiсля запису коефiцiєнтiв в канонiч-
них змiнних

η2
∂2v

∂η2
− (1 + ξ) ξ2

η

∂v

∂ξ
− ∂v

∂η
= 0 . (4.86)

Нарештi знайдемо похiднi змiнних ξ, η (4.83) за x, y першого та другого порядку
∂ξ

∂x
= − y

x2
,

∂ξ

∂y
=

1

x
,

∂2ξ

∂x∂x
= +

2y

x3
,

∂2ξ

∂x∂y
= − 1

x2
,

∂2ξ

∂y∂y
= 0 ,

∂η

∂x
= 2x ,

∂η

∂y
= 0 ,

∂2η

∂x∂x
= 2 ,

∂2η

∂x∂y
= 0 ,

∂2η

∂y∂y
= 0 ,

за якими обчислимо коефiцiєнти (4.37) похiдних другого порядку функцiї v за ξ, η

b1,1 = a1,1
∂ξ

∂x

∂ξ

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+
∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂ξ

∂y
= 0 ,

b1,2 = a1,1
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= 0 ,

b ∗2,2 = a1,1
∂η

∂x

∂η

∂x
+ a1,2

(
∂η

∂x

∂η

∂y
+
∂η

∂y

∂η

∂x

)
+ a2,2

∂η

∂y

∂η

∂y
= 4x4,

та коефiцiєнти (4.40) перших похiдних функцiї v за ξ, η
b∗1 = a1,1

∂2ξ

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2ξ

∂x∂y
+ a2,2

∂2ξ

∂y∂y
+ a1

∂ξ

∂x
+ a2

∂ξ

∂y
= −x+ y

x2
,

b∗2 = a1,1
∂2η

∂x∂x
+ 2a1,2

∂2η

∂x∂y
+ a2,2

∂2η

∂y∂y
+ a1

∂η

∂x
+ a2

∂η

∂y
= 2x (1 + x) .

Отже, можемо записати канонiчний вид рiвняння (4.70) (не в остаточному поданнi)

4x4
∂2v

∂η2
− x+ y

x2
∂v

∂ξ
+ 2x (1 + x)

∂v

∂η
= 0 .

Остаточний канонiчний вид рiвняння одержимо пiсля запису коефiцiєнтiв в канонiч-
них змiнних

4η2
∂2v

∂η2
∓ (1 + ξ)√

η

∂v

∂ξ
∓ 1 + ξ√

η

∂v

∂η
= 0 . (4.87)

Яке рiвняння нагадує одержане рiвняння (4.87)? В якому видi належить подати рiв-
няння (4.86), щоб це стало очевидним? N
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5 Задачi для самостiйної работи

Задача 5.1. Для полярних координат (r, φ) з прикладу 2.1 на с. 11 побудуйте r-
та φ-лiнiї на площинi xy, а також x- та y-лiнiї на площинi rφ (образи вiдповiдних коорди-
натних сiток в площинах rφ та xy). Вкажiть в площинах xy та rφ множини точок, в яких
якобiани J(x, y) та I(r, φ) обертаються в нуль або нескiнченiсть. Пояснiть це, а також
властивiсть (2.7) на с. 11 с геометричної точки зору. N

Задача 5.2. Для бiполярних координат (ρ, θ) з прикладу 2.2 на с. 14 вкажiть областi
на площинi ρθ, якi взаємно однозначно вiдображаються на вiдповiднi областi площини xy.
Доведiть, що координата θ потерпає розрив величини 2π зовнi вiдрiзку [−a,+a] осi Ox .

Задача 5.3. Для бiполярних координат (ρ, θ) з прикладу 2.2 на с. 14 довiдiть, що
лiнiї ρ = const та θ = const мають вiдповiдно рiвняння

(x− a cth ρ)2 + y2 =

(
a

sh ρ

)2

,

x2 +
(
y − a |ctg θ|

)2
=

(
a

sin θ

)2

,

а також дайте геометричне тлумачення вказаним лiнiям, при цьому вiзьмiть до уваги
множину значень бiполярних координат.

Задача 5.4. Для бiполярних координат (ρ, θ) з прикладу 2.2 на с. 14 виведiть формули
перетворення до полярних координат (r, φ) i обернених до них.

Задача 5.5. Для заданих функций
x = p1(ξ, η) = ξ η ,

y = q1(ξ, η) =
η

ξ
,

1) визначте областi на площинi ξη, якi взаємно однозначно вiдображаються на вiдповiднi
областi площини xy; 2) знайдiть для таких областей оберненi вiдображення; 3) для прямих
та обернених вiдображень побудуйте координатнi сiтки в площинах xy та ξη; 4) знайдiть
образ прямокутника (x, y) ∈ (a1, a2)× (b1, b2), 0 < a1 < a2 < +∞ , 0 < b1 < b2 < +∞ . N

Задача 5.6. Для заданих функцийx = p1(ξ, η) = ξ + η ,

y = q1(ξ, η) = (η + η)2 ,

з’ясуйте, чи iснують областi на площинi ξη, якi взаємно однозначно вiдображаються на вiд-
повiднi областi площини xy .

Задача 5.7. Перетворiть рiвняння Лапласа в декартових змiнних (3.10) на с. 19 на таке

∆(ρ,θ)v(ρ, θ) =

(
ch ρ+ cos θ

a

)2(
∂2v

∂ρ2
+
∂2v

∂θ2

)
= 0
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в бiполярних змiнних (ρ, θ) з прикладу 2.2 на с. 14. N

Задача 5.8. Перетворiть рiвняння Лапласа в декартових змiнних (3.10) на с. 19 на таке
в змiнних (ξ, η) iз задачi 5.5. N

Задача 5.9. Перетворiть рiвняння Лапласа в полярних змiнних (3.15) на с. 20 до ка-
нонiчного виду. N

Задача 5.10. Для лiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку (4.26), (4.27)
на с. 30 iз змiнними коефiцiєнтами:

1)
∂2u

∂x∂x
− 4

∂2u

∂x∂y
+ x

∂2u

∂y∂y
+ 5

∂u

∂x
+ 3

∂u

∂y
+ 2u = 0 ;

2) x2
∂2u

∂x∂x
+ 6x

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂2u

∂y∂y
+ 2

∂u

∂x
+ 5

∂u

∂y
+ 3u = 0 ;

3) x
∂2u

∂x∂x
+ y

∂2u

∂y∂y
+ 2

∂u

∂x
+ 5

∂u

∂x
− 3

∂u

∂y
+ 6u = 0 ;

4) x2
∂2u

∂x∂x
− 8xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y∂y
+ 6

∂u

∂x
− 8

∂u

∂y
+ 2u = 0 ;

5) sign y
∂2u

∂x∂x
+ 2

∂2u

∂x∂y
+ sign x

∂2u

∂y∂y
+ 3

∂u

∂x
− 5

∂u

∂y
+ 7u = 0 ;

6)
∂2u

∂x∂x
− 2 cosx

∂2u

∂x∂y
+ (4− sin2x)

∂2u

∂y∂y
+ 2

∂u

∂x
− 9

∂u

∂y
+ 3 u = 0 ;

7)
∂2u

∂x∂x
− 2x

√
y
∂2u

∂x∂y
− x2y ∂2u

∂y∂y
+ x

∂2u

∂y∂y
− y ∂u

∂y
= 0 ;

8)
1

y2
∂2u

∂x∂x
+ 2

x

y

∂2u

∂x∂y
+ x2

∂2u

∂y∂y
+
∂u

∂x
− ∂u

∂y
= 0 ;

9) sin2x
∂2u

∂x∂x
− 2 sin x

∂2u

∂x∂y
+

∂2u

∂y∂y
− 3

∂u

∂x
+ 2

∂u

∂y
− 5u = 0 ;

10) −sin2y ∂2u

∂x∂x
+ 2 cos y

∂2u

∂x∂y
+

∂2u

∂y∂y
+ 4

∂u

∂x
− 3

∂u

∂y
+ 2u = 0 ;

11) x
∂2u

∂x∂x
+ y

∂2u

∂y∂y
+ 2y2

∂u

∂x
− 3x

∂u

∂y
+ 6u = 0 ;

12) cos2y
∂2u

∂x∂x
− 2 cos y

∂2u

∂x∂y
+

∂2u

∂y∂y
+
∂u

∂x
− ∂u

∂y
− 3u = 0 ;

13)
∂2u

∂x∂x
+ y

∂2u

∂x∂y
− xy2 ∂

2u

∂y∂y
− 3y

∂u

∂x
+ 4xy

∂u

∂y
− 5u = 0 ;
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14) y
∂2u

∂x∂x
− 2y

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y∂y
− 7

∂u

∂x
+ 3

∂u

∂y
+ 3u = 0 ;

15)
∂2u

∂x∂x
+ 2x

∂2u

∂x∂y
+ (x2 − y2) ∂2u

∂y∂y
− 2

∂u

∂x
− x ∂u

∂y
+ 3u = 0 ;

16) cos x
∂2u

∂x∂x
+ 2 sinx

∂2u

∂x∂y
− cosx

∂2u

∂y∂y
− ∂u

∂x
− 2

∂u

∂y
− 3u = 0 ;

17) −x
4

∂2u

∂x∂x
− 2y

∂2u

∂x∂y
+
y2

x

∂2u

∂y∂y
− 7

∂u

∂x
− ∂u

∂y
+ 2u = 0 ;

знайдiть областi, в яких рiвняння зберiгає тип, i перетворить рiвняння до канонiчного
виду в кожнiй такий областi. N

Задача 5.11. Лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку (4.26), (4.27) на с. 30
iз сталими коефiцiєнтами гiперболiчного типу перетворено до першого канонiчного виду
в нових незалежних змiнних ξ = y + x, η = y − x. Знайдiть коефiцiєнти a1,2 и b1,2 . Якими
є коефiцiєнти a1,1, a2,2 ? N

Задача 5.12. Лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку (4.26), (4.27) на с. 30
iз сталими коефiцiєнтами елiптичного типу перетворено до канонiчного виду в нових неза-
лежних змiнних α = y − x, σ = x. Якими є знаки коефiцiєнта a1,1 та добутку a1,1 a2,2?
Подайте дискрiмiнант D через один iз коефiцiєнтiв рiвняння. N

Задача 5.13. Для лiнiйного диференцiального рiвняння (4.49) другого порядку з при-
кладу 4.1 на с. 34 знайдiть другий канонiчний вид в областi гiперболiчностi. N

Задача 5.14. Запропонуйте декiлька 1-параметричних сiмей функцiй ψ(x, y) = C2,
якi доповнюють 1-параметричнi сiм’ю ϕ(x, y) = C1 (4.61) в прикладi 4.2 на с. 37 до неви-
родженого перетворення незалежних змiнних ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), при перетвореннi
лiнiйного диференцiального рiвняння параболiчного типу (4.58) другого порядку до ка-
нонiчного виду, та знайдiть вiдповiднi канонiчнi види. N

Задача 5.15. Для лiнiйного диференцiального рiвняння (4.65) другого порядку з при-
кладу 4.3 на с. 38 знайдiть другий канонiчний вид в областях гiперболiчностi. N

Задача 5.16. Надайте пояснення щодо того, в який спосiб канонiчне перетворен-
ня (4.83) для лiнiйного диференцiального рiвняння (4.70) параболiчного типу з прикла-
ду 4.4 на с. 40 усуває виродженiсть канонiчного перетворення (4.74), вiд якого деякою
мiрою ≪походить≫. Побудуйте лiнiї рiвних значень незалежних змiнних (x, y) на пло-
щинi (ξ, η) i змiнних (ξ, η) на площинi (x, y) (координатнi сiтки). Запропонуйте iншi неви-
родженi канонiчнi перетворення для рiвняння (4.70). Запишiть вiдповiднi канонiчнi види
рiвняння (4.70). Запишiть також вiдповiднi канонiчнi види рiвняння (4.70) для перетво-
рень (4.79), (4.81). N
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