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Ðîçäië 1

Êîìïëåêñíà ïëîùèíà

1.1 Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Äîáðå âiäîìî, ùî iñíóþòü êâàäðàòíi ðiâíÿííÿ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè,
ÿêi íå ìàþòü äiéñíèõ êîðåíiâ. Íàïðèêëàä, òàêèì ¹ ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0. Öåé
ôàêò áóâ îäíèì ç ãîëîâíèõ ñïîíóêàëüíèõ ìîòèâiâ ñòâîðåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë. Ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî â ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë áóäü-ÿêèé àëãåáðà¨÷íèé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n ìà¹ ðiâíî n êîðåíiâ ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé. Ðàçîì
ç òèì êîìïëåêñíi ÷èñëà âèÿâèëèñÿ êîðèñíèìè i â áàãàòüîõ iíøèõ ïèòàííÿõ
ìàòåìàòèêè. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ôóíêöiþ f(x) = (1 +x2)−1. �¨ ðîçâèíåí-
íÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi íóëÿ ìà¹ âèãëÿä f(x) = 1−x2 +x4−x6 + ... Öåé ðÿä
çáiãà¹òüñÿ â iíòåðâàëi (−1, 1) i íå ¹ çáiæíèì çà éîãî ìåæàìè. Ïðè÷èíó öüîãî
ÿâèùà íåìîæëèâî çðîçóìiòè íå âèõîäÿ÷è çà ìåæi äiéñíèõ ÷èñåë. Àäæå ãðà-
íè÷íi òî÷êè ±1 öüîãî iíòåðâàëó íå ¹ îñîáëèâèìè äëÿ ôóíêöi¨ f(x) íà äiéñíié
îñi. I òiëüêè â ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ôàêò ðîçáiæíîñòi äàíîãî ðÿäó çà
ìåæàìè iíòåðâàëó (−1, 1) îòðèìàâ ïðîñòå ãåîìåòðè÷íå ïîÿñíåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1 Êîìïëåêñíèì ÷èñëîì z = (x, y) íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíà
ïàðà äiéñíèõ ÷èñåë. Ïåðøå ÷èñëî ïàðè x íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà
z i ïîçíà÷à¹òüñÿ Re z. Äðóãå ÷èñëî ïàðè y íàçèâàþòü óÿâíîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà
z i ïîçíà÷àþòü Im z.

Äâà ÷èñëà z1 = (x1, y1) i z2 = (x2, y2) íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè ÿêùî x1 = x2 i
y1 = y2.

Íà ìíîæèíi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ââîäÿòüñÿ äâi îïåðàöi¨: äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

1) (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2);
2) (x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).
Äîâiëüíå ÷èñëî âèäó (x, 0) áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ÷èñëîì x. Òîäi R ⊂ C.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C ¹ ðîçøèðåííÿì ìíîæèíè R
äiéñíèõ ÷èñåë. ×èñëî (0, 0) íàçèâàþòü íóëåì â ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
×èñëà âèäó (0, y) íàçèâàþòü ñóòî óÿâíèìè. Ñåðåä íèõ íàéâàæëèâiøèì ¹ ÷èñëî
(0, 1), ÿêå íàçèâàþòü óÿâíîþ îäèíèöåþ i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì i. Ç îçíà÷åííÿ
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ îäðàçó âèïëèâà¹ ðiâíiñòü i2 = −1. Îòæå, óÿâíà îäèíèöÿ ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿê i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷è-
ñåë óòâîðþ¹ ïîëå. Ó öüîìó ñåíñi îïåðàöi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè ìàþòü
óñi çâè÷íi âëàñòèâîñòi, ùî ïðèòàìàííi äiéñíèì ÷èñëàì.
Àëãåáðà¨÷íà ôîðìà çàïèñó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âðàõîâóþ÷è îçíà-

÷åííÿ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ áóäü-ÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî z = (x, y) ìîæå áóòè
ïîäàíî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = x+ (y, 0) · (0, 1) = x+ yi.

Òàêà ôîðìà z = x+yi çàïèñó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ.
Îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ. Âêàçàíi îïåðàöi¨ ââîäÿòüñÿ ÿê îáåð-

íåíi äî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ âiäïîâiäíî. Òîáòî, ðiçíèöåþ z1 − z2
äâîõ ÷èñåë z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 íàçèâà¹òüñÿ òàêå êîìïëåêñíå ÷èñëî
z = x + iy, ùî z + z2 = z1. Î÷åâèäíî, ùî òàêå ÷èñëî iñíó¹ i ¹äèíå, à ñà-
ìå, z = (x1 − x2) + i(y1 − y2). Àíàëîãi÷íî, ÷àñòêîþ

z1
z2
÷èñåë z1 = x1 + iy1

i z2 = x2 + iy2, z2 6= 0, íàçèâà¹òüñÿ òàêå êîìïëåêñíå ÷èñëî z = x + iy, ùî
z · z2 = z1. Çà îçíà÷åííÿì ðiâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë öå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî z
ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi äâîõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè x i y. Ðîçâ'ÿçàâøè öþ
ñèñòåìó ðiâíÿíü, îòðèìà¹ìî

z1

z2
=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2

=
(x1 + iy1)(x2 − iy2)

x2
2 + y2

2

. (1.1.1)

Îçíà÷åííÿ 1.1.2 Ñïðÿæåíèì äî ÷èñëà z = x + iy íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
z̄ = x− iy. ßñíî, ùî zz̄ = x2 + y2.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ i ðiâíîñòi (1.1.1) âèïëèâà¹ íàñòóïíèé àëãîðèòì.
Àëãîðèòì äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ùîá ïîäiëèòè îäíå êîìïëå-

êñíå ÷èñëî íà iíøå òðåáà çíàìåííèê i ÷èñåëüíèõ äðîáó z1
z2
äîìíîæèòè íà ÷èñëî

ñïðÿæåíå äî çíàìåííèêà.
Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ãàóññ çàïðîïîíóâàâ

äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî z = x + iy çîáðàæóâàòè òî÷êîþ ïëîùèíè (x, y)
àáî âåêòîðîì ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi (0, 0) i êiíöåì ó òî÷öi (x, y). Íàäàëi ìè
áóäåìî îòîòîæíþâàòè êîìïëåêñíå ÷èñëî z = x + iy i òî÷êó ïëîùèíè (x, y),
ùî ¨¨ çîáðàæó¹, à ñàìó ïëîùèíó áóäåìî íàçèâàòè êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ i
ïîçíà÷àòè òèì æå ñèìâîëîì C, ùî i ñàìó ìíîæèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3 Ìîäóëåì r = |z| êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy íàçèâà¹-
òüñÿ äîâæèíà âåêòîðà, ùî çîáðàæó¹ ÷èñëî z. Àðãóìåíòîì ϕ = Argz êîìïëå-
êñíîãî ÷èñëà z íàçèâà¹òüñÿ êóò, ùî óòâîðþ¹ âåêòîð, ÿêèé çîáðàæó¹ ÷èñëî z
ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì îñi Ox. Î÷åâèäíî, ùî

r = |z| =
√
x2 + y2, x = r cosϕ, y = r sinϕ. (1.1.2)

.
Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà çàïèñó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çà äîïîìîãîþ

äâîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé (1.1.2) äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî z = x + iy ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

z = r(cosϕ+ i sinϕ). (1.1.3)
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Òàêà ôîðìà çàïèñó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçèâà¹òüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íîþ.
Çàóâàæåííÿ 1. Ìîäóëü |z| çàäàíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z âèçíà÷à¹òüñÿ

îäíîçíà÷íî, òîäi ÿê éîãî àðãóìåíò Argz− ëèøå ç òî÷íiñòüþ äî 2kπ, k ∈ Z.
Òàêèì ÷èíîì, Argz ¹ ìíîæèíîþ. ×àñòî ç öi¹¨ ìíîæèíè âèäiëÿþòü ÿêå-íåáóäü
çíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, ãîëîâíèì çíà÷åííÿì àðãóìåíòó Argz ââàæàþòü òàêå
çíà÷åííÿ argz, ùî −π < argz ≤ π. Òîäi Argz = argz + 2kπ, k ∈ Z.
Çàóâàæåííÿ 2. Ïîðiâíþþ÷è îçíà÷åííÿ ñóìè (ðiçíèöi) êîìïëåêñíèõ ÷è-

ñåë ç îçíà÷åííÿìè âiäïîâiäíèõ îïåðàöié äëÿ âåêòîðiâ, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
ñóìi (ðiçíèöi) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäà¹ ñóìà (ðiçíèöÿ) âåêòîðiâ, ùî çî-
áðàæàþòü öi ÷èñëà. Çîêðåìà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà |z1−z2| äîðiâíþ¹
âiäñòàíi íà ïëîùèíi C ìiæ òî÷êàìè z1 i z2.
Ìíîæåííÿ (äiëåííÿ) ÷èñåë ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Íåõàé

z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Òîäi

z1z2 = r1r2[(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) + i(cosϕ1 sinϕ2 + cosϕ2 sinϕ1)] =

= r1r2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)]. (1.1.4)

Òàêèèì ÷èíîì, ïðè ïåðåìíîæóâàííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¨õ ìîäóëi ïåðåìíî-
æóþòüñÿ, à àðãóìåíòè ñêëàäàþòüñÿ. Òîáòî,

|z1z2| = |z1| · |z2|, Argz1z2 = Argz1 + Argz2.

Âàðòî ìàòè íà óâàçi, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü � öå ðiâíiñòü äâîõ ìíîæèí. Ïðîiëþ-
ñòðóþìî öå ïðèêëàäîì � "ïàðàäîêñîì".
Ïðèêëàä. 0 = Arg1 = Arg((−1)(−1)) = Arg(−1)+Arg(−1) = π+π = 2π.
ßê íàñëiäîê ôîðìóëè (1.1.4) ìà¹ìî

z1

z2
=
r1

r2
[cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)]. (1.1.5)

Ôîðìóëà Ìóàâðà. Äîáóâàííÿ êîðåíÿ. Íåõàé z = r(cosϕ + i sinϕ),
r ∈ N. Iíøèì íàñëiäêîì ôîðìóëè (1.1.4) ¹ ôîðìóëà Ìóàâðà

zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ). (1.1.6)

Îçíà÷åííÿ 1.1.4 Îïåðàöiÿ äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = r(cosϕ+ i sinϕ), z 6= 0, ââîäèòüñÿ ÿê îáåðíåíà äî îïåðàöi¨ ïiäíåñåííÿ äî
ñòåïåíÿ, òîáòî êîðåíåì n

√
z íàçèâà¹òüñÿ òàêå ÷èñëî w = ρ(cosα + sinα), ùî

wn = z. Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (1.1.6), ðiâíÿííÿ wn = z âiäíîñíî w ïåðåïèøå-
ìî ó âèãëÿäi ρn(cosnα+ sinnα) = r(cosϕ+ i sinϕ). Öå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå
ñèñòåìi ðiâíÿíü ρn = r, nα = ϕ + 2πk âiäíîñíî ρ i α. Ðîçâ'ÿçàâøè éîãî,
ìà¹ìî ρ = n

√
r, α = ϕ+2πk

n , k = 0, 1, ..., n− 1, òîáòî

n
√
z = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
, k = 0, 1, ..., n− 1. (1.1.7)

Ç ö¹¨ ôîðìóëè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîðiíü n
√
z ç äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z 6= 0 ìà¹ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C ðiâíî n çíà÷åíü, ÿêi ðîçìiùåíi
íà êîëi |z| = n

√
r ðàäióñà n

√
r ç öåíòðîì â òî÷öi 0 ó âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî

n-êóòíèêà, âïèñàíîãî â öå êîëî.
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1.2 Ìåòðè÷íi ïîíÿòòÿ íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi

Íà ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåëC ââîäèòüñÿ ìåòðèêà (âiäñòàíü) ôîðìóëîþ
ρ(z1, z2) = |z1 − z2|. Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 2 äî îçíà÷åííÿ 1.1.3 öå ¹ çâè÷àéíà
åâêëiäîâà ìåòðèêà íà ïëîùèíi. Òîìó âñi àêñiîìè ìåòðèêè âèêîíóþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1 Îêîëîì B(a, r) òî÷êè a ∈ C ðàäióñà r íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà {z ∈ C : |z − a| < r}. Çðîçóìiëî, ùî B(a, r) � öå êðóã (áåç ãðàíè÷íîãî
êîëà) ðàäióñà r ç öåíòðîì ó òî÷öi a.

Áóäåìî ïèñàòè A = lim
n→∞

zn i ãîâîðèòè, ùî òî÷êà A ∈ C ¹ ãðàíèöåþ ïîñëi-

äîâíîñòi {zn}, n ∈ N, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå M ∈ N, ùî äëÿ
âñiõ n > M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |zn − A| < ε.

Êîæíå ç äâîõ íàñòóïíèõ òâåðäæåíü åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííþ ãðàíèöi.
1) Ó áóäü-ÿêîìó îêîëi B(a, ε) çíàõîäÿòüñÿ âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi {zn},

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðó.
2) Çà ìåæàìè áóäü-ÿêîìó îêîëó B(a, ε) çíàõîäèòüñÿ ëèøå ñêií÷åííà êiëü-

êiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {zn}.
Íåõàé A = a + bi, zn = xn + yni. Î÷åâèäíî, ùî |zn − A| =√
(xn − a)2 + (yn − b)2. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi îäðàçó âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.1 Ãðàíè÷íà ðiâíiñòü lim
n→∞

zn = A ìà¹ ìiñöå ÿêùî i òiëüêè

ÿêùî lim
n→∞

xn = a i lim
n→∞

yn = b.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ îäðàçó âèïëèâàþòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi ãðàíèöü ïîñëi-
äîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òàêi ÿõ ãðàíèöÿ ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó, ÷åñòêè,
êðèòåðié Êîøi i ò. ï. , âiäîìi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2 Íåõàé M ⊂ C. Òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ
ìíîæèíè M , ÿêùî ó áóäü-ÿêîìó îêîëi òî÷êè a ìiñòèòüñÿ òî÷êà ìíîæèíè M ,
âiäìiííà âiä òî÷êè a. Ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè M ïîçíà÷à¹òüñÿ
ñèìâîëîì M ′.

Î÷åâèäíî, ùî B′(a, r)= B[a, r] := {z : |z − a| ≤ r}− çàìêíåíèé îêië.
Ç îçíà÷åííÿ 1.2.2 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî íàñïðàâäi áóäü-ÿêèé îêië òî÷êè a

ìiñòèòü áåçëi÷ òî÷îê ìíîæèíè M . Òîìó ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé êðèòåðié ãðà-
íè÷íî¨ òî÷êè.

Òâåðäæåííÿ 1.2.2 Òî÷êà a ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè M òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü zn ïîïàðíî ðiçíèõ òî÷îê ìíîæèíè
M , ùî zn → a.

Ïðèêëàäè. 1. Íåõàé M1 = {zn : zn = 1
n + i

n , n ∈ N}. ßñíî, ùî zn → 0 ïðè
n→∞, ïðè÷îìó òî÷êè ïîñëiäîâíîñòi {zn} ïîïàðíî ðiçíi. Òîìó M ′

1 = {0}.
2. Íåõàé M2 = {zn : zn = in + i

n , n ∈ N}. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïðè k →∞
ìà¹ìî z4k → 1, z4k+1 → i, z4k+2 → −1, z4k+3 → −i, ïðè÷îìó ÷ëåíè êîæíî¨
ç ÷îòèðüîõ ïîñëiäîâíîñòåé ïîïàðíî ðiçíi i ïîñëiäîâíiñòü {zn} íå ìà¹ iíøèõ
÷àñòèííèõ ãðàíèöü. Îòæå, M ′

2 = {1,−1, i,−i}.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.3 Ìíîæèíà M ⊂ C íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíîþ, ÿêùî âîíà ìi-
ñòèòü âñi ñâî¨ ãðàíè÷íi òî÷êè, òîáòî M ′ ⊂M .

Îêië B(a, r) òà ìíîæèíè M1 i M2 ç ïîïåðäíiõ ïðèêëàäiâ íå ¹ çàìêíåíèìè.
Ïðèêëàäàìè çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ìíîæèíà, êîìïëåêñíà
ïëîùèíà C, çàìêíåíèé îêië B[a, r].

Îçíà÷åííÿ 1.2.4 Çàìèêàííÿì ìíîæèíè M ⊂ C íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
M := M

⋃
M ′.

Î÷åâèäíî, ùî B(a, r) = B[a, r], B[a, r] = B[a, r].
Âïðàâà. Çíàéòè çàìèêàííÿ ìíîæèíè { n

√
1 : n ∈ N}.

Îçíà÷åííÿ 1.2.5 Òî÷êà a ∈ G íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè
G, ÿêùî âîíà ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi G ðàçîì ç äåÿêèì îêîëîì.

Ìíîæèíà G íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòîþ, ÿêùî âñi ¨¨ òî÷êè âíóòðiøíi.
Íàñòóïíi ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèìè: 1) B(a, r); 2) {z : |Imz| < 1}; 3) C;

4) {z : r < |z − a| < R}.
Íå ¹ âiäêðèòèìè, íàïðèêëàä, òàêi ìíîæèíèè: 1) B[a, r]; 2) áóäü-ÿêà ñêií-

÷åííà àáî çëi÷åííà ìíîæèíè; 3) {z : r ≤ |z − a| < R}.
Íàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ äåÿêi äîáðå âiäîìi âëàñòèâîñòi âiäêðèòèõ i çàìêíå-

íèõ ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 1.2.3 ÌíîæèíàM ⊂ C ¹ âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ìíîæèíà C \M− çàìêíåíà.

Òâåðäæåííÿ 1.2.4 Îá'¹äíàííÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi, à òàêîæ ïåðåòèí
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ ìíîæèíîþ âiäêðèòîþ.

Ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi, à òàêîæ îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
çàìêíåíèõ ìíîæèí ¹ ìíîæèíîþ çàìêíåíîþ.

1.3 Ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà. Ñôåðà Ðiìàíà

Âàæëèâó âëàñòèâiñòü äiéñíèõ ÷èñåë âèðàæà¹ âiäîìå ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó
òâåðäæåííÿ Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàñà.

Òâåðäæåííÿ 1.3.1 Ç áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë ìî-
æíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Ïîêàæåìî, ùî àíàëîãi÷íà âëàñòèâiñòü ïðèòàìàííà i êîìïëåêñíèì ÷èñëàì.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1 Ìíîæèíà M ⊂ C íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî iñíó¹ òà-
êå R > 0, ùî äëÿ âñiõ z ∈M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |z| ≤ R.

Òâåðäæåííÿ 1.3.2 Ç áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë zn = xn+iyn îáìåæå-
íà. Òîäi âíàñëiäîê íåðiâíîñòåé |xn| ≤ |zn| i |yn| ≤ |zn| ïîñëiäîâíîñòi ¨õ äiéñíèõ
÷àñòèí xn i ¨õ óÿâíèõ ÷àñòèí yn òàêîæ îáìåæåíi. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 1.3.1
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Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàñà ç ïîñëiäîâíîñòi {xn} ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïî-
ñëiäîâíiñòü {xnk}. À îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {ynk} ¹ îáìåæåíîþ, ç íå¨ òàêîæ
ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {ynkm}. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {znkm} ¹
çáiæíîþ.

Öÿ âëàñòèâiñòü ÷èñåë, ùî âèðàæåíà òâåðäæåííÿì Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàñà,
ïîêëàäåíà â îñíîâó íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.2 Ìíîæèíà M ⊂ C íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ, ÿêùî ç áóäü-
ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê öi¹¨ ìíîæèíè ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ùî
çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè öi¹¨ ìíîæèíè.

Ç òâåðäæåííÿ 1.3.2 âèïëèâà¹, ùî äîñòàòíüîþ óìîâîþ êîìïàêòíîñòi ìíî-
æèíè M ⊂ C ¹ ¨¨ îáìåæåíiñòü i çàìêíåíiñòü.

Ç iíøîãî áîêó ç êóðñó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî öi äâi óìîâè ¹
íåîáõiäíèìè äëÿ êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè ó áóäü-ÿêîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.3 Ìíîæèíà M ⊂ C ¹ êîìïàêòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíà çàìêíåíà i îáìåæåíà.

Ïðèêëàäè. Ðîçãëÿíåìî òðè ìíîæèíè: 1) B[a, r]; 2) {in + 1
n : n ∈ N};

3) {n : n ∈ N}. Ç íèõ òiëüêè ïåðøà ¹ êîìïàêòíîþ, à iíøi äâi � íi. Àëå ìiæ
ìíîæèíàìè 2) i 3) ¹ iñòîòíà ðiçíèöÿ. Ç äðóãî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèäiëèòè
çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, òîäi ÿê ç òðåòüî¨ � íi.

Àëå êîìïëåêñíó ïëîùèíó ìîæíà ðîçøèðèòè òàê, ùîá áóäü-ÿêà ïîñëiäîâ-
íiñòü (à íå òiëüêè îáìåæåíà) ìàëè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.3.3 Ðîçøèðåíîþ êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ C íàçèâà¹òüñÿ ìíî-
æèíà C := C

⋃
{∞}.

Ðiìàí çàïðîïîíóâàâ íàñòóïíó ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ ðîçøèðåíî¨ êîì-
ïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî ñôåðó S äiàìåòðà 1, ïîñòàâëåíó íà êîìïëåêñíó
ïëîùèíó C òàê, ùî âîíà äîòèêà¹òüñÿ äî öi¹¨ ïëîùèíè ó òî÷öi z = 0. Íåõàé
N− òî÷êà íà ñôåði, ïðîòèëåæíà äî òî÷êè 0. Äîâiëüíié òî÷öi z ∈ C ïîñòà-
âèìî ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó P ∈ S, ÿêà ¹ ïåðåòèíîì âiäðiçêà [z,N ] çi ñôåðîþ
S. Íàâïàêè, òî÷öi P ∈ S \ {N} âiäïîâiäà¹ òî÷êà z ïëîùèíè C, ÿêà ¹ ïåðå-
òèíîì ïðîäîâæåííÿ âiäðiçêà [N,P ] ç ïëîùèíîþ C. Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâ-
ëåíî âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè C i S \ {N}. ßêùî
ìè ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òî÷öi ∞ ∈ C òî÷êó N ∈ S, ìè îòðèìà¹ìî
âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðîçøèðåíîþ êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ
C i ñôåðîþ S. Öÿ ñôåðà íàçèâà¹òüñÿ ñôåðîþ Ðiìàíà. Îòæå, ñôåðà Ðiìàíà ¹
ãåîìåòðè÷íèì çîáðàæåííÿì ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Iíøèìè ñëî-
âàìè, ðîçøèðåíó êîìïëåêñíó ïëîùèíó C ìîæíà óÿâëÿòè ÿê êîìïëåêñíó ïëî-
ùèíó C, çãîðíóòó ó ñôåðó Ðiìåíà, à íåñêií÷åííî âiääàëåíi òî÷êè âñiõ ïðÿìèõ
íà íié � "ñêëå¹íèìè"â îäíó òî÷êó � ïiâíi÷íèé ïîëþñ N , ÿêèé ¹ çîáðàæåííÿì
òî÷êè ∞.

Òî÷êà ∞ íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çàéìà¹ îñîáëèâå ìiñöå, â
òîé ÷àñ ÿê ¨¨ çîáðàçåííÿ íà ñôåði Ðiìàíà, òî÷êà N , íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ
âiä iíøèõ òî÷îê ñôåðè S, Çîêðåìà, âîíà ìà¹ ñôåðè÷íèé îêië. Öüîìó îêîëó
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íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi âiäïîâiäà¹ ìíîæèíà âèäó {z : |z| > R}.
Öåé ôàêò ðîáèòü ïðèðîäíèì íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.4 Îêîëîì òî÷êè∞ íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi íà-
çèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âèäó {z : |z| > R}.

Òåïåð çâè÷àéíèì ñïîñîáîì äà¹òüñÿ îçíà÷åííÿ ãðàíèöi zn →∞ ïðè n→∞.
À ñàìå, lim

n→∞
zn = ∞ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â áóäü-ÿêîìó îêîëi òî÷êè ∞

çíàõîäÿòüñÿ âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi zn, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà. Òîáòî,
äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0 çíàéäåòüñÿ òàêå M ∈ N, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n > M
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |zn| > R.

Ïiñëÿ öüîãî ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ùî ïîñëiäîâíiñòü {n : n ∈ N} ç ïðèêëàäó 3 íà
ðîñøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi âæå ìà¹ çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Òî÷íiøå,
âîíà ñàìà ¹ çáiæíîþ (äî òî÷êè ∞). Áiëüøå òîãî, íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié
ïëîùèíi òâåðäæåííÿ Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà ìîæíî ñôîðìóëþâàòè íàñòó-
ïíèì ÷èèíîì.

Òâåðäæåííÿ 1.3.4 Ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íà ðîçøè-
ðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Äiéñíî, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà, öå äîâåäåíî ó òâåðäæåííi 1.3.2.
ßêùî æ âîíà íåîáìåæåíà, ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó
äî òî÷êè ∞.

ßê íàñëiäîê öüîãî òâåðäæåííÿ êðèòåðié êîìïàêòíîñòi íà ðîçøèðåíié êîì-
ïëåêñíié ïëîùèíi âèãëÿäà¹ âiäïîâiäíèì ÷èíîì.

Òâåðäæåííÿ 1.3.5 Ìíîæèíà M íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi ¹
êîìïàêòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà çàìêíåíà.

Çîêðåìà, ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà C ¹ êîìïàêòíî íà âiäìiíó âiä
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C. Òàêèì ÷èíîì, ðîçøèðèâøè êîìïëåêñíó ïëîùèíó,
ìè çðîáèëè ¨¨ êîìïàêòíîþ.

1.4 Êðèâi òà îáëàñòi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi

Îçíà÷åííÿ 1.4.1 Êðèâîþ γ íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi C íàçèâà¹òüñÿ íåïå-
ðåðâíèé îáðàç âiäðiçêà [α, β] ⊂ R, òîáòî îáðàç âiäðiçêà ïðè âiäîáðàæåííi
z : [α, β]→ C íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ z = z(t), t ∈ [α, β].

Òàêèì ÷èíîì, γ = {z ∈ C : z = z(t), t ∈ [α, β]}.
Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî êðèâà ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ.
Çàóâàæåííÿ. Iíîäi ïiä êðèâîþ ðîçóìiþòü ñàìå âiäîáðàæåííÿ

[α, β]→ {z ∈ C : z = z(t), t ∈ [α, β]}.
Òî÷êè êðèâî¨ ìîæíà âïîðÿäêóâàòè íàñòóïíè÷ ÷èíîì. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî

òî÷êà z1 = z(t1) ïåðåäó¹ òî÷öi z2 = z(t2), ÿêùî t1 < t2. Òîäi êðèâó ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê âïîðÿäêîâàíó ïiäìíîæèíó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Íà êðèâié
òàêîæ ìîæíà ââåñòè çâîðîòíié ïîðÿäîê. Êðèâó γ, íà ÿêié çàäàíî çâîðîòíié
ïîðÿäîê ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì γ−1.
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Ïðèêëàäè. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨: 1) z = cos t+i sin t, t ∈ [0, 2π];
2) z = (1 − t)z1 + tz2, t ∈ [0, 1], z1, z2 ∈ C; 3) z = t + it2, t ∈ [0, 1]. Ïåðøà
ôóíêöiÿ çàäà¹ îäèíè÷íå êîëî {z : |z| = 1}, äðóãà � âiäðiçîê [z1, z2], òðåòÿ �
äóãó ïàðàáîëè y = x2 ìiæ òî÷êàìè (0, 0) i (1, 1).
Çàóâàæåííÿ. Iíêîëè â îçíà÷åííi êðèâî¨ ïðîìiæîê [α, β] áåðóòü íåîáìå-

æåííèì îäíîãî ç âèäiâ [α,+∞), (−∞, β], (−∞,+∞). Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ
z = it, t ∈ (−∞,+∞), çàäà¹ óìîâíó âiñü, à ôóíêöiÿ z(t) = t+ it, t ∈ [0,+∞),
� ïðîìiíü ç âåðøèíîþ ó òî÷öi (0, 0), ùî óòâîðþ¹ êóò π

4 ç äîäàòíiì íàïðÿìêîì
îñi Ox.

Îçíà÷åííÿ 1.4.2 Êðèâà z = z(t), t ∈ [α, β], íàçèâà¹òüñÿ êðèâîþ Æîðäàíà,
ÿêùî áóäü-ÿêié ïàði t1, t2 ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî,
ïàðè α, β âiäïîâiäà¹ ïàðà ðiçíèõ òî÷îê z(t1), z(t2) êðèâî¨. Iíøèìè ñëîâàìè,
æîðäàíîâà êðèâà � öå êðèâà áåç òî÷îê ñàìîïåðåòèíó, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî,
ïî÷àòêîâî¨ i êiíöåâî¨ òî÷îê. Æîðäàíîâà êðèâà z = z(t), t ∈ [α, β], íàçè-
âà¹òüñÿ çàìêíóòîþ, ÿêùî z(α) = z(β). Çàìêíóòó æîðäàíîâó êðèâó ìîæíà
ðîçãëÿäàòè, ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç êîëà. Çàìêíóòà æîðäàíîâà êðèâà γ ââà-
æà¹òüñÿ îði¹íòîâàíîþ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. ßêùî âîíà îði¹íòîâàíà ó
çâîðîòíüîìó íàïðÿìêó, áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ñèìâîëîì γ−.

Îçíà÷åííÿ 1.4.3 Îáëàñòþ íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòà i çâ'ÿçíà ìíîæèíà. Íàãàäà-
¹ìî, ùî âiäêðèòiñòü ìíîæèíè îçíà÷à¹, ùî âñi ¨¨ òî÷êè âíóòðiøíi, òîáòî êîæíà
òî÷êà âõîäèòü â ìíîæèíó ðàçîì ç äåÿêèì îêîëîì. Çâ'ÿçíiñòü ìíîæèíè îçíà-
÷à¹, ùî áóäü-ÿêi äâi ¨¨ òî÷êè ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâîþ, ùî ìiñòèòüñÿ â äàíié
ìíîæèíi.
Ïðèêëàäè. Íàñòóïíi ìíîæèíè ¹ îáëàñòÿìè: 1) B(a, r); 2) {z : |Rez| < 1};

3) C; 4) {z : r < |z − a| < R}. Íå ¹ îáëàñòÿìè, íàïðèêëàä, òàêi ìíîæèíè:
1) B[a, r]; 2) {z : |z| < 1}

⋃
{z : |z − 2i| < 1}.

Âàæëèâîþ â êîìïëåêñíîìó àíàëiçi ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.1 (Æîðäàí). Áóäü-ÿêà çàìêíóòà æîðäàíîâà êðèâà γ ðîçáèâà¹
ðîçøèðåíó êîìïëåêñíó ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.4.4 Òà ç îáëàñòåé, ÿêà íå ìiñòèòü òî÷êè ∞, íàçèâà¹òüñÿ âíó-
òðiøíiñòþ êðèâî¨ γ i ïîçíà÷à¹òüñÿ intγ. Iíøà îáëàñòü, ùî ìiñòèòü òî÷êó ∞,
íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíiñòþ êðèâî¨ γ i ïîçíà÷à¹òüñÿ extγ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèõîäèòü çà ìåæi êóðñó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó.

Îçíà÷åííÿ 1.4.5 Äâi êðèâi γ1 i γ2, ùî ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòi G i ìàþòü ñïiëü-
íèé ïî÷àòîê i ñïiëüíèé êiíåöü, íàçèâàþòüñÿ ãîìîòîïíèìè â îáëàñòi G, ÿêùî
êîæíó ç öèõ êðèâèõ ìîæíà íåïåðåðâíî äåôîðìóâàòè â äðóãó êðèâó, íå âèõî-
äÿ÷i çà ìåæi îáëàñòi G.

Çàìêíóòà æîðäàíîâà êðèâà γ, ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G, íàçèâà¹òüñÿ ãîìî-
òîïíîþ íóëþ â öié îáëàñòi, ÿêùî ¨¨ ìîæíà íåïåðåðâíî äåôîðìóâàòè â òî÷êó,
íå âèõîäÿ÷i çà ìåæi îáëàñòi G.

Î÷åâèäíî, ùî êðèâi γ1 i γ2, ùî ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòi G i ìàþòü ñïiëüíèé
ïî÷àòîê i ñïiëüíèé êiíåöü, ãîìîòîïíi â îáëàñòi G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
êðèâà γ1

⋃
γ−2 ãîìîòîïíà íóëþ â îáëàñòi G.
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Îçíà÷åííÿ 1.4.6 Îáëàñòü G íàçèâà¹òüñÿ îäíîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî áóäü-ÿêà çà-
ìêíóòà æîðäàíîâà êðèâà, ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi, ¹ ãîìîòîïíîþ íóëþ. Iíøèìè
ñëîâàìè, îáëàñòü G îäíîçâ'ÿçíà, ÿêùî áóäü-ÿêó çàìêíóòó æîðäàíîâó êðèâó,
ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G, ìîæíà íåïåðåðâíî äåôîðìóâàòè â òî÷êó, íå âèõî-
äÿ÷i çà ìåæi îáëàñòi G.
Ïðèêëàäè. Ç íàñòóïíèõ îáëàñòåé: 1) B(a, r); 2) {z : |Rez| < 1}; 3) C; 4)

{z : r < |z − a| < R} ïåðøi òðè ¹ îäíîçâ'ÿçíèìè, ÷åòâåðòà � íi. Ðîçãëÿíåìî
îêië òî÷êè ∞, òîáòî ìíîæèíó {z : |z| > R}. Öÿ îáëàñòü íå ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ
íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi C, àëå âîíà îäíîçâ'ÿçíà íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié
ïëîùèíi C,

Îçíà÷åííÿ 1.4.7 Ìåæåâîþ òî÷êîþ îáëàñòi íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íà òî÷êà öi¹¨
îáëàñòi, ÿêà íå íàëåæèòü îáëàñòi. Iíøèìè ñëîâàìè, ìåæåâà òî÷êà îáëàñòi � öå
òî÷êà ç äîïîâíåííÿ îáëàñòi, â áóäü-ÿêîìó îêîëi ÿêî¨ ìiñòÿòüñÿ òî÷êè îáëàñòi.

Ìåæåþ îáëàñòi íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ ¨¨ ìåæåâèõ òî÷îê. Ìåæà îáëàñòi
G ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ∂G.
Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî ìåæà îáëàñòi ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.4.8 Îáëàñòü G íàçèâà¹òüñÿ n-çâ'ÿçíîþ, n ≥ 2, ÿêùî ¨¨ ìåæà
∂G ¹ îá'¹äíàííÿì n çàìêíóòèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ Γ0, γ1, γ2,..., γn−1, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü äâi íàñòóïíi âèìîãè:

1) âñi êðèâi γi, i = 1, ..., n− 1, ìiñòÿòüñÿ ó âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ Γ0;
2) êîæíà ç êðèâèõ γi, i = 1, ..., n − 1, ìiñòèòüñÿ ó çîâíiøíîñòi áóäü ÿêî¨

iíøî¨ ç öèõ êðèâèõ.
Îði¹íòàöiþ ìåæi ∂G n-çâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G çàäàþòü òàêèì ÷èíîì, ùîá ïðè

ïðîõîäæåííi áóäü-ÿêî¨ ìåæåâî¨ êðèâî¨ îáëàñòü G çàëèøàëàñü çëiâà, òîáòî
∂G = Γ0

⋃
γ−1
⋃
γ−2
⋃
...
⋃
γ−n−1. Iíøèìè ñëîâàìè, êðèâà Γ0 ïðîõîäèòüñÿ

ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, à êðèâi γi, i = 1, ..., n − 1, � çà ãîäèííèêîâîþ
ñòðiëêîþ.
Ïðèêëàäè. Äâîçâ'ÿçíèìè îáëàñòÿìè ¹ êiëüöå {z : r < |z−a| < R}, çîêðå-

ìà, ïðîêîëîòèé îêië {z : 0 < |z − a| < R} òî÷êè a. Ïðèêëàäîì òðèçâ'ÿçíî¨
îáëàñòi ¹ ìíîæèíà {z : |z| < 4} \ {{z : |z| ≤ 1}

⋃
{z : |z − 2i| ≤ 1}}.
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Ðîçäië 2

Äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨

2.1 Ñòåïåíåâi ðÿäè

Ôóíêöiÿ s(z) êîìïëåêñíîãî çìiííîãî z âèäó

s(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, cn, z0 ∈ C, (2.1.1)

íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåâèì ðÿäîì. Ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî ñòåïå-

íåâèé ðÿä
∞∑
n=0

cn(x − x0)
n ç äiéñíèñèìè êîåôiöi¹íòàìè cn i ïàðàìåòðîì x0

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî â äåÿêîìó iíòåðâàëi (x0 − R, x0 + R) i ¹ ðîçáiæíèì íà
ìíîæèíi |x − x0| > R, à â êîæíîìó ïðîìiæêó |x − x0| ≤ r, r < R, çáiãà¹-
òüñÿ ðiâíîìiðíî¹ Àíàëîãi÷íó âëàñòèâiñòü ìàþòü i êîìïëåêñíîçíà÷íi ñòåïåíåâi
ðÿäè.

Òåîðåìà 2.1.1 (Àáåëü). Êîæíèé ñòåïåíåâèé ðÿä âèäó (2.1.1) ìà¹ êðóã çái-
æíîñòi |z − z0| < R, òîáòî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) ðÿä (2.1.1) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî â êðóçi |z − z0| < R;
2) ðÿä (2.1.1) ¹ ðîçáiæíèì íà ìíîæèíi |z − z0| > R;
3) â áóäü-ÿêîìó çàìêíåíîìó îêîëi |z − z0| ≤ r, 0 < r < R, ðÿä (2.1.1)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Äîñòàòíüî äîâåñòè òåîðåìó äëÿ ðÿäiâ âèäó

∞∑
n=0

cnz
n. (2.1.2)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè Àáåëÿ áàçó¹òñÿ íà íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Ëåìà 2.1.2 (Àáåëü). ßêùî ñòåïåíåâèé ðÿä âèäó (2.1.2) çáiãà¹òüñÿ â òî÷öi
z = a, a 6= 0, òî âií çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî â êðóçi |z| < |a|.
Äîâåäåííÿ. ßêùî ðÿä (2.1.2) çáiãà¹òüñÿ â òî÷öi z = a, a 6= 0, òî éîãî

÷ëåíè îáìåæåíi â öié òî÷öi, òîáòî iñíó¹ òàêå M > 0, ùî |cnan| < M äëÿ âñiõ
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n ∈ N. Òîäi ðÿä
∞∑
n=0

M
(
z
a

)n
çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, à éîãî ÷ëåíè ¹ ìàæîðàíòàìè

ðÿäó (2.1.2). Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè Àáåëÿ.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè Àáåëÿ. ßêùî ðÿä (2.1.2) çáiãà¹òüñÿ ëèøå â òî÷öi

z = 0, òâåðäæåííÿ òåîðåìè òðèâiàëüíå. Íåõàé öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ â òî÷öi
z = a, a 6= 0. ×åðåç S ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òî÷îê çáiæíîñòi ðÿäó (2.1.2) i
ïîêëàäåìî D := S

⋂
[0,+∞), R = sup{x : x ∈ D}. ßñíî, ùî D = [0, R] àáî

D = [0, R), çîêðåìà, D = [0,∞).
Ïîêàæåìî, ùî R i ¹ ðàäióñîì êðóãà çáiæíîñòi. Äiéñíî, ÿêùî |z| < R, òî

iñíó¹ òî÷êà x1, |z| < x1 ≤ R, â ÿêié ðÿä (2.1.2) çáiãà¹òüñÿ. Òîäi çà ëåìîþ
Àáåëÿ âií çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i â òî÷öi z. ßêùî æ |z| > R, òî iñíó¹ òî÷êà
x2, |z| > x2 > R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðÿä (2.1.2) ðîçáiãà¹òüñÿ â òî÷öi z, áî
ÿêùî á âií çáiãàâñÿ â òî÷öi z, òî çà ëåìîþ Àáåëÿ âií áè çáiãàâñÿ i â òî÷öi
x2, à öå ñóïåðå÷èëî á îçíà÷åííþ ÷èñëà R. Íåõàé, íàðåøòi, 0 < r < R. Òîäi

ðÿä (2.1.2) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî â òî÷öi z = r, òîáòî
∞∑
n=0
|cn|rn <∞, ïðè÷îìó

÷ëåíè îñòàííüîãî ðÿäó ¹ ìàæîðàíòàìè äëÿ ÷ëåíiâ ðÿäó (2.1.2) ïðè âñiõ |z| ≤ r.
Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ðÿäó (2.1.2) â êðóçi |z| ≤ r.
Çàóâàæåííÿ. Ó òåîðåìi Àáåëÿ íi÷îãî íå ñòâåðäæó¹òüñÿ ïðî ïîâåäiíêó ðÿ-

äó (2.1.1) íà ìåæi êðóãà çáiæíîñòi, òîáòî, íà êîëi |z − z0| = R. I öå íå âèïàä-
êîâî. Òî÷êè öüîãî êîëà ìîæóòü áóòè òî÷êàìè çáiæíîñòi, òî÷êàìè àáñîëþòíî¨
çáiæíîñòi, à òàêîæ òî÷êàìè ðîçáiæíîñòi. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâi ðÿäè
∞∑
n=0

n−1zn i
∞∑
n=0

n−2zn. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî êðóãîì çáiæíîñòi äëÿ îáîõ ñòåïå-

íåâèõ ðÿäiâ ¹ îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1. Ïåðøèé ðÿä â òî÷öi −1 çáiãà¹òüñÿ
óìîâíî, à â òî÷öi 1 ðîçáiãà¹òüñÿ, äðóãèé çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî ó âñiõ òî÷êàõ
êîëà |z| = 1.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ôîðìóëó äëÿ ðàäióñà êðóãà çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî
ðÿäó.

Òåîðåìà 2.1.3 (Êîøi). Ðàäióñ R êðóãà çáiæíîñòi ñòåïåíåâîãî ðÿäó (2.1.2)
çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó ðiâíiñòü

R = L−1, L = lim
n→∞

n
√
|cn| (2.1.3)

.

Äëÿ äiéñíîçíà÷íèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ öÿ òåîðåìà äîâîäèòüñÿ â êóðñi ìà-
òåìàòè÷íîãî àíàëiçó. �¨ äîâåäåííÿ äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ
äîñëiâíî ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè.
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2.2 Îçíà÷åííÿ äåÿêèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ñòåïåíå-
âèõ ðÿäiâ

Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâi ðÿäè
∞∑
n=0

zn

n!
,

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
,

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
.

Ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî lim
n→∞

n
√
n! = ∞. Òîìó ç ôîðìóëè

(2.1.3) âèïëèâà¹, ùî ðàäióñ êðóãà çáiæíîñòi êîæíîãî ç öèõ ðÿäiâ äîðiâíþ¹∞,
òîáòî êîæíèé ç öèõ ðÿäiâ çáiãà¹òüñÿ ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Ç iíøîãî áî-
êó, äëÿ äiéñíèõ z = x ñóìè öèõ ðÿäiâ äàþòü âiäîìi ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà
ôóíêöié ex, cosx, sinx âiäïîâiäíî. Òîìó ïðèðîäíèì ¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1

ez :=
∞∑
n=0

zn

n!
, cos z :=

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, sin z :=

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
. (2.2.1)

.
Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëàìè (2.2.1) ôóíêöi¨ ex, cosx, sinx ïðîäîâæåíi ç äié-

ñíî¨ îñi íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó C. Åéëåð ç'ÿñóâàâ, ùî â êîìïëåêñíié
ïëîùèíi ôóíêöi¨ ez, cos z, sin z òiñíî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ.

Òåîðåìà 2.2.1 (Åéëåð). Äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

eiz = cos z + i sin z. (2.2.2)

.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Àáåëÿ âñi ðÿäè (2.2.1) çáiãàþòüñÿ àáñîëþòíî â
áóäü-ÿêié òî÷öi z ∈ C. Âiäîìî, ùî ÷ëåíè àáñîëþòíî çáiæíîãî ðÿäó ìîæíà
ãðóïóâàòè i ïåðåñòàâëÿòè â áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó, íå çìiíþþ÷è éîãî ñóìè. Òî-
ìó, çàñòîñîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (2.2.1), i âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi i4k = 1, i4k+1 = i,
i4k+2 = −1, i4k+3 = −i, ìà¹ìî

eiz =
∞∑
n=0

(iz)n

n!
=

(
1− z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ ...

)
+ i

(
z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ ...

)
=

= cos z + i sin z.

Âðàõîâóþ÷è ïàðíiñòü ôóíêöi¨ cos z i íåïàðíiñòü ôóíêöi¨ sin z ç (2.2.2) îòðè-
ìó¹ìî e−iz = cos z − i sin z. Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi i ðiâíîñòi (2.2.2) âèïëèâà¹
òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2.2 (Åéëåð). Äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ C âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
. (2.2.3)

.
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Îçíà÷åííÿ 2.2.2 Ôîðìóëà Åéëåðà (2.2.2) äà¹ çìîãó òðèãîíîìåòðè÷íó ôîð-
ìó çàïèñó ÷èñëà z = r(cosϕ+ i sinϕ) ïîäàòè ó âèãëÿäi z = reiϕ. Òàêà ôîðìà
çàïèñó ÷èñëà z íàçèâà¹òüñÿ ïîêàçíèêîâîþ.
Çàóâàæåííÿ. Ç ôîðìóëè Åéëåðà ìà¹ìî e2πi = 1. Îòæå, ez+2πi = ez äëÿ

äîâiëüíîãî z ∈ C. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ez â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ¹ ïåðiî-
äè÷íîþ ç ïåðiîäîì 2πi.

Ïiçíiøå áóäå äîâåäåíî òåîðåìó (¹äèíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié), ç ÿêî¨
âèïëèâà¹, ùî âñi òîòîæíîñòi íà äiéñíié îñi, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü ôóíêöi¨ ex, cosx,
sinx, çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè i â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C. Íàïðèêëàä, äëÿ âñiõ
z, z1, z2 ∈ C ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi sin2 z + cos2 z = 1, ez1+z2 = ez1 · ez2 i ò. ä.

Ðàçîì ç òèì íåðiâíîñòi äëÿ öèõ ôóíêöié, ùî ìàþòü ìiñöå íà äiéñíié îñi, íà
êîìïëåêñíié ïëîùèíi, âçàãàëi êàæó÷è, íå âèêîíóþòüñÿ. Íàïðèêëàä, âiäîìà
äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë x íåðiâíiñòü | cosx| ≤ 1 â êîìïëåêñíié ïëîùèíi âæå íå
âèêîíó¹òüñÿ. Äiéñíî, äëÿ ñóòî óÿâíèõ ÷èñåë z = iy çà ôîðìóëîþ Eéëåðà
(2.2.3) ìà¹ìî cos iy = e−y+ey

2 →∞ ïðè y → ±∞.
Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî ôóíêöi¨ cos z i sin z îáìåæåíi íà ïðÿìié êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öÿ ïðÿìà ïàðàëåëüíà äiéñíié îñi.

Îçíà÷åííÿ 2.2.3 Ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ Lnz êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ z ââîäè-
òüñÿ ÿê îáåðíåíà äî åêñïîíåíòè ez, òîáòî Lnz ( äëÿ z 6= 0 ) � öå òàêå êîìïëå-
êñíå ÷èñëî w, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü ew = z.

Íåõàé z = r(cos t+ i sin t), äå r = |z|, t = argz, à w = x+ iy. Òîäi ðiâíiñòü
Lnz = w åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi ex+iy = z. Îñòàííþ ðiâíiñòü, êîðèñòóþ÷èñü
ôîðìóëîþ Åéëåðà, çàïèøåìî ó âèãëÿäi ex(cos y + i sin y) = r(cos t+ i sin t). Ç
öi¹¨ ðiâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ìî ex = r (òîáòî x = lnr) i y = t + 2πk,
k ∈ Z. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi x i y â ðiâíiñòü Lnz = w = x+ iy, îòðèìà¹ìî

Lnz = ln|z|+ i(argz + 2πk), k ∈ Z. (2.2.4)

Òàêèì ÷èíîì, ëîãàðèôì Lnz êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, z 6= 0, ìà¹ áåçëi÷ çíà-
÷åíü, ÿêi ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi çà ôîðìóëîþ (2.2.4). Íåñêií÷åííîçíà÷íiñòü
ôóíêöi¨ Lnz îáóìîâëåíà ïåðiîäè÷íiñòþ ôóíêöi¨ ez â êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Îçíà÷åííÿ 2.2.4 Ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ Lnz äà¹ çìîãó äàòè îçíà÷åííÿ îïå-
ðàöi¨ zz21 äëÿ äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ C çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi zz21 := ez1Lnz2, âiäîìî¨
ç åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè äëÿ äîäàòíiõ z1, z2.
Ïðèêëàä. ii = eiLni = ei(ln|i|+i(π/2+2πk)) = e−(π/2+2πk), k ∈ Z.
Çà äîïîìîãîþ ëîãïðèôìi÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà ðîçâ'çóâàòè òðèãîíîìåòðè÷íi

ðiâíÿííÿ.
Ïðèêëàä. Ðiâíÿííÿ cos z = 2 çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Åéëåðà ìîæíà ïî-

äàòè ó âèãëÿäi eiz+e−iz

2 = 2. Çðîáèâøè çàìiíó w = eiz, îòðèìà¹ìî êâàäðàòíå
ðiâíÿííÿ w + w−1 = 4. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî éîãî ðîçâ'ÿçêàìè ¹ ÷èñëà
2 ±
√

3. Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ z, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ eiz = 2 ±
√

3. Çâiäñè
iz = Ln(2±

√
3) = ln(2±

√
3) + 2πki. Îòæå, z = 2πk − iln(2±

√
3), k ∈ Z.
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2.3 Êðèòåðié äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöié êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨

Çðîçóìiëî, ùî áóäü-ÿêó ôóíêöiþ f(z) êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ z = x+iy ìîæíà
çàïèñàòè â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi f(z) = u(x, y) + iv(x, y), äå u(x, y) i v(x, y)−
äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ.

Ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z0 = x0 + iy0 ââîäèòüñÿ
òî÷íî òàê, ÿê i äëÿ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Çàçíà÷èìî, ùî ç ðiâíîñòi
|f(z) − f(z0)| =

√
(u(x, y)− u(x0, y0))2 + (v(x, y)− v(x0, y0))2 âèïëèâà¹, ùî

ôóíêöiÿ f(z) íåïåðåðâíà â òî÷öi z0 = x0 + iy0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
äiéñíà i óÿâíà ÷àñòèíè u(x, y) i v(x, y) íåïåðåðâíi â òî÷öi (x0, y0).

Ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ òà äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òà-
êîæ ââîäÿòüñÿ äîñëiâíèì ïîâòîðîì âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü ç ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó. À ñàìå, ïîõiäíîþ f ′(z0) ôóíêöi¨ f(z) â òî÷öi z0 íàçèâà¹òüñÿ íàñòóïíà
ãðàíèöÿ (ÿêùî âîíà iñíó¹ i ñêií÷åííà):

f ′(z0) := lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
, (2.3.1)

à ôóíêöiþ, ùî ìà¹ ïîõiäíó f ′(z0), íàçèâàþòü äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi z0.
Àëå íà âiäìiíó âiä íåïåðåðâíîñòi äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ âæå íå çâîäèòüñÿ äî äèôåðåíöiéîâíîñòi ¨¨ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí.
Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(z) = z = x−iy. �¨ äiéñíà i óÿâíà ÷àñòèíè

u(x, y) = x i v(x, y) = −y, î÷åâèäíî, ¹ ôóíêöiÿìè äèôåðåíöiéîâíèìè ó âñié
ïëîùèíi. Àëå ôóíêöiÿ f(z) íå ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ â æîäíié òî÷öi. Ïîêàæåìî,
íàïðèêëàä, ùî âîíà íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi z0 = 0, òîáòî äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨
íå iñíó¹ ãðàíèöi (2.3.1) â òî÷öi z0 = 0. Äiéñíî,

lim
x→0,y=0

f(z)− f(0)

z − 0
= lim

x→0

x

x
= 1.

Ç iíøîãî áîêó,

lim
y→0,x=0

f(z)− f(0)

z − 0
= lim

y→0

−iy
iy

= −1.

Âèñíîâîê. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f(z) = z íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi
z0 = 0, ïîïðè äèôåðåíöiéîâíiñòü ¨¨ äiéñíî¨ i óÿâíî¨ ÷àñòèí.
Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(z) = z íå äèôåðåíöiéîâíà â æîäíié òî÷öi.
Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÿêà ùå óìîâà (îêðiì äèôåðåíöiéîâíîñòi äiéñíî¨ i óÿâ-

íî¨ ÷àñòèí u(x, y) i v(x, y)) ôóíêöi¨ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ïîòðiáíà äëÿ
äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ f(z)?

Âiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ äàëè Êîøi, Ðiìàí, Åéëåð i Äàëàìáåð. Âîíè
îòðèìàëè íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî íàñòóïíèé êðèòåðié.

Òåîðåìà 2.3.1 (êðèòåðié äèôåðåíöiéîâíîñòi). Äëÿ òîãî ùîá ôóíêöiÿ
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) áóëà äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi z ∈ C íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ äâîõ óìîâ:
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1) ôóíêöi¨ u(x, y) i v(x, y) äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi (x, y);
2) â òî÷öi (x, y) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
. (2.3.2)

Ïðè âèêîíàííi óìîâ 1) i 2) ïîõiäíó f ′(z) ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
. (2.3.3)

Çàóâàæåííÿ. Óìîâè (2.3.2) íàçèâàþòü óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà (àáî
Åéëåðà-Äàëàìáåðà).

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè (2.3.1) íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ òà äîñòàòíþ óìîâó
äèôåðåíöiéîâíîñòi äiéñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ äiéñíèõ çìiííèõ.

Îçíà÷åííÿ 2.3.1 Äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ u(x, y) äiéñíèõ çìiííèõ íàçèâà¹-
òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi (x0, y0), ÿêùî ïðè ρ :=

√
(∆x)2 + (∆y)2 → 0

¨¨ ïðèðiñò ∆u := u(x, y)− u(x0, y0) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

∆u = α∆x+ β∆y + o(ρ). (2.3.4)

Ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî ÿêùî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ìîæëèâå, òî
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi α = ∂u

∂x(x0, y0), β = ∂u
∂y (x0, y0), à äëÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi

ôóíêöi¨ u(x, y) â òî÷öi (x0, y0) äîñòàòíüî iñíóâàííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ∂u
∂x i

∂u
∂y â îêîëi òî÷êè (x0, y0) òà ¨õ íåïåðåðâíîñòi â öié òî÷öi.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ôóíêöiÿ

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi z = x+ iy, òîáòî iñíó¹ f ′(z).
Òîäi

γ :=
∆f

∆z
− f ′(z)→ 0

ïðè ∆z → 0, à òîìó ∆f := f(z + ∆z)− f(z) äîïóñêà¹ ïîäàííÿ ó âèãëÿäi

∆f = f ′(z)∆z + γ∆z. (2.3.4)

Íåõàé ∆f = ∆u + i∆v, f ′(z) = α + βi, γ∆z = ε1 + iε2. Òîäi ðiâíiñòü (2.3.4)
ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi äâîõ ðiâíîñòåé{

∆u = α∆x− β∆y + ε1,
∆v = β∆x+ α∆x+ ε2.

(2.3.5)

Çàçíà÷èìî, ùî εi = o(ρ), i = 1, 2. Äiéñíî, ïðè ρ = |∆z| → 0 ìà¹ìî∣∣∣∣εiρ
∣∣∣∣ =

∣∣∣ εi
∆z

∣∣∣ ≤ |γ∆z|
|∆z|

= |γ| → 0.
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Òîìó ðiâíîñòi ñèñòåìè (2.3.5) îçíà÷àþòü, ùî ôóíêöi¨ u(x, y) i v(x, y) äèôå-
ðåíöiéîâíi â òî÷öi (x, y). Áiëüøå òîãî, ç íèõ âèïëèâà¹, ùî

∂u

∂x
= α,

∂u

∂y
= −β, ∂v

∂x
= β,

∂v

∂y
= α.

Òèì ñàìèì íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé ôóíêöi¨ u(x, y) i v(x, y) äèôåðåíöiéîâíi

â òî÷öi (x, y) i â öié òî÷öi âèêîíóþòüñÿ óìîâè Êîøi-Ðiìàíà. Äèôåðåíöi-
éîâíiñòü ôóíêöié u(x, y) i v(x, y) â òî÷öi (x, y) îçíà÷à¹, ùî ¨õ ïðèðîñòè
∆u := u(x + ∆x, y + ∆y) − u(x, y) i ∆v := v(x + ∆x, y + ∆y) − v(x, y) ó
òî÷öi (x, y) äîïóñêàþòü íàñòóïíi ïîäàííÿ:{

∆u = ∂u
∂x∆x+ ∂u

∂y∆y + ε1,

∆v = ∂v
∂x∆x+ ∂v

∂y∆x+ ε2,
(2.3.6)

äå εi = o(ρ) ïðè ρ = |∆z| → 0, i = 1, 2 . Íåõàé α := ∂u
∂x , β := ∂v

∂x . Îñêiëüêè
âèêîíóþòüñÿ óìîâè Êîøi-Ðiìàíà, òî

∂u

∂x
=
∂v

∂y
= α,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= β. (2.3.7)

Òîäi ç (2.3.6) îòðèìó¹ìî
∆f = ∆u+ i∆v = (α∆x− β∆y) + i(β∆x+ α∆y) + ε,

äå ε := ε1 + iε2. Î÷åâèäíî, ùî ε = o(∆z) ïðè ∆z → 0. Òàêèì ÷èíîì,
∆f = (α + βi)∆x+ (αi− β)∆y = (α + βi)∆x+ i(α + βi)∆y + ε =

= (α + βi)(∆x+ i∆y) + ε = (α + βi)∆z + ε.

Çâiäñè, âðàõîèóþ÷è (2.3.7) i òå, ùî ε = o(∆z) ïðè ∆z → 0, ìà¹ìî

f ′(z) = lim
∆f=z→0

∆f

∆z
= α + βi =

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
.

Îòæå, ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi z i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.3.3).
Òåîðåìà äîâåäåíà.
Âïðàâà 1. Äîâåñòè äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöié ez, cos z, sin z â äîâiëüíié

òî÷öi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i çíàéòè ¨õ ïîõiäíi.
Âïðàâà 2. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(z) =

√
xy íå äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi

z = 0 ïîïðè òå, ùî óìîâè Êîøi-Ðiìàíà â öié òî÷öi âèêîíóþòüñÿ.
Âïðàâà 3. Äîâåñòè, ùî óìîâè Êîøi-Ðiìàíà â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò

ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:
∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂ϕ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂ϕ
.

Âïðàâà 4. a) Äîâåñòè, ùî îäíîçíà÷íà ãiëêà ëîãàðèôìà Lnz, ÿêà âèçíà÷åíà
â îáëàñòi Cα := C \{z : argz = α} ôîðìóëîþ ln z = ln |z| + i argα z, äå
α < argα z < α + 2π, ¹ àíàëiòè÷íîþ ó âêàçàíié îáëàñòi.

b) Äîâåñòè, ùî îäíîçíà÷íà ãiëêà êîðåíÿ n
√
z, ÿêà âèçíà÷åíà â îáëàñòi Cα

ôîðìóëîþ ( n
√
z)α := n

√
|z| exp iargα z

n , ¹ àíàëiòè÷íîþ ó âêàçàíié îáëàñòi.
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2.4 Ïîíÿòòÿ ïðî àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ

Îçíà÷åííÿ 2.4.1 Ôóíêöiÿ f(z), âèçíà÷åíà â îáëàñòi G, íàçèâà¹òüñÿ àíàëi-
òè÷íîþ â öié îáëàñòi, ÿêùî âîíà äèôåðåíöiéîâíà â îáëàñòi G, òîáòî äèôåðåí-
öiéîâíà â êîæíié òî÷öi äàíî¨ îáëàñòi G.

Ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi, ÿêùî âîíà äèôåðåíöiéîâíà
â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè.
Çàóâàæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ çàâæäè îçíà÷à¹ ¨¨ äè-

ôåðåíöiéîâíiñòü â äåÿêié îáëàñòi, íàâiòü êîëè éäåòüñÿ ìîâà ïðî àíàëiòè÷íiñòü
ó òî÷öi.
Ïðèêëàäè. 1) Ôóíêöi¨ ez, cos z, sin z àíàëiòè÷íi ó âñié êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi; 2) ôóíêöiÿ f(z) = x2 + y2 äèôåðåíöiéîâíà ó òî÷êàõ ïðÿìî¨ y = x, àëå
íå ¹ àíàëiòè÷íîþ â æîäíié òî÷öi.
Çàóâàæåííÿ. Îçíà÷åííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

íi÷èì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îçíà÷åííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìií-
íî¨. Òîìó i ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ, ùî âèïëèâàþòü ç öüîãî îçíà÷åííÿ, òà-
êi ÿê ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ ñóìè, ðiçíèöi, äîáóòêó, ÷àñòêè, ñóïåðïîçèöi¨
ôóíêöié, âiäîìi ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, çàëèøàþòüñÿ â ñèëi i äëÿ àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié.

Øèðîêèé êëàñ ïðèêëàäiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äà¹ òåîðåìà ïðî äèôåðåí-
öiéîâíiñòü ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Òåîðåìà 2.4.1 Ñóìà s(z) ñòåïåíåâîãî ðÿäó

s(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n (2.4.1)

¹ ôóíêöi¹þ äèôåðåíöiéîâíîþ â êðóçi |z − z0| < R çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó.
Áiëüøå òîãî, ðÿä (2.4.1) ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè ïî÷ëåííî, òîáòî

s′(z) =
∞∑
n=1

ncn(z − z0)
n−1,

à êðóã çáiæíîñòi ïðîäèôåðåíöiéîâàíîãî ðÿäó òàêèé æå, ÿê i ðÿäó (2.4.1).

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ¹ äîñëiâíèì ïîâòîðåííÿì äîâåäåííÿ âiäîìîãî ç
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó àíàëîãó öi¹¨ òåîðåìè äëÿ äiéñíîçíà÷íèõ ñòåïåíåâèõ
ðÿäiâ. Êðiì òîãî, ó ðîçäiëi 4 áóäå äîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ òåîðåìè (äèâ.
òåîðåìó 4.1.2).

Íàñëiäîê 2.4.2 Ñóìà ñòåïåíåâîãî ðÿäó ¹ ôóíêöi¹þ àíàëiòè÷íîþ â êðóçi
çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó.

Íàñëiäîê 2.4.3 Ñóìà ñòåïåíåâîãî ðÿäó ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ
ôóíêöi¹þ â êðóçi çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó.
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Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi áóäå äîâåäåíà òåîðåìà Òåéëîðà ïðî òå, ùî äîâiëü-
íà àíàëiòè÷íà â òî÷öi ôóíêöiÿ äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨
òî÷êè ñóìîþ ñòåïåíåâîãî ðÿäó. Ç öi¹¨ òåîðåìè i íàñëiäêó (2.4.3) âèïëèâà¹ ùå
îäíà âàæëèâà âëàñòèâiñòü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Íàñëiäîê 2.4.4 Ôóíêöiÿ, àíàëiòè÷íà â äåÿêié îáëàñòi, ¹ íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíîþ â öié îáëàñòi.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî íàâiòü íåñêií÷åííà äèôåðåíöiéîâíiñòü äié-
ñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ â äåÿêîìó iíòåðâàëi (−ε, ε) äiéñíî¨ îñi ùå íå ¹ äîñòàòíüîþ
äëÿ ïðîäîâæåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ äî àíàëiòè÷íî¨ â òî÷öi z = 0.
Ïðèêëàä. Ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) = e−

1
x2 ïðè

x > 0 i f(x) = 0 ïðè x ≤ 0 ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ íà äiéñíié îñi,
ïðè÷îìó f (k)(0) = 0 äëÿ âñiõ k ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî íå iñíó¹ àíàëiòè÷íî¨ â
òî÷öi z = 0 ôóíêöi¨ F (z), òàêî¨ ùî F (x) = f(x) â äåÿêîìó iíòåðâàëi (−ε, ε)
äiéñíî¨ îñi. Äiéñíî, ÿêáè òàêà ôóíêöiÿ iñíóâàëà, çà òåîðåìîþ Òåéëîðà âîíà

äîïóñêàëà á ó äåÿêîìó îêîëi íóëÿ |z| < δ ïîäàííÿ F (z) =
∞∑
n=0

cnz
n. Ìîæíà

ââàæàòè, ùî δ < ε i òîìó f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n äëÿ x ∈ (−δ, δ). Àëå, ÿê âiäîìî,

n!cn = f (n)(0), n = 0, 1, 2, .... Òàêèì ÷èíîì, f(x) = 0 äëÿ x ∈ (−δ, δ), ùî
ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ f .

2.5 Ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ç ôóíêöiÿìè
àíàëiòè÷íèìè

Îçíà÷åííÿ 2.5.1 Äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ u(x, y) äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ, âè-
çíà÷åíà â îáëàñòi G ⊂ C, íàçèâà¹òüñÿ ãàðìîíi÷íîþ â öié îáëàñòi, ÿêùî âîíà
ìà¹ íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî â îáëàñòi G i â
êîæíié òî÷öi (x, y) äàíî¨ îáëàñòi G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëàïëàñà:

∆u :=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Îïåðàòîð ∆u íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, àáî ëàïëàñiàíîì ôóíêöi¨
u(x, y).

Äâi ãàðìîíi÷íi â îáëàñòi G ôóíêöi¨ u(x, y) i v(x, y) íàçèâàþòüñÿ ñïðÿæå-
íèìè ãàðìîíi÷íèìè â öié îáëàñòi, ÿêùî âñþäè â öié îáëàñòi âîíè ïîâ'ÿçàíi
óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà (2.3.2).

Òåîðåìà 2.5.1 (òåîðåìà ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê). Äëÿ àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) â îáëàñòi G íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ùîá ¨¨ äiéñíà i
óÿâíà ÷àñòèíè u(x, y) i v(x, y) áóëè ñïðÿæåíèìè ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè
â öié îáëàñòi.
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Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü îäðàçó âèïëèâà¹ ç êðèòåðiÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi
(2.3.1). Äiéñíî, ÿêùî ôóíêöi¨ u(x, y) i v(x, y) ¹ ñïðÿæåíèìè ãàðìîíi÷íèìè, òî
âîíè, ÿê ãàðìîíi÷íi, ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi, i òîìó äèôåðåíöiéîâ-
íi. Êðiì òîãî, âîíè ïîâ'ÿçàíi óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà, ÿê ñïðÿæååíi ãàðìîíi÷íi.
Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ óìîâè êðèòåðiÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ f(z).

Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. ßêùî ôóíêöiÿ f(z) = u(x, y)+iv(x, y) àíàëiòè÷íà â
îáëàñòi G, ¨¨ ïîõiäíó â äîâiëüíié òî÷öi z îáëàñòi G ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ
(2.3.3) êðèòåðiÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
, (2.5.1)

äå â äðóãié ðiâíîñòi âðàõîâàíi òàêîæ óìîâè Êîøi-Ðiìàíà.
Îñêiëüêè àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà, ¨¨ ïîõiäíà òà-

êîæ ¹ ôóíêöi¹þ àíàëiòè÷íîþ. À òîìó ¨¨ äiéñíà òà óÿâíà ÷àñòèíè ïîâ'ÿçàíi
óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøå, à ïîòiì äðóãå ïðåäñòàâëåííÿ
äëÿ ïîõiäíî¨ f ′(z) â ôîðìóëi (2.5.1), îòðèìà¹ìî öi óìîâè Êîøi-Ðiìàíà â äâîõ
íàñòóïíèõ ôîðìàõ:

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂y∂x
,

∂2u

∂y∂x
= −∂

2v

∂x2
(2.5.2)

i
∂2v

∂x∂y
= −∂

2u

∂y2
,

∂2v

∂y2
=

∂2u

∂x∂y
. (2.5.3)

ßêùî äëÿ f ′′(z) âèïèñàòè âñi ïðåäñòàâëåííÿ (¨õ áóäå ÷îòèðè), àíàëîãi÷íi ôîð-
ìóëàì (2.5.1), òî âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi ç ôîðìóë (2.5.2) i (2.5.3) áóäóòü ôiãóðàí-
òàìè öèõ ïðåäñòàâëåíü. Òîìó âñi öi ÷àñòèííi ïîõiäíi i òàêîæ ÷àñòèííi ïîõiäíi
ç ôîðìóëè (2.5.1) ¹ íåïåðåðâíèìè. Òîäi çà òåîðåìîþ Þíãà çìiøàíi ÷àñòèííi
ïîõiäíi ôóíêöi¨ u â ôîðìóëàõ (2.5.2) i (2.5.3) ðiâíi ìiæ ñîáîþ i òåæ ñàìå ñòîñó-
¹òüñÿ çìiøàíèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ v. Ç öüîãî çàóâàæåííÿ i ôîðìóë
(2.5.2) i (2.5.3) âèïëèâàþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi:

∂2u

∂x2
= −∂

2u

∂y2
, −∂

2v

∂x2
=
∂2v

∂y2
,

ÿêi îçíà÷àþòü, ùî ôóíêöi¨ u i v çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ëàïëàñà ∆2u ≡ 0
i ∆2v ≡ 0. Îòæå, öi ôóíêöi¨ ¹ ãàðìîíi÷íèìè. À îñêiëüêè ôóíêöi¨ u i v ¹
äiéñíîþ i óÿâíîþ ÷àñòèíîþ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f , âîíè çà êðèòåði¹ì äèôå-
ðåíöiéîâíîñòi ïîâ'ÿçàíi óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà. Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ u i v ¹
ñïðÿæåíèìè ãàðìîíi÷íèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ïðèêëàä. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöi¨ u(x, y) = ey cosx i v(x, y) = −ey sinx ¹

ñïðÿæåíèìè ãàðìîíi÷íèìè. Çâè÷àéíî, öå ìîæíà ïåðåâiðèòè çà îçíà÷åííÿì.
Àëå íàáàãàòî ïðîñòiøå ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî
äîñèòü äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ¹ àíàëiòè÷íîþ. Ìà¹ìî

f(z) = ey cosx−iey sinx = ey(cosx−i sinx) = eye−ix = ey−ix = e−i(x+iy) = e−iz .
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Î÷åâèäíî, ôóíêöiÿ f(z) = e−iz ¹ àíàëiòè÷íîþ, à òîìó çà òåîðåìîþ ïðî âçà¹-
ìîçâ'ÿçîê ôóíêöi¨ u(x, y) i v(x, y) ãàðìîíi÷íî ñïðÿæåíi.
Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ôóíêöi¨ u(x, y) i v(x, y) ¹ ãàðìîíi÷íî ñïðÿæå-

íèìè, òî i ôóíêöi¨ −v(x, y) i u(x, y) òàêîæ ãàðìîíi÷íî ñïðÿæåíi.

2.6 Çàäà÷à âiäíîâëåííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨

Íàñòóïíà çàäà÷à âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â áàãàòüîõ ïèòàííÿõ ìàòåìàòèêè
òà ¨¨ çàñòîñóâàíü.
Çàäà÷à âiäíîâëåííÿ. Â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi G çàäàíà ãàðìîíi÷íà ôóí-

êöiÿ. Çíàéòè àíàëiòè÷íó â öié îáëàñòi ôóíêöiþ, ÿêà ìà¹ çàäàíó ãàðìîíi÷íó
ôóíêöiþ ñâî¹þ äiéñíîþ (àáî óÿâíîþ ÷àñòèíîþ).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.5.1 ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i âiäíîâ-
ëåííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ çà ¨¨ äiéñíîþ (àáî óÿâíîþ) ÷àñòèíîþ çâîäèòüñÿ äî
çíàõîäæåííÿ â îáëàñòi G ôóíêöi¨, ãàðìîíi÷íî ñïðÿæåíî¨ äî çàäàíî¨ ãàðìîíi-
÷íî¨ ôóíêöi¨.
Çàóâàæåííÿ. Çà òi¹þ æ òåîðåìîþ ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê íåîáõiäíîþ óìîâîþ

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äàíî¨ çàäà÷i ¹ ãàðìîíi÷íiñòü çàäàíî¨ ôóíêöi¨.
Ïîêàæåìî, ùî â îäíîç'ÿçíî¨ îáëàñòi öÿ óìîâà i äîñòàòíÿ äëÿ iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i âiäíîâëåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó íàì ïîòðiáíi íà-
ñòóïãíi îçíà÷åííÿ i òåîðåìà ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Îçíà÷åííÿ 2.6.1 Äèôåðåíöiàëüíà ôîðìà P (x, y)dx+Q(x, y)dy íàçèâà¹òüñÿ
ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ s(x, y) â îáëàñòi G, ÿêùî öÿ ôóíêöiÿ s(x, y)
äèôåðåíöiéîâíà â îáëàñòi G i âñþäè â öié îáëàñòi âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∂s

∂x
= P (x, y) ,

∂s

∂y
= Q(x, y) .

Òåîðåìà 2.6.1 Äëÿ òîãî ùîá äèôåðåíöiàëüíà ôîðìà P (x, y)dx + Q(x, y)dy
áóëà ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ s(x, y) â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi G íåîáõi-
äíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ íàñòóàíî¨ óìîâè â öié îáëàñòi

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
. (2.6.1)

Ïðè âèêîíàííi öi¹¨ óìîâè ôóíêöiÿ s(x, y) äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi

s(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy + C,

à êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë ó öüîìó ïðåäñòàâëåííi íå çàëåæèòü âiä êðèâî¨,
ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè (x0, y0) òà (x, y) i ëåæèòü â îáëàñòi G.

Ç òåîðåìè 2.6.1 âæå íåâàæêî âèâåñòè ðîçâ'çíiñòü çàäà÷i âiäíîâëåííÿ. Âîíà
¹ íàñëiäêîì íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
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Òåîðåìà 2.6.2 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãàðìîíi÷íî¨ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi G ôóíêöi¨
u(x, y) iñíó¹ ñïðÿæåíà ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ v(x, y), ùî äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëå-
ííÿ ó âèãëÿäi

v(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

−∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy + C, (2.6.2)

à êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë ó öüîìó ïðåäñòàâëåííi íå çàëåæèòü âiä êðèâî¨,
ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè (x0, y0) òà (x, y) i ëåæèòü â îáëàñòi G.

.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî äèôåðåíöiàëüíà ôîðìà ïiä çíà-

êîì iíòåãðàëó â ôîðìóëi (2.6.2) ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì. Äëÿ öüîãî çãiäíî ç
òåîðåìîþ 2.6.1 äîñèòü, ùîá öÿ ôîðìà çàäîâîëüíÿëà óìîâó 2.6.1 öi¹¨ òåîðåìè,
òîáòî

∂

∂y

(
−∂u
∂y

)
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
.

Öÿ óìîâà (∆u ≡ 0) âèêîíó¹òüñÿ â îáëàñòi G îñêiëüêè çàäàíà ôóíêöiÿ u ¹
ãàðìîíi÷íîþ â öié îáëàñòi. Òîìó çà òåîðåìîþ 2.6.1 ôóíêöiÿ v ¹ ïîâíèì äèôå-
ðåíöiàëîì äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè ç ôîðìóëè (2.6.2) i çà îçíà÷åííÿì ïîâíîãî
äèôåðåíöiàëó âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∂v

∂x
= −∂u

∂y
,

∂v

∂y
=
∂u

∂x
,

òîáòî ôóíêöi¨ u i v ïîâ'ÿçàíi óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà. Êðiì òîãî, öi ôóíêöi¨
äèôåðåíöiéîâíi, òàê ÿê ôóíêöiÿ u ãàðìîíi÷íà, à ôóíêöiÿ v ¹ ïîâíèì äèôå-
ðåíöiàëîì. Îòæå, äëÿ ôóíêöi¨ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) âèêîíóþòüñÿ óìîâè
êðèòåðiÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi 2.3.1 i âîíà ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ. Òîäi çà òåîðå-
ìîþ ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê 2.5.1 ôóíöi¨ u i v ñïðÿæåíi ãàðìîíi÷íi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i âiäíîâëåííÿ i çíàõîäæåííÿ ñïðÿæå-

íî¨ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà òàêîæ ñêîðèñòàòèñÿ óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà.
Ïðèêëàä. Çíàéòè àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ f = u(x, y) + iv(x, y) iç çàäàíîþ

óÿâíîþ ÷àñòèíîþ Imf(z) = y + ex cos y.
Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ â iñíóâàííi òàêî¨ ôóíêöi¨. Íåîáõiäíîþ (i äîñòà-

òíüîþ) óìîâîþ äëÿ öüîãî ¹ ãàðìîíi÷íiñòü ôóíêöi¨ v(x, y) = y + ex cos y. Ïå-
ðåâiðèìî öþ óìîâó. Ìà¹ìî

∂v

∂x
= ex cos y ,

∂v

∂y
= 1−ex sin y ,

∂v2

∂x2
= ex cos y ,

∂v2

∂y2
= −ex cos y . (2.6.3)

Îòæå, âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöi¨ v(x, y) äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, ÿê
òi ùî ôiãóðóþòü â ôîðìóëàõ (2.6.3), òàê i äâi çìiøàíi, ùî âiäñóòíi â íèõ,
î÷åâèäíî, ¹ íåïåðåðâíèìè i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëàïëàñà ∆v ≡ 0. Òàêèì ÷èíîì,
ôóíêöiÿ v(x, y) ¹ ãàðìîíi÷íîþ i òîìó çàäà÷à âiäíîâëåííÿ ðîçâ'ÿçíà.
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó îá÷èñëèìî ôóíêöiþ, ñïðÿæåíó äî ôóíêöi¨
v(x, y). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòàòà¹ìîñÿ óìîâàìè Êîøi-Ðiìàíà i ðåçóëüòàòàìè îá-
÷èñëåíü (2.6.3). Ìà¹ìî

∂u

∂x
=
∂v

∂y
= 1− ex sin y .

Çâiäñè, iíòåãðóþ÷è çà çìiííîþ x, îòðèìà¹ìî

u(x, y) = x− ex sin y + C(y) .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ C(y) ïiäñòàâèìî çíàéäåíó ôóíêöiþ u(x, y) i âiäîìó
ôóíêöiþ v(x, y) â äðóãó óìîâó Êîøi-Ðiìàíà ∂u

∂y = −∂v
∂x . Ìàòèìåìî

−ex cos y + C ′(y) = −ex cos y .

Òàêèì ÷èíîì, C(y) = C, u(x, y) = x− ex sin y + C i

f(z) = x− ex sin y + C + i(y + ex cos y) = z + ieiz + C, C ∈ R.

2.7 Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò àðãóìåíòà i ìîäóëÿ ïîõiäíî¨

Ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ w = f(z) êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ âèâ÷àþòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì. Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi àðãóìåíòiâ z çàäàþòü êðèâó γ
i çíàõîäÿòü ¨¨ îáðàç γ′ ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ w = f(z) íà ïëîùèíi
çíà÷åíü w. Êîæíà ôóíêöiÿ ìà¹ õàðàêòåðíå ñiìåéñòâî êðèâèõ i ¨õ îáðàçiâ. Òàêi
ïàðè ñiìåéñòâ i ¹ ãåîìåòðè÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ âiäîáðàæåíü ôóíêöiÿìè
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Â òàêèõ ïèòàííÿõ âàæëèâî çíàòè ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ
âåëè÷èí Argf ′(z) i |f ′(z)|.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi z0, ïðè÷îìó f ′(z0) 6= 0 (?).
Ðîçãëÿíåìî êðèâó γ, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì z = z(t), α ≤ t ≤ β, i ïðî-

õîäèòü ÷åðåç òî÷êó z0 = z(t0), t0 ∈ (α, β), ïðè÷îìó. z′(t0) 6= 0. Ãåîìåòðè÷íî
îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî êðèâà γ â òî÷öi z = z(t0) ìà¹ äîòè÷íó. ×åðåç θ
ïîçíà÷èìî êóò, ùî óòâîðþ¹ äîòè÷íà äî êðèâî¨ γ â òî÷öi z0 ç äîäàòíèì íà-
ïðÿìêîì îñi àáñöèññ. Òîäi θ = Argz′(t0).

Íåõàé γ′− îáðàç êðèâî¨ γ ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ w = f(z). �¨ ðiâíÿííÿ
ìà¹ âèãëÿä w = f(z(t)), t ∈ (α, β). Çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ ñóïåðïî-
çèöi¨ ôóíêöié w′(t0) = f ′(z0)z

′(t0) i çà óìîâè (?) êðèâà γ′ òî÷öi w0 = f(z0)
òàêîæ ìà¹ äîòè÷íó. ×åðåç θ′ ïîçíà÷èìî êóò, ùî óòâîðþ¹ äîòè÷íà äî êðèâî¨
γ′ â òî÷öi w0 ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì îñi àáñöèññ. Òîäi

θ′ = Argw′(t0) = Argf ′(z0) + Argz′(t0) = θ + Argf ′(z0) . (2.7.1)

.

Îçíà÷åííÿ 2.7.1 Êóò θ′− θ íàçèâà¹òüñÿ êóòîì ïîâîðîòó êðèâî¨ γ â òî÷öi z0
ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ w = f(z).
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Iíøèìè ñëîâàìè, êóòîì ïîâîðîòó êðèâî¨ γ â òî÷öi z0 ïðè âiäîáðàæåííi
ôóíêöi¹þ f(z) íàçèâà¹òüñÿ êóò, íà ÿêèé ïîâåðòà¹òüñÿ äîòè÷íà äî êðèâî¨ γ â
òî÷öi z0, ïðè âiäîáðàæåííi öi¹þ ôóíêöi¹þ.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ i ôîðìóëè (2.7.1) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ùî
âèðàæà¹ ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ àðãóìåíòó ïîõiäíî¨.

Òâåðäæåííÿ 2.7.1 Äëÿ âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (?), àðãó-
ìåíò ïîõiäíî¨ f ′(z0) äîðiâíþ¹ êóòîâi ïîâîðîòó êðèâî¨ γ â òî÷öi z0 ïðè âiä-
îáðàæåííi ôóíêöi¹þ f(z), òîáòî Argf ′(z0) = θ′ − θ.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ îäðàçó âèïëèâàþòü òàêi íàñëiäêè.
Íàñëiäîê 1. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (?), êóò ïîâîðîòó

êðèâî¨ γ â òî÷öi z0 íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êðèâî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ
òî÷êó.

Iíøèìè ñëîâàìè, âñi êðèâi, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó z0, âiäîáðàæåííÿì,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (?), ïîâåðòàþòüñÿ íà îäèí i òîé æå êóò.
Íàñëiäîê 2. Âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ f(z), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (?),

çáåðiãà¹ êóòè ìiæ êðèâèìè, òîáòî êóò ìiæ êðèâèìè γ1 i γ2, ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåç òî÷êó z0 äîðiâíþ¹ êóòîâi ìiæ ¨õ îáðàçàìè f(γ1) i f(γ2).

Òåïåð ç'ÿñó¹ìî ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ ìîäóëÿ ïîõiäíî¨.

Îçíà÷åííÿ 2.7.2 Êîåôiöi¹íòîì kγ ëiíiéíîãî ðîçòÿãó âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi-
¹þ w = f(z) â òî÷öi z0 óçäîâæ êðèâî¨ γ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

kγ := lim
∆z→0,z0+∆z∈γ

|∆f |
|∆z|

.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (?),
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

|f ′(z0)| = kγ = k . (2.7.2)

Ç ðiâíîñòi (2.7.2) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.7.2 Äëÿ âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (?),
ìîäóëü ïîõiäíî¨ |f ′(z0)| â òî÷öi z0 äîðiâíþ¹ êîåôiöi¹íòîâi k ëiíiéíîãî ðîç-
òÿãó âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ w = f(z) â òî÷öi z0 i öåé êîåôiöi¹íò íå çàëå-
æèòü âiä âèáîðó êðèâî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òîêó z0.

Ó öüîìó ðàçi ãîâîðÿòü, ùî âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ w = f(z) ìà¹ ñòàëèé
êîåôiöi¹íò ëiíiéíîãî ðîçòÿãó â òî÷öi z0 ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìêó.
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ f(z) = az + b.

Òàê ÿê f ′(z) = a äëÿ äîâiëüíîãî z, òî çãiäíî ç ãåîìåòðè÷íèì çìiñòîì àð-
ãóìåíòà i ìîäóëÿ ïîõiäíî¨, âiäîáðàæåííÿ w = az çäiéñíþ¹ äâà ïåðåòâîðåí-
íÿ: 1) ïîâîðîò áóäü-ÿêîãî âåêòîðà íà êóò arg a i 2) ðîçòÿã áóäü-ÿêîãî âåêòî-
ðà â |a| ðàçiâ. À îñêiëüêè îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çäiéñíþ¹-
òüñÿ çà ïðàâèëîì äîäàâàííÿ âåêòîðiâ, ùî ¨õ çîáðàæóþòü, òî ëiíiéíà ôóíêöiÿ
f(z) = az + b, êðiì öèõ äâîõ ïåðåòâîðåíü ùå çäiéñíþ¹ ïàðàëåëüíèé çñóâ íà
âåêòîð b.

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíà ôóíêöiÿ çäiéñíþ¹ ïåðåòâîðåííÿ ïîäiáíîñòi.
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Ïðèêëàä 2. ×è iñíó¹ ëiíiéíà ôóíêöiÿ f(z) = az + b, ÿêà âiäîáðàæà¹
òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ 0, 2, i íà òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ
i,−3i, 2 + i? ßêùî iñíó¹, çíàéòè ¨¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî âêàçàíi òðèêóòíèêè ïîäiáíi. Òîìó çãiäíî ç
ïîïåðåäíiì ïðèêëàäîì òàêà ëiíiéíà ôóíêöiÿ iñíó¹. ßñíî, ùî øóêàíà ôóí-
êöiÿ ïîâèííà çäiéñíèòè íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ: 1) ïîâîðîò íà êóò −π/4, 2)
ðîçòÿã â 2 ðàçè, 3) ïàðàëåëüíèé çñóâ íà âåêòîð i. Äëÿ öüîãî çãiäíî ç ïî-
ïåðåäíiì ïðèêëàäîì ïîòðiáíî ùîá arg a = −π/4, |a| = 2, b = i. Îòæå,
a = 2(cos(−π/4) + i sin(−π/4)) =

√
2(1− i) i f(z) =

√
2(1− i)z + i.

Ïîíÿòòÿ ïðî êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.7.3 Âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ w = f(z) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðì-
íèì â òî÷öi z0, ÿêùî âîíî çáåðiãà¹ êóòè ìiæ êðèâèìè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç
öþ òî÷êó i ìà¹ ñòàëèé êîåôiöiåíò ëiíiéíîãî ðîçòÿãó â öié òî÷öi ó áóäü-ÿêîìó
íàïðÿìêó.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ, íàñëiäêó 2 òâåðäæåííÿ 2.7.1 i òâåðäæåííÿ 2.7.2 âèïëè-
âà¹ äîñòàòíÿ óìîâà êîíôîðìíîñòi â òî÷öi.

Òâåðäæåííÿ 2.7.3 Âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (?), ¹
êîíôîðìíèì â òî÷öi z0.

Ç'ÿñó¹ìî ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (?), Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî òàêå âiäîáðàæåííÿ â ìàëîìó îêîëi òî÷êè
z0 äîïóñêà¹ íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ

f(z) = f(z0) + f ′(z)∆z + o(∆z), (2.7.3)

Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 1 âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ f(z0) + f ′(z)∆z ¹
ïåðåòâîðåííÿì ïîäiáíîñòi. Òàêèì ÷èíîì, ç (2.7.3) âèïëèâà¹, ùî â ìàëîìó îêîëi
òî÷êè z0 ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöi¹þ f(z) ç òî÷íiñòþ äî íåñêií÷åííî ìàëèõ áiëüø
âèñîêîãî ïîðÿäêó íiæ ∆z ¹ ïåðåòâîðåííÿì ïîäiáíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.7.4 Âiäîáðàæåííÿ w = f(z) íàçèâà¹òüñÿ îäíîëèñòèì â îáëàñòi
G, ÿêùî áóäü-ÿêó ïàðó z1, z2 ðiçíèõ òî÷îê îáëàñòi G âîíî ïåðåâîäèòü ó ïàðó
ðiçíèõ îáðàçiâ.

Iíøèìè ñëîâàìè, îäíîëèñòå âiäîáðàæåííÿ w = f(z) � öå ái¹êöiÿ ìíîæèíè
G íà f(G). Îòæå, äëÿ îäíîëèñòîãî âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ
f−1 : f(G)→ G.

Îçíà÷åííÿ 2.7.5 Âiäîáðàæåííÿ w = f(z) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì â îáëà-
ñòi G, ÿêùî âîíî îäíîëèñòå â öié îáëàñòi i êîíôîðìíå â êîæíié ¨¨ òî÷öi.
Çàóâàæåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ ìîæå áóòè êîíôîðìíèì â êîæíié òî÷öi îáëà-

ñòi, àëå íå êîíôîðìíèì â îáëàñòi. Ïðèêëàäîì òàêîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ âiäîáðà-
æåííÿ ôóíêöi¹þ f(z) = z2 â îáëàñòi {z : 0 < |z| < 1}. Çà òâåðäæåííÿì 2.7.3
âîíî êîíôîðìíå â öié îáëàñòi, àëå, î÷åâèäíî, íå ¹ îäíîëèñòèì.
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Ðîçäië 3

Òåîðiÿ iíòåãðàëó Êîøi

.

3.1 Êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë

.
Íåõàé γ− ñïðÿìëþâàíà êðèâà, òîáòî òàêà êðèâà, äëÿ ÿêî¨ ìíîæèíà äîâ-

æèí óñiõ âïèñàíèõ â íå¨ ëàìàíèõ îáìåæåíà. Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà
öi¹¨ ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ äîæèíîþ êðèâî¨ γ.

Íåõàé íà êðèâié çàäàíà ôóíêöiÿ f(z).
Ðîçãëÿíåìî ðîçòèí êðèâî¨ γ íà äóãè γ1, γ2,..., γn òî÷êàìè z0, z1, z2,...½zn,

äå z0− ïî÷àòîê, à zn− êiíåöü êðèâî¨ γ. ×åðåç lk, k = 1, 2, ..., n, ïîçíà÷èìî
äîâæèíó äóãè γk i ïîêëàäåìî Ln := max

1≤k≤n
lk. Íà êîæíié äóçi γk îáåðåìî òî÷êó

ξk i óòâîðèìî iíòåãðàëüíó ñóìó Sn =
n∑
k=1

f(ξk)(zk − zk−1).

ßêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim
Ln→0

Sn, ïðè÷îìó âîíà íå çàëåæèòü âiä âèáî-

ðó òî÷îê ξk ∈ γk, òî öÿ ãðàíèöÿ íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì
∫
γ

f(z)dz âiä ôóíêöi¨

f(z) óçäîâæ êðèâî¨ γ, òîáòî∫
γ

f(z)dz := lim
Ln→0

n∑
k=1

f(ξk)(zk − zk−1), (3.1.1)

à ñàìà ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíîþ óçäîâæ êðèâî¨ γ.

Òåîðåìà 3.1.1 ßêùî ôóíêöiÿ f(z) íåïåðåðâíà íà ñïðÿìëþâàíié êðèâié γ,
òî âîíà iíòåãðîâíà óçäîâæ öi¹¨ êðèâî¨. Áiëüøå òîãî,∫

γ

f(z)dz =

∫
γ

[u(x, y)dx− v(x, y)dy] + i

∫
γ

[v(x, y)dx+ u(x, y)dy] . (3.1.2)

Äîâåäåííÿ. Âèäiëèìî â iíòåãðàëüíié ñóìi Sn äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè. Íå-
õàé f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ∆zk := zk − zk−1 = ∆xk + i∆yk, ξk = αk + iβk.
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Òîäi

Sn =
n∑
k=1

f(ξk)∆zk =
n∑
k=1

[u(αk, βk) + iv(αk, βk)] (∆xk + i∆yk) =

=
n∑
k=1

[u(αk, βk)∆xk − v(αk, βk)∆yk] + i
n∑
k=1

[v(αk, βk)∆xk + u(αk, βk)∆yk] .

Îòæå, äiéñíà ReSn i óÿâíà ImSn ÷àñòèíè ñóìè Sn ¹ iíòåãðàëüíèìè ñóìàìè
äëÿ íàñòóïíèõ äâîõ iíòåãðàëiâ∫

γ

[u(x, y)dx− v(x, y)dy] ,

∫
γ

[v(x, y)dx+ u(x, y)dy]

âiäïîâiäíî. Öi iíòåãðàëè, ÿê âiäîìî ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, çà óìîâ
äàíî¨ òåîðåìè iñíóþòü, òîìó ùî ôóíêöi¨ v(x, y) i u(x, y) íåïåðåðâíi, ÿê äiéñíà i
óÿâíà ÷àñòèíè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(z). Òàêèì ÷èíîì, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi
â ðiâíîñòi äëÿ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè Sn, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (3.1.2).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ. Ç ôîðìóëè (3.1.2) âèïëèâà¹, ùî âñi âëàñòèâîñòi êðèâîëiíié-

íèõ iíòåãðàëiâ ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ôîðìóëè, âiäîìi ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó, ìàþòü ìiñöå i äëÿ êðèâîëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ

∫
γ

f(z)dz.

Àíàëîãi÷íî (3.1.1) ââîäèòüñÿ iíòåãðàë
∫
γ

f(z)|dz|, ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíèõ

ñóì
n∑
k=1

f(ξk)|zk − zk−1| (ÿêùî âîíà iñíó¹, ñêií÷åííà, i íå çàëåæèòü âiä âèáîðó

òî÷îê ξk). ßêùî ôóíêöiÿ f(z) äiéñíîçíà÷íà, öåé iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ ç âiäî-
ìèì iç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó êðèâîëiíiéíèì iíòåãðàëîì ïåðøîãî ðîäó.
Çîêðåìà, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü ∫

γ

|dz| = l(γ), (3.1.3)

äå l(γ) = äîâæèíà êðèâî¨ γ. Çàçíà÷èìî, ùî∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
γ

|f(z)||dz|.

Öÿ íåðiâíiñòü îäðàçó âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(ξk)(zk − zk−1)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|f(ξk)||zk − zk−1|

äëÿ âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëüíèõ ñóì çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó.
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Òåîðåìà 3.1.2 (ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó). ßêùî
ôóíêöiÿ f(z) íåïåðåðâíà íà êóñêîâî-ãëàäêié êðèâié γ, ùî çàäàíà ðiâíÿííÿì
z = z(t), t ∈ [α, β], òî ∫

γ

f(z)dz =

β∫
α

f(z(t))z′(t)dt. (3.1.4)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z(t) = x(t) + y(t). Çàñòîñîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.1.2) i îá-
÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ ç
êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ôîðìóë, ìàòèìåìî∫

γ

f(z)dz =

∫
γ

[u(x, y)dx− v(x, y)dy] + i

∫
γ

[v(x, y)dx+ u(x, y)dy] =

=

β∫
α

[u(x(t), y(t))x′(t)dt− v(x(t), y(t))y′(t)dt] +

+i

β∫
α

[v(x(t), y(t))x′(t)dt+ u(x(t), y(t))y′(t)dt] =

β∫
α

f(z(t))z′(t)dt.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè

∫
|z−a|=r

(z − a)ndz, n ∈ Z. Ïàðàìòðè÷íå ðiâíÿííÿ

êîëà |z − a| = r ìà¹ âèä z(t) = a + reit, t ∈ [0, 2π]. Òîäi çà ôîðìóëîþ (3.1.4)
ìà¹ìî∫

|z−a|=r

(z − a)ndz = irn+1

2π∫
0

ei(n+1)tdt = irn+1e
i(n+1)t|2π0
n+ 1

= 0, n 6= −1;

∫
|z−a|=r

(z − a)ndz = irn+1

2π∫
0

ei(n+1)tdt = 2πi, n = −1.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè
∫
γ

zndz, , n ∈ Z, n 6= −1, äå γ− êóñêîâî-ãëàäêà

êðèâà ç ðiâíÿííÿì z = z(t), t ∈ [α, β]. Çà ôîðìóëîþ (3.1.4) ìà¹ìî∫
γ

zndz =

β∫
α

zn(t)z′(t)dt =
1

n+ 1

β∫
α

[
zn+1(t)

]′
dt =

1

n+ 1

[
zn+1(β)− zn+1(α)

]
.

Çîêðåìà, äëÿ çàìêíóòî¨ êðèâî¨ γ öåé iíòåãðàë äîðiâíþ¹ 0.

29



3.2 Iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi

.
Îäíà ç íàéâàæëèâiøèõ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âèðàæà¹òüñÿ

íàñòóïíîþ òåîðåìîþ. Ïiçíiøå áóäå ç'ÿñîâàíî, ùî öÿ âëàñòèâiñòü ¹ õàðàêòå-
ðèñòè÷íîþ (äèâ. òåîðåìó 3.6.5).

Òåîðåìà 3.2.1 (Êîøi). ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â îäíîçâ'ÿçíié îáëà-
ñòi G ⊂ C, òî äëÿ áóäü ÿêî¨ çàìêíóòî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γ ⊂ G âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∫

γ

f(z)dz = 0. (3.2.1)

Íàâåäåíå íèæ÷å äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàëåæèòü ïîëüñêîìó ìàòåìàòèêó
Ãóðñà. Öåíòðàëüíîþ ÷àñòèíîþ öüîãî äîâåäåííÿ ¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 3.2.2 (Êîøi-Ãóðñà). Çà óìîâ òåîðåìè Êîøi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫
∂∆

f(z)dz = 0,

äå iíòåãðàë áåðåòüñÿ óçäîæ ìåæi äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà ∆, ùî ìiñòè-
òüñÿ â îáëàñòi G.

Äîâåäåííÿ ëåìè. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: iñíó¹ òðèêóòíèê ∆ ⊂ G, äëÿ
ÿêîãî ∣∣∣∣∣∣

∫
∂∆

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =: M > 0.

Ðîçäiëèìî òðèêóòíèê ∆ ñåðåäíiìè ëiíiÿìè íà ÷îòèðè ìåíøèõ òðèêóòíèêà ∆i,
i = 1, ..., 4. ßñíî, ùî ∫

∂∆

f(z)dz =
4∑
i=1

∫
∂∆i

f(z)dz.

Òîìó ñåðåä òðèêóòíèêiâ ∆i, i = 1, ..., 4, çíàéäåòüñÿ òàêèé (ïîçíà÷èìî éîãî
∆1), ùî ∣∣∣∣∣∣

∫
∂∆1

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≥ M

4
, p(∆1) =

p(∆)

2
,

äå ñèìâîëîì p(∆) ïîçíà÷åíî ïåðèìåòð òðèêóòíèêà ∆.
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Òðèêóòíèê ∆1 çíîâó ðîçäiëèìî ñåðåäíiìè ëiíiÿìè íà ÷îòèðè ìåíøèõ òðè-
êóòíèêà ∆i

1, i = 1, ..., 4. ßñíî, ùî∫
∂∆1

f(z)dz =
4∑
i=1

∫
∂∆i

1

f(z)dz.

Òîìó ñåðåä òðèêóòíèêiâ ∆i
1, i = 1, ..., 4, çíàéäåòüñÿ òàêèé (ïîçíà÷èìî éîãî

∆2), ùî ∣∣∣∣∣∣
∫
∂∆2

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≥ M

42
, p(∆2) =

p(∆)

22
.

Ïðîäîâæóþ÷è òàêi ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ òðè-
êóòíèêiâ

G ⊃ ∆ ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ ... ⊃ ∆n ⊃ ...,

òàêèõ ùî ∣∣∣∣∣∣
∫
∂∆n

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≥ M

4n
, p(∆n) =

p(∆)

2n
. (3.2.2)

Çà ïðèíöèïîì âêëàäåíèõ êîìïàêòiâ, äiàìåòðè ÿêèõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ, iñíó¹

òî÷êà z0 ∈
∞⋂
n=1

∆n. Òîäi z0 ∈ G, à îñêiëüêè ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà â

îáëàñòi G, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
z ∈ B(z0, δ) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0
− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε.

Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî ìè ïîçíà÷èìî âèðàç ïiä çíàêîì ìîäóëÿ ÷åðåç α(z), òî
ôóíêöiÿ f(z) äîïóñêà¹ ïîäàííÿ

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + α(z)(z − z0), (3.2.3)

ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |α(z)| < ε äëÿ z ∈ B(z0, δ).
Òàê ÿê p(∆n)→ 0, ïðè÷îìó âñi òðèêóòíèêè ∆n ìiñòÿòü òî÷êó z0, òî iñíó¹

òàêèé òðèêóòíèê, ùî ∆n ⊂ B(z0, δ). Äëÿ òî÷îê z öüîãî òðèêóòíèêà âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |α(z)| < ε. Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíiñòü (3.2.3) óçäîâæ ãðàíèöi
öüîãî òðèêóòíèêà ∆n. Ìàòèìåìî∫

∂∆n

f(z)dz = f(z0)

∫
∂∆n

dz + f ′(z0)

∫
∂∆n

(z − z0)dz +

∫
∂∆n

α(z)(z − z0)dz,
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Ïåðøi äâà iíòåãðàëè ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi äîðiâíþþòü íóëþ çãiäíî ç
ïðèêëàäîì 2 ðîçäiëó 3.1. Òîìó∫

∂∆n

f(z)dz =

∫
∂∆n

α(z)(z − z0)dz.

Î÷åâèäíî, äëÿ òî÷îê z ∈ ∆n ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü |z−z0| < p(∆n). Âðàõîâóþ÷è
òàêîæ (3.2.2) i íåðiâíiñòü |α(z)| < ε äëÿ òî÷îê z ∈ ∆n, îòðèìó¹ìî îöiíêó

M

4n
≤

∣∣∣∣∣∣
∫
∂∆n

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε p(∆n)

∫
∂∆n

|dz| = ε p2(∆n) = ε
p2(∆)

4n
.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìà¹ìî îöiíêó M ≤ εp2(∆), ùî ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ M > 0.

Ëåìà äîâåäåíà.
Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè Êîøi.

Ëåìà 3.2.3 (Ãåéíå-Áîðåëÿ). Ç áóäü-ÿêîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ (òîáòî ïî-
êðèòòÿ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè) êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè A ⊂ C ìîæíà
âèäiëèòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: iñíó¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ P = {Gα}α
ìíîæèíè A, ÿêå íå ìiñòèòü ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà A ¹
êîìïàêòíîþ, âîíà îáìåæåíà, à òîìó ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó êâàäðàòiK çi ñòîðî-
íàìè ïàðàëåëüíèìè âiñÿì êîîðäèíàò. Ðîçiá'¹ìî êâàäðàò K íà ÷îòèðè ðiâíèõ
êâàäðàòè. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì äëÿ îäíîãî ç öèõ ÷îòèðüîõ êâàäðàòiâ (ïî-
çíà÷èìî éîãî ÷åðåç K1) ìíîæèíà A

⋂
K1 íå ìà¹ ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Öåé êâàäðàò K1 çíîâó ðîçiá'¹ìî íà ÷îòèðè ðiâíèõ êâàäðàòè. Çãiäíî ç ïðè-
ïóùåííÿì äëÿ îäíîãî ç öèõ ÷îòèðüîõ êâàäðàòiâ (ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç K2)
ìíîæèíà A

⋂
K2 íå ìà¹ ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ. Ïðîäîâæóþ÷è òàêi ìiðêó-

âàííÿ, îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü êâàäðàòiâ K ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ ... ⊃ Kn ⊃ ...,
äiàìåòðè ÿêèõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ, ïðè÷îìó äëÿ ìíîæèíè An := A

⋂
Kn íå

iñíó¹ ñêií÷åííîãî ïiäïîêðèòòÿ.

Çà ïðèíöèïîì âêëàäåíèõ êîìïàêòiâ iñíó¹ òî÷êà a ∈
∞⋂
n=1

An. Öÿ òî÷êà z0

ïîêðèâà¹òüñÿ äåÿêèì åëåìåíòîì Gα ïîêðèòòÿ P . Àëå, îñêiëüêè äiàìåòðè ìíî-
æèí An ïðÿìóþòü äî íóëÿ i âñi ìíîæèíè An ìiñòÿòü òî÷êó z0, iñíó¹ òàêå n,
ùî An ⊂ G. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà An ïîêðèâà¹òüñÿ îäíèì åëåìåíòîì
ïîêðèòòÿ, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ìíîæèíè An.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 3.2.4 Íåõàé êðèâà γ ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G ⊂ C. Òîäi iñíó¹ òàêà
îáëàñòü D, ùî γ ⊂ D, D ⊂ C.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êðèâà γ, ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç âiäðiçêà, ¹
êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ. Îñêiëüêè êðèâà γ ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G, êîæíà ¨¨
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òî÷êà z ìà¹ òàêèé îêië Bz, ùî Bz ⊂ G. Çà ëåìîþ Ãåéíå-Áîðåëÿ ç âiäêðèòîãî
ïîêðèòòÿ {Bz}z∈γ êðèâî¨ γ ìîæíà âèäiëèòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Bzk}nk=1.

Òîäi ìíîæèíà D :=
n⋃
k=1

Bzk ¹ îáëàñòþ, ïðè÷îìó γ ⊂ D, D =
n⋃
k=1

Bzk ⊂ G.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 3.2.5 Íåõàé ñïðÿìëþâàíà êðèâà γ ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G ⊂ C, à
ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â öié îáëàñòi. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêà
ëàìàíà P , âïèñàíà â êðèâó γ, ùî∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z)dz −
∫
P

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 3.2.4 iñíó¹ òàêà îáëàñòü D, ùî γ ⊂ D, D ⊂ C. Òàê
ÿê çàìêíåíà îáëàñòü D íå ìiñòèòü òî÷êó∞, âîíà îáìåæåíà i òîìó êîìïàêòíà.
Îòæå, íåïåðåðâíà íà öié êîìïàêòíié ìíîæèíi ôóíêöiÿ f , çà âiäîìîþ òåîðå-
ìîþ Ðiìàíà ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà D, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹
òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ z, z′ ∈ D, |z − z′| < δ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
|f(z)− f(z′)| < ε.

Ïîáóäó¹ìî ðîçáèòòÿ êðèâî¨ γ òî÷êàìè z0, z1, z2, ..., zn (äå z0, zn− ïî÷àòîê i
êiíåöü êðèâî¨ γ âiäïîâiäíî), ùî çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè:

1) lk := l(γk) < δ, äå lk− äîâæèíà äóãè γk êðèâî¨ γ ìiæ òî÷êàìè zk i zk+1;
2) âiäðiçîê Pk := [zk, zk+1] ìiñòèòüñÿ â çàìêíåíié îáëàñòi D.
Ïîêëàäåìî ∆zk := zk+1 − zk i ÷åðåç P ïîçíà÷èìî ëàìàíó ç âåðøèíàìè â

òî÷êàõ z0, z1, ..., zn. Òîäi ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz −
∫
P

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
γk

f(z)dz −
n−1∑
k=0

∫
Pk

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
γk

f(z)dz −
n−1∑
k=0

f(zk)∆zk

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
Pk

f(z)dz −
n−1∑
k=0

f(zk)∆zk

∣∣∣∣∣∣ =: S1 + S2.

Îñêiëüêè ∆zk =
∫
γk

dz (äèâ. ïðèêëàä 2 ðîçäiëó 3.1), òî

S1 =

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
γk

[f(z)− f(zk)]dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

∫
γk

|f(z)− f(zk)| |dz| ≤

≤ ε

n−1∑
k=0

∫
γk

|dz| ≤ ε

n−1∑
k=0

l(γk) = εl(γ).
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Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè ∆zk =
∫
Pk

dz (äèâ. ïðèêëàä 2 ðîçäiëó 3.1), òî

S2 =

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
Pk

[f(z)− f(zk)]dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

∫
Pk

|f(z)− f(zk)| |dz| ≤

≤ ε
n−1∑
k=0

∫
Pk

|dz| ≤ ε
n−1∑
k=0

l(Pk) = εl(P ) ≤ εl(γ).

Òàêèì ÷èíîì, ∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz −
∫
P

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ < 2εl(γ).

Çâiäñè, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ε, âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè Êîøi. Çà ëåìîþ Êîøi-Ãóðñà òâåðäæåííÿ òåîðåìè
Êîøi âèêîíó¹òüñÿ äëÿ γ = ∂∆.

Íåõàé äàëi γ = ∂M− ìåæà äîâiëüíîãî îïóêëîãî n−êóòíèêà, n > 3. Çàôi-
êñó¹ìî áóäü-ÿêó éîãî âåðøèíó i ïðîâåäåìî ç íå¨ äiàãîíàëi â óñi iíøi âåðøèíè
ìíîãîêóòíèêà, îêðiì ñóñiäíiõ ç ôiêñîâàíîþ. Öi¹þ ïîáóäîâîþ ìíîãîêóòíèêM
áóäå ðîçáèòî íà òðèêóòíèêè ∆k, k = 1, ..., n− 2. ßñíî, ùî∫

∂M

f(z)dz =
n−2∑
k=1

∫
∂∆k

f(z)dz.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi i ëåìè Êîøi-Ãóðñà âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè Êîøi äëÿ
ìåæi äîâiëüíîãî îïóêëîãî ìíîãîêóòíèêà.

Íåõàé òåïåð γ = ∂M− ìåæà äîâiëüíîãî ìíîãîêóòíèêà M . Ìîæíà ïîêà-
çàòè, ùî ìåæó ìíîãîêóòíóêà M ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ ìåæ
îïóêëèõ ìíîãîêóòíèêiâ Mk, òàê ùî∫

∂M

f(z)dz =
∑
k

∫
∂Mk

f(z)dz.

Îñêiëüêè âæå áóëî äîâåäåíî, ùî âñi iíòåãðàëè ó ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi
äîðiâíþþòü íóëþ, òî òåîðåìà äîâåäåíà äëÿ äëÿ ìåæi äîâiëüíîãî ìíîãîêóòíè-
êà, òîáòî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíóòî¨ ëàìàíî¨ P .

Íåõàé, íàðåøòi, γ−äîâiëüíà çàìêíóòà, ñïðÿìëþâàíà êðèâà. Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíå ε > 0. Çà ëåìîþ 3.2.5 iñíó¹ òàêà ëàìàíà P , âïèñàíà â êðèâó γ, ùî∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z)dz −
∫
P

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ < ε,
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ïðè÷îìó âíàñëiäîê çàìêíóòîñòi êðèâî¨ γ ëàìàíà P òàêîæ áóäå çàìêíóòîþ.
Îñêiëüêè âæå áóëî äîâåäåíî, ùî

∫
P

f(z)dz = 0, òî

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ < ε

Çâiäñè, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ε, âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Íàñòóïíi äâà ïðèêëàäè ïîêàçóþòü, ùî îáèäâi óìîâè íà îáëàñòü G: 1)

îáäàñòü G îäíîçâ'ÿçíà i 2) G ⊂ C ¹ iñòîòíèìè â òåîðåìi Êîøi.
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî àíàëiòè÷íó â îáëàñòi {z : 0 < |z| < 2} ôóíêöiþ

f(z) = 1
z . Öÿ îáëàñòü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâóG ⊂ C, àëå íå ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ. Çãiäíî

ç ïðèêëàäîì 1 ðîçäiëó 3.1 ∫
|z|=1

1

z
dz = 2πi. (3.2.4)

Òàêèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ òåîðåìè Êîøi íå ñïðàâäæó¹òüñÿ. Öåé ïðèêëàä ïî-
êàçó¹ iñòîòíiñòü óìîâè îäíîçâ'ÿçíîñòi â òåîðåìi Êîøi.

Îçíà÷åííÿ 3.2.1 Ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi ∞, ÿêùî
ôóíêöiÿ f(1/z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi 0. Ïðèêëàäîì àíàëiòè÷íî¨ â òî÷öi ∞
¹ ôóíêöiÿ f(z) = 1

z .
Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî àíàëiòè÷íó â îáëàñòi {z ∈ C : |z| > 1/2} ôóíêöiþ

f(z) = 1
z . Öÿ îáëàñòü ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi, àëå

íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó G ⊂ C. Îòæå, ðiâíiñòü (3.2.4) ïîêàçó¹, ùî öÿ óìîâà
òàêîæ ¹ iñòîòíîþ äëÿ òåîðåìè Êîøi.

3.3 Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Êîøi

.
Â ðîçäiëi 3.2 áóëî âñòàíîâëåíî (äèâ. ïðèêëàä 1), ùî áåç óìîâè

îäíîçâ'ÿçíîñòi îáëàñòi òåîðåìà Êîøi âæå íå ìà¹ ìiñöÿ. Ïðîòå öþ óìîâó ìî-
æíà ñêàñóâàòè, ÿêùî íàòîìiñòü íà çàìêíóòó êðèâó íàêëàñòè ùå óìîâó ¨¨
æîðäàíîâîñòi i ãîìîòîïíîñòi íóëþ (äèâ. îçíà÷åííÿ 1.4.2, 1.4.5).

Òåîðåìà 3.3.1 (òåîðåìà Êîøi äëÿ ãîìîòîïíèõ êðèâèõ). ßêùî ôóíêöiÿ
f(z) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G ⊂ C, òî äëÿ áóäü ÿêî¨ çàìêíóòî¨ ñïðÿìëþâà-
íî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨ γ ⊂ G, ùî ãîìîòîïíà íóëþ â îáëàñòi G, âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü ∫

γ

f(z)dz = 0. (3.3.1)
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êðèâà γ ãîìîòîïíà íóëþ â îáëàñòi G, ¨¨ âíóòði-
øíiñòü B ìiñòèòüñÿ â öié îáëàñòi. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ îäíîçâ'çíà îáëàñòü D,
ÿêà çàäîâîëüíãÿ¹ óìîâó

B
⋃

γ ⊂ D ⊂ G. (3.3.2)

Äëÿ öüîãî â êîæíié òî÷öi z ∈ γ ïîáóäó¹ìî òàêèé îêië Bz, ùî Bz ⊂ G. Äà-
ëi, âðàõîâóþ÷è êîìïàêòíiñòü êðèâî¨ γ i êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 3.2.3 (Ãåéíå-
Áîðåëÿ), ç âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ {Bz}z∈γ êðèâî¨ γ âèäiëèìî ñêií÷åííå ïiä-

ïîêðèòòÿ {Bzi}ni=1. Òîäi, îáëàñòü D := B
⋃ n⋃

i=1

Bzi ¹ îäíîçâ'çíîþ i çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (3.3.2). Òàêèì ÷èíîì, çàìêíóòà ñïðÿìëþâàíà êðèâà γ ìiñòèòüñÿ â
îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi D ⊂ C, äå ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ. Òîìó çà iíòåãðàëü-
íîþ òåîðåìîþ Êîøi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.3.1).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3.3.2 ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G ⊂ C, à êðèâi
γ1 i γ2 ãîìîòîïíi â öié îáëàñòi, òî∫

γ1

f(z)dz =

∫
γ2

f(z)dz. (3.3.3)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êðèâi γ1 i γ2 ãîìîòîïíi â îáëàñòiG, òî êðèâà γ1

⋃
γ−2

ãîìîòîïíà íóëþ â öié îáëàñòi. Òîìó çà òåîðåìîþ 3.3.1∫
γ1
⋃
γ−2

f(z)dz = 0,

ùî ðiâíîñèëüíî ðiâíîñòi (3.3.3).

Îçíà÷åííÿ 3.3.1 Ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ â çàìèêàííi îáëà-
ñòi G (àáî â çàìêíåíié îáëàñòi G), ÿêùî âîíà àíàëiòè÷íà â äåÿêié îáëàñòi D,
ÿêà ìiñòèòü öþ çàìêíåíó îáëàñòü G.

Òåîðåìà 3.3.3 (òåîðåìà Êîøi äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi). ßêùî ôóí-
êöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â çàìêíåíié îáëàñòi G ⊂ C, ç ìåæåþ ∂G =
γ0

⋃
γ−1 ...

⋃
γ−n−1, n ∈ N, n ≥ 2, äå γk− çàìêíóòi ñïðÿìëþâàíi æîðäàíîâi

êðèâi, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
∂G

f(z)dz = 0, (3.3.4)

òîáòî ∫
γ0

f(z)dz =
n−1∑
k=1

∫
γk

f(z)dz. (3.3.5)
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Äîâåäåííÿ. Ç'¹äíà¹ìî çîâíiøíþ ìåæåâó êðèâó γ0 îáëàñòi G ç êîæíîþ
iç âíóòðiøíiõ ìåæåâèõ êðèâèõ γ1,..., γn−1 öi¹¨ îáëàñòi çà äîïîìîãîþ ðîçði-
çiâ óçäîâæ ñïðÿìëþâàíèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ lk, k = 1, .., n − 1, ùî ïî-
ïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâåäåííÿ öèõ ðîçðiçiâ ïåðåòâîðèòü îáëàñòü G íà
îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü G̃, ìåæà ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ìåæi îáëàñòi G i ðîçðiçiâ lk
ïðîõîäæóâàíèõ äâi÷i ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ, òîáòî

∂G̃ = ∂G
⋃ n−1⋃

k−1

lk
⋃ n−1⋃

k−1

l−k .

Òîìó ∫
∂G̃

f(z)dz =

∫
∂G

f(z)dz.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè îáëàñòü G̃ îäíîçâ'ÿçíà, ¨¨ ìåæà ¹ çàìêíóòîþ ñïðÿì-
ëþâàíîþ æîðäàíîâîþ êðèâîþ, ùî ãîìîòîïíà íóëþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êîøi
äëÿ ãîìîòîïíèõ êðèâèõ ∫

∂G̃

f(z)dz = 0.

Ç äâîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

3.4 Iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi

.
Ùå îäíà âàæëèâà âëàñòèâiñòü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

çíà÷åííÿ â áóäü-ÿêié òî÷öi îáëàñòi, â çàìèêàííi ÿêî¨ ôóíêöiÿ ¹ àíàëiòè÷íîþ
(äèâ îçíà÷åííÿ 3.3.1), îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ¨¨ çíà÷åííÿìè íà ìåæi öi¹¨
îáëàñòi. Öåé ôàêò îäðàçó âèïëèâà¹ ç iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi, ùî ìiñòè-
òüñÿ â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.4.1 (ôîðìóëà Êîøi). ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â çàìêíå-
íié îáëàñòi G ⊂ C, òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(z) =
1

2πi

∫
∂G

f(ξ)

ξ − z
dξ. (3.4.1)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó z ∈ G i îáåðåìî îêië Bρ := B(z, ρ) öi-
¹¨ òî÷êè òàê, ùîá Bρ ⊂ G. Ïîáóäó¹ìî îáëàñòü Gρ := G \ Bρ. Â çàìèêàííi
öi¹¨ îáëàñòi ôóíêöiÿ f(ξ)

ξ−z ¹ àíàëiòè÷íîþ. Òîìó çà òåîðåìîþ Êîøi äëÿ áàãà-
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òîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi
∫
∂Gρ

f(ξ)
ξ−zdξ = 0. Îñêiëüêè ∂Gρ = ∂G

⋃
(∂Bρ)

−, òî

1

2πi

∫
∂G

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∫
∂Bρ

f(ξ)

ξ − z
dξ. (3.4.2)

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç ïðèêëàäîì 2 ðîçäiëó 3.1
∫
∂Bρ

1
ξ−zdξ = 2πi. Òîìó, âðà-

õîâóþ÷è (3.4.2), ìà¹ìî

f(z)− 1

2πi

∫
∂G

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∫
∂Bρ

f(z)− f(ξ)

ξ − z
dξ. (3.4.3)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(·) íåïåðåðâíà â òî÷öi z, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäå-
òüñÿ òàêå δ > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ ∈ G, |ξ − z| < δ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
|f(ξ)| − f(z)| < ε. Çìåíøóþ÷è ó ðàçi ïîòðåáè ρ, ìîæíà ââàæàòè, ùî ρ < δ.
Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî |ξ − z| = ρ äëÿ ξ ∈ ∂Bρ, ç (3.4.3) îòðèìà¹ìî îöiíêó∣∣∣∣∣∣f(z)− 1

2πi

∫
∂G

f(ξ)

ξ − z
dξ

∣∣∣∣∣∣ < ε

2πρ

∫
∂Bρ

|dξ| = ε.

Ç öi¹¨ îöiíêè, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ε, âèïëèâà¹ ôîðìóëà (3.4.1).
Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë Iγ :=

∫
γ

sin ξ
ξ2+1dξ óçäîâæ äîâiëüíî¨ çàìêíóòî¨

ñïðÿìëþâàíî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨ γ, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè ±i.
1) ßêùî êðèâà γ = γ0 íå ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi æîäíî¨ ç òî÷îê

±i, òî ôóíêöiÿ sin ξ
ξ2+1 àíàëiòè÷íà â çàìèêàííi âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ0 i òîìó çà

iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Êîøi Iγ0 = 0.
2) Íåõàé êðèâà γ = γ1 ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi ëèøå òî÷êó i. Òîäi

ôóíêöiÿ f1(ξ) := sin ξ
ξ+i àíàëiòè÷íà â çàìèêàííi âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ1 i òîìó

çà iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi

Iγ1 =

∫
γ1

sin ξ
ξ+i

ξ − i
dξ = 2πif1(i) = 2πi

sin i

2i
= π

e−1 − e
2i

= iπ
e− e−1

2
.

3) Íåõàé êðèâà γ = γ2 ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi ëèøå òî÷êó −i. Òîäi
ôóíêöiÿ f2(ξ) := sin ξ

ξ−i àíàëiòè÷íà â çàìèêàííi âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ2 i òîìó
çà iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi

Iγ2 =

∫
γ2

sin ξ
ξ−i

ξ + i
dξ = 2πif2(−i) = 2πi

sin(−i)
−2i

= iπ
e− e−1

2
.
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4) Íåõàé, íàðåøòi, êðèâà γ = γ3 ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi îáèäâi òî÷êè
±i. Âèäàëèìî ç âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ3 òàêi çàìêíóòi îêîëè B[i, r] i B[−i, r],
ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i ìiñòÿòüñÿ ó âíóòðøùíîñòi γ3. Íåõàé γ1 = ∂B(i, r) i
γ2 = ∂B(−i, r)− ìåæåâi êîëà âiäïîâiäíèõ îêîëiâ. Òîäi â çàìèêàííi îòðèìàíî¨
îáëàñòi G ç ìåæåþ ∂G = γ3

⋃
γ−1
⋃
γ−2 ôóíêöiÿ sin ξ

ξ2+1 àíàëiòè÷íà i òîìó çà

òåîðåìîþ Êîøi äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi
∫
∂G

sin ξ
ξ2+1dξ = 0, òîáòî

∫
γ3

sin ξ

ξ2 + 1
dξ =

∫
γ1

sin ξ

ξ2 + 1
dξ +

∫
γ2

sin ξ

ξ2 + 1
dξ = Iγ1 + Iγ2 = iπ(e− e−1).

Òåîðåìè ïðî ñåðåäí¹ äëÿ àíàëiòè÷íèõ i ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 3.4.2 ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G, òî ¨¨ çíà÷åííÿ
â äîâiëüíié ñêií÷åííié òî÷öi z ∈ G äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó àðèôìåòè÷íîìó ¨¨
çíà÷åíü íà êîëi äîñòàòíüî ìàëîãî ðàäióñó ç öåíòðîì â òî÷öi z, òîáòî

f(z) =
1

2π

2π∫
0

f(z + reit)dt. (3.4.4)

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî îêië B(z, r) òî÷êè z òàê, ùî B[z, r] ⊂ G. Òîäi ôóí-
êöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â çàìêíåíîìó îêîëi B[z, r]. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è iíòå-
ãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi, ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó
i, âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî ðiâíÿííÿ êîëà ∂B(z, r) ìà¹ âèä ξ(t) = z + reit,
0 ≤ t ≤ 2π, îòèðèìà¹ìî

f(z) =
1

2πi

∫
∂B(z,r)

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

2π∫
0

f(z + reit)

reit
ireitdt =

1

2π

2π∫
0

f(z + reit)dt.

Òåîðåìà 3.4.3 ßêùî ôóíêöiÿ u(z) := u(x, y), z = x + iy, ¹ ãàðìîíi÷íîþ â
îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi G, òî ¨¨ çíà÷åííÿ â äîâiëüíié ñêií÷åííié òî÷öi z ∈ G
äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó àðèôìåòè÷íîìó ¨¨ çíà÷åíü íà êîëi äîñòàòíüî ìàëîãî
ðàäióñó ç öåíòðîì â òî÷öi z, òîáòî

u(x, y) =
1

2π

2π∫
0

u(z + reit)dt. (3.4.5)

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.6.2 äëÿ çàäàíî¨ ãàðìîíi÷íî¨ â îäíîçâ'ÿçíié
îáëàñòi G ôóíêöi¨ u(x, y) iñíó¹ ñïðÿæåíà ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ v(x, y). Çà òå-
îðåìîþ 2.5.1 ôóíêöiÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi G.
Äëÿ íå¨ çà òåîðåìîþ 3.4.2 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.4.4). Ïðèðiâíþþ÷è äiéñíi
÷àñòèíè ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíîñòi (3.4.4), îòðèìà¹ìî (3.4.5).
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3.5 Ðîçãîðòàííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â ðÿä Òåéëîðà

.

Òåîðåìà 3.5.1 (Òåéëîð). ßêùî ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G, à z0−
äîâiëüíà ñêií÷åííà òî÷êà öi¹¨ îáëàñòi, òî â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè ôóí-
êöiþ f(z) ìîæíà ðîçãîðíóòè ó çáiæíèé ðÿä

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, cn =

1

2πi

∫
γr

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ, (3.5.1)

äå γr = {z : |z − z0| = r}, r ∈ (0, ρ), ρ := ρ(z0, ∂G)− âiäñòàíü òî÷êè z0 äî
ìåæi îáëàñòi G.

Ðàäióñ R êðóãà çáiæíîñòi ðÿäó (3.5.1) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü R ≥ ρ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ÷èñëà ρ ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ B(z0, ρ) ⊂ G.
Çàôiêñó¹èî äîâiëüíå z ∈ B(z0, ρ). Òîäi |z − z0| < ρ i òîìó iñíó¹ òàêå r, ùî
|z − z0| < r < ρ. Îòæå, ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â çàìèêàííi îêîëó B(z0, r) i
òîìó çà iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi

f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(ξ)

ξ − z
dξ. (3.5.2)

Ðîçãîðíåìî â ðÿä ÿäðî 1
ξ−z â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi çà äîïîìîãîþ ôîð-

ìóëè ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨

1

1− w
=

∞∑
k=1

wn, |w| < 1.

Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîäàìî ÿäðî 1
ξ−z ó âèãëÿäi

1

ξ − z
=

1

(ξ − z0)− (z − z0)
=

1

(ξ − z0)
(

1− z−z0
ξ−z0

) . (3.5.3)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ξ ∈ γr ÷èñëî w := z−z0
ξ−z0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |w| =

|z−z0|
r < 1

âíàñëiäîê âèáîðó ÷èñëà r. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è â (3.5.3) ôîðìóëó ñóìè íåñêií-
÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, îòðèìà¹ìî

1

ξ − z
=

1

(ξ − z0)

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ξ − z0)n
=

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ξ − z0)n+1
. (3.5.4)

Çàóâàæèìî, ùî ðÿä (3.5.4) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîëi γr. Âií çàëèùèòüñÿ
ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà γr ïiñëÿ äîìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ f(ξ) âíàñëiäîê ¨¨
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îáìåæåííîñòi íà öüîìó êîëi. Òîìó, ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâèíåííÿ (3.5.4) â (3.5.2)
i iíòåãðóþ÷è ðÿä ïî÷ëåííî, áóäåìî ìàòè

f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(ξ)
∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ξ − z0)n+1
dξ =

=
∞∑
n=0

(z − z0)
n 1

2πi

∫
γr

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ =

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 3.5.1 Ðÿä (3.5.1) íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöi¨ f(z) â îêî-
ëi òî÷êè z0.
Ïðèêëàä 1. ×è ìîæíà ôóíêöiþ f(z) = 1

1+sin z ðîçãîðíóòè â ðÿä Òåéëîðà
â îêîëi òî÷êè z0 = π

2 i ? ßêùî òàê, çíàéòè ðàäióñ êðóãà çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó.

Ôóíêöiÿ f(z), ÿê ÷àñòêà àíàëiòè÷íèõ, ¹ àíàëiòè÷íîþ ó âñiõ òî÷êàõ êîìïëå-
êñíî¨ ïëîùèíè, îêðiì íóëiâ çíàìåííèêà, òîáòî òî÷îê zk = −π

2 + 2kπ, k ∈ Z.
Òàêèì ÷èíîì, îáëàñòþ àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ f(z) ¹ ìíîæèíàG = C\{zk}k∈Z.
Î÷åâèäíî, z0 ∈ G. Òîìó çà òåîðåìîþ Òåéëîðà ôóíêöiþ f(z) ìîæíà ðîçâèíóòè
â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè z0. Çà òi¹þ æ òåîðåìîþ ðàäióñ R êðóãà çáiæíîñòi
öüîãî ðÿäó çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü R ≥ ρ := ρ(z0, ∂G) = |π2 i+ π

2 | =
π
2

√
2.

Ç iíøîãî áîêó, çà òåîðåìîþ ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó
ôóíêöiÿ f(z), ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Òåéëîðà, ¹ àíàëiòè÷íîþ â êðóçi çáiæíîñòi
öüîãî ðÿäó. Òîìó ðàäióñ éîãî êðóãà çáiæíîñòi íå ìîæå áóòè áiëüùèì çà π

2

√
2,

áî iíàêøå öåé êðóã áóäå ìiñòèòè òî÷êó −π
2 , â ÿêié f(z) íå ¹ àíàëiòè÷íîþ.

Òàêèì ÷èíîì, R = π
2

√
2.

Íàñëiäêè ç òåîðåìè Òåéëîðà i iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi.

Íàñëiäîê 3.5.2 (Íåðiâíiñòü Êîøi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà). ßêùî
ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â çàìêíåíîìó îêîëi B[z0, r], òî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ
cn ¨¨ ðÿäó Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè z0 âèêîíóýòüñÿ íåðiâíiñòü

|cn| ≤
max
z∈γr
|f(z)|

rn
,

äå γr = {z : |z − z0| = r} .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Mr := max

z∈γr
|f(z)|. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (3.5.1) äëÿ

êîåôiöi¹íòiâ cn i âðàõîâóþ÷è, ùî |ξ − z0| = r äëÿ ξ ∈ γr, áóäåìî ìàòè

|cn| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γr

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π
· Mr

rn+1

∫
γr

|dξ| = Mr

2πrn+1
· 2πr =

Mr

rn
.
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Îçíà÷åííÿ 3.5.2 Öiëîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, àíàëiòè÷íà ó âñé êîìïëåêñíié
ïëîùèíi C.
Ïðèêëàä 2. Öiëèìè ¹ ôóíêöi¨ ez, cos z, sin z, Pn(z) := anz

n+ ...+a1z+a0.

Íàñëiäîê 3.5.3 (Òåîðåìà Ëióâiëÿ). Öiëà ôóíêöiÿ, îáìåæåíà ó âñié êîìïëå-
êñíié ïëîùèíi, ¹ êîíñòàíòîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Òåéëîðà öiëó ôóíêöiþ f(z) ìîæíà ðîçãîðíóòè
â ðÿä Òåéëîðà

f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, (3.5.5)

çáiæíèé ó âñié êîìïëåêñíi ïëîùèíi. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(z) îáìåæåíà, iñíó¹
òàêå M > 0, ùî |f(z)| ≤M äëÿ âñiõ z ∈ C. Òîäi çà íàñëiäêîì 3.5.2

|cn| ≤
max
z∈γr
|f(z)|

rn
≤ M

rn
,

äå r−äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî îñêiëüêè ðÿä (3.5.5) çáiãà¹òüñÿ ó âñié êîìïëå-
êñíié ïëîùèíi. Òîìó, ïåðåõîäÿ÷è â öié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè r →∞, äëÿ
n > 0 îòðèìà¹ìî |cn| ≤ 0, òîáòî cn = 0 äëÿ n > 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi çíà÷åííÿ
cn â (3.5.5), îòðèìà¹ìî f(z) = c0.
Çàóâàæåííÿ. Çîêðåìà, ôóíêöi¨ cos z, sin z íåîáìåæåíi â êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi.

Íàñëiäîê 3.5.4 (Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè). Áóäü ÿêèé àëãåáðà¨÷íèé ìíî-
ãî÷ëåí Pn(z) := anz

n+ ...+a1z+a0 ñòåïåíi n ≥ 1 ìà¹ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi
ðiâíî n êîðåíiâ ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí Pn(z)
ñòåïåíi n ≥ 1 ìà¹ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ïðèíàéìi îäèí íóëü. Äiéñíî,
ÿêùî öåé ôàêò âiðíèé, òî ìíîãî÷ëåí Pn(z) äîïóñêàòèìå ïîäàííÿ ó âèãëÿäi
Pn(z) = (z − z1)Pn−1(z), äå z1−íóëü ìíîãî÷ëåíà Pn(z). Ïîâòîðèìî öå ìiðêó-
âàííÿ ç ìíîãî÷ëåíîì Pn−1, à ïîòiì (ó ðàçi ïîòðåáè) i äàëi äî òèõ ïið, ïîêè
íå îòðèìà¹ìî ïîäàííÿ Pn(z) = (z − z1)(z − z2)...(z − zn)P0, ÿêå ðiâíîñèëüíå
òâåðäæåííþ òåîðåìè.

Îòæå, çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí Pn(z)
ñòåïåíi n ≥ 1 ìà¹ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ïðèíàéìi îäèí íóëü.

Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîáòî iñíó¹ ìíîãî÷ëåí Pn(z) ñòåïåíi n ≥ 1, ÿêèé
íå ìà¹ íóëiâ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Òîäi ôóíêöiÿ f(z) := 1

Pn(z) ¹ öiëîþ.
Îñêiëüêè Pn(z) → ∞ ïðè z → ∞, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå R > 0,
ùî |f(z)| < ε äëÿ |z| > R. Ç iíøîãî áîêó íåïåðåðâíà ôóíêiÿ f îáìåæåíà i íà
ìíîæèíi {z : |z| ≤ R} âíàñëiäîê ¨¨ êîìïàêòíîñòi. Òàêèì ÷èíîì, öiëà ôóíêöiÿ
f îáìåæåíà íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi i çà òåîðåìîþ Ëióâiëÿ (íàñëiäîê
3.5.3) ¹ êîíñòàíòîþ, ùî íåìîæëèâî ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f .
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Íàñëiäîê 3.5.5 Äëÿ àíàëiòè÷íî¨ â òî÷öi z0 ôóíêöi¨ f(z) iñíó¹ ¹äèíå ïðåä-
ñòàâëåííÿ âèäó

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n . (3.5.6)

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ïîäàííÿ âèäó (3.5.6) äëÿ àíàëiòè÷íî¨ â òî÷öi z0
ôóíêöi¨ f(z) ãàðàíòîâàíî òåîðåìîþ Òåéëîðà. Äîâåäåìî éîãî ¹äèíiñòü. Äëÿ
öüîãî ïîêàæåìî, ùî â áóäü-ÿêîìó ïðåäñòàâëåííi âèäó (3.5.6) êîåôiöi¹íòè cn
òàêi æ ñàìi, ÿê ó ôîðìóëi (3.5.1).

Íåõàé êîëî γr := {z : |z − z0| = r} îáðàíî òàê, ùî ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëi-
òè÷íîþ íà íüîìó. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå öiëå íåâiä'¹ìíå k i äîìíîæèìî ëiâó i
ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.5.6) íà (z−z0)

−k−1, à ïîòiì ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó
ðiâíiñòü óçäîâæ êîëà γr. Çà òåîðåìîþ 2.1.1 (Àáåëÿ) ðÿä (3.5.6) çáiãà¹òüñÿ ðiâ-
íîìiðíî íà êîëi γr. Âií çàëèøèòüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì i ïiñëÿ äîìíîæåííÿ
íà (z − z0)

−k−1 îñêiëüêè |z − z0| = r äëÿ òî÷îê z ∈ γr. Òîìó, iíòåãðóþ÷è öåé
ðÿä ïî÷ëåííî i âðàõîâóþ÷è ïðèêëàä 1 ç ðîçäiëó 3.1, îòðèìà¹ìî:∫

γr

f(z)

(z − z0)k+1
dz =

∫
γr

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n−k−1dz =

=
∞∑
n=0

cn

∫
γr

(z − z0)
n−k−1dz = ck · 2πi.

Çâiäñè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ck îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (3.5.1).

Íåñêií÷åííà äèôåðåíöiéîâíiñòü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 3.5.6 Àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G ⊂ C ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ â öié îáëà-
ñòi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó z0 ∈ G. Çà òåîðåìîþ Òåéëîðà ôóíêöiþ

f(z) ìîæíà ðîçãîðíóòè ó çáiæíèé ðÿä f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n â äåÿêîìó îêîëi

öi¹¨ òî÷êè. Òîäi çà íàñëiäêîì 2.4.3 ç òåîðåìè ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ñóìè
ñòåïåíåâîãî ðÿäó ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ â öüîìó îêîëi ïîõiäíi áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 3.5.7 (iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi äëÿ ïîõiäíèõ). ßêùî ôóíêöiÿ
f(z) àíàëiòè÷íà â çàìêíåíié îáëàñòi G ⊂ C, òî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z0 ∈ G
i áóäü-ÿêîãî k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (k)(z0) =
k!

2πi

∫
∂G

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ.
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó z0 ∈ G. Çà òåîðåìîþ Òåéëîðà ôóíêöiþ
f(z) ìîæíà ðîçãîðíóòè ó çáiæíèé ðÿä

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, cn =

1

2πi

∫
γr

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ, (3.5.7)

äå γr = {z : |z−z0| = r}, r ∈ (0, ρ), ρ := ρ(z0, ∂G)− âiäñòàíü òî÷êè z0 äî ìåæi
îáëàñòi G. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî öåé ðÿä k ðàçiâ ïî÷ëåííî, êîðèñòóþ÷èñü íà-
ñëiäêîì 2.4.3 ç òåîðåìè ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó. Îá÷è-
ñëèâøè cóìó ïðîäèôåðåíöiéîâàíîãî ðÿäó â òî÷öi z0, ìàòèìåìî f (k)(z0) = k!ck.
Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòó ck ç ôîðìóëè (3.5.7), îòðèìà¹ìî

f (k)(z0) =
k!

2πi

∫
γr

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ =

k!

2πi

∫
∂G

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çà iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Êîùi äëÿ áàãà-
òîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G \B[z0, r].

Â õîäi äîâåäåííÿ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ ïîõiäíèõ îòðèìàíî íà-
ñòóïíó ôîðìóëó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà.

Íàñëiäîê 3.5.8 Äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Òåéëîðà (3.5.7) àíàëiòè÷íî¨ â òî÷öi
z0 ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

cn =
f (n)(z0)

n!
(3.5.8)

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë Iγ :=
∫
γ

ez

z(z+i)2dz óçäîâæ äîâiëüíî¨ çà-

ìêíóòî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨ γ, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè
0,−i.

1) ßêùî êðèâà γ = γ0 íå ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi æîäíî¨ ç òî÷îê 0,−i,
òî ôóíêöiÿ ez

z(z+i)2 àíàëiòè÷íà â çàìèêàííi âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ0 i òîìó çà
iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Êîøi Iγ0 = 0.

2) Íåõàé êðèâà γ = γ1 ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi ëèøå òî÷êó 0. Òîäi
ôóíêöiÿ f1(z) := ez

(z+i)2 àíàëiòè÷íà â çàìèêàííi âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ1 i òîìó
çà iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi

Iγ1 =

∫
γ1

ez

(z+i)2

z
dz = 2πif1(0) = 2πi

e0

(0 + i)2
= −2πi.

3) Íåõàé êðèâà γ = γ2 ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi ëèøå òî÷êó −i. Òîäi
ôóíêöiÿ f2(z) := ez

z àíàëiòè÷íà â çàìèêàííi âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ2 i òîìó çà
iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi äëÿ ïîõiäíèõ

Iγ2 =

∫
γ2

ez

z

(z + i)2
dz = 2πif ′2(−i) = 2πi

(
ez

z

)′
z=−i

= 2πi

(
zez − ez

z2

)
z=−i

=
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= 2πie−i
−i− 1

−1
= 2π(cos 1−i sin 1)(−1+i) = 2π[(sin 1−cos 1)+i(sin 1+cos 1)].

4) Íåõàé, íàðåøòi, êðèâà γ = γ3 ìiñòèòü ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi îáèäâi òî÷êè
0,−i. Âèäàëèìî ç âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ γ3 òàêi çàìêíóòi îêîëèB[0, r] iB[−i, r],
ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ i ìiñòÿòüñÿ ó âíóòðøùíîñòi γ3. Íåõàé γ1 = ∂B(0, r) i
γ2 = ∂B(−i, r)− ìåæåâi êîëà âiäïîâiäíèõ îêîëiâ. Òîäi â çàìèêàííi îòðèìàíî¨
îáëàñòi G ç ìåæåþ ∂G = γ3

⋃
γ−1
⋃
γ−2 ôóíêöiÿ ez

z(z+i)2 àíàëiòè÷íà i òîìó çà

òåîðåìîþ Êîøi äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi
∫
∂G

ez

z(z+i)2dz = 0, òîáòî

∫
γ3

ez

z(z + i)2
dz =

∫
γ1

ez

z(z + i)2
dz +

∫
γ2

ez

z(z + i)2
dz =

= Iγ1 + Iγ2 = 2π [(sin 1− cos 1) + i (sin 1 + cos 1− 1)] .

3.6 Ïåðâiñíà

.

Îçíà÷åííÿ 3.6.1 Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) âèçíà÷åíà â îáëàñòi G ⊂ C. Äèôå-
ðåíöiéîâíà â öié îáëàñòi ôóíêöiÿ F (z) íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f(z) â
îáëàñòi G, ÿêùî äëÿ âñiõ z ∈ G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà F ′(z) = f(z).
Âïðàâà. ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ ïåðâiñíó F (z) â îáëàñòi G, òî ñóêóïíiñòü

óñiõ ïåðâiñíèõ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ {F (z) + c : c ∈ C}.
Çàóâàæåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ïåðâiñíî¨ ñëiäó¹, ùî ëèøå àíàëiòè÷íi â îáëàñòi

ôóíêöi¨ ìàþòü ïåðâiñíó â öié îáëàñòi.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ùå îäíó íåîáõiäíó óìîâó iñíóâàííÿ ïåðâiñíî¨.

Òâåðäæåííÿ 3.6.1 ßêùî íåïåðåðâíà â îáëàñòi G ⊂ C ôóíêöiÿ f(z) ìà¹
ïåðâiñíó F (z) â öié îáëàñòi, òî äëÿ áóäü-ÿêî¨ êóñêîâî-ãëàäêî¨ êðèâî¨ γ, ùî
çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì z = z(t), t ∈ [α, β], ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫

γ

f(z)dz = F (z(β))− F (z(α)),

çîêðåìà,
∫
γ

f(z)dz = 0 äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíóòî¨ êóñêîâî-ãëàäêî¨ êðèâî¨ γ .

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïåðâiñíî¨, ôîðìóëó 3.1.2 äëÿ îá÷è-
ñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó, i ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíiöà, îòðèìà¹ìî

∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

F ′(z)dz =

β∫
α

F ′(z(t)z′(t)dt =
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=

β∫
α

(F (z(t))′dt = F (z(β))− F (z(α)).

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ ïåðâiñíî¨.

Òåîðåìà 3.6.2 (ïðî ïåðâiñíó). Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) íåïåðåðâíà â îáëàñòi
G ⊂ C i äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíóòî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γ ⊂ G∫

γ

f(z)dz = 0. (3.6.1)

Òîäi êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë F (z) :=
z∫
z0

f(ξ)dξ ¹ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f(z) â

îáëàñòi G, ïðè÷îìó öåé iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä êðèâî¨, ùî ç'¹äíó¹ äî-
âiëüíi òî÷êè z0, z ∈ G i ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G.

Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî çà óìîâè (3.6.1) iíòåãðàë F (z) :=
z∫
z0

f(ξ)dξ íå çàëå-

æèòü âiä êðèâî¨, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z0, z ∈ G i ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi òî÷êè z0, z ∈ G i îáåðåìî ∆z òàêèì, ùîá ìàëî ìiñöå

âêäþ÷åííÿ [z, z + ∆z] ⊂ G. Òîäi

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
=

1

∆z


z+∆z∫
z0

f(ξ)dξ −
z∫

z0

f(ξ)dξ

 =

=
1

∆z

z+∆z∫
z

f(ξ)dξ. (3.6.2)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ îñêiëüêè âñi öi iíòåãðàëè íå çàëåæàòü âiä âèáî-
ðó êðèâî¨. Òîìó îñòàííié iíòåãðàë ìîæíà áðàòè óçäîâæ âiäðiçêà [z, z + ∆z].

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü
z+∆z∫
z

dξ = ∆z (äèâ. ïðèêëàä 2 ðîçäiëó 3.1), ìà¹ìî

f(z) = 1
∆z

z+∆z∫
z

f(z)dξ. Çàñòîñîâóþ÷è òàêîæ (3.6.2), îòðèìà¹ìî

r(z) :=

∣∣∣∣F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1

∆z

z+∆z∫
z

[f(ξ)− f(z)]dξ

∣∣∣∣∣∣ . (3.6.3)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(ξ) íåïåðåðâíà â òî÷öi z, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ
òàêå δ > 0, ùî äëÿ |∆z| < δ i äîâiëüíîãî ξ ∈ [z, z + ∆z] ìà¹ ìiñöã íåðiâíiñòü
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|f(ξ)− f(z)| < ε. Òîìó ç (3.6.3) äëÿ |∆z| < δ âèïëèâà¹ îöiíêà

r(z) ≤ 1

|∆z|

z+∆z∫
z

|f(ξ)− f(z)||dξ| < ε

|∆z|

z+∆z∫
z

|dξ| = ε.

Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ r(z), öÿ îöiíêà åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi F ′(z) = f(z).
Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ç iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi i òåîðåìè ïðî ïåðâiñíó ìà¹ìî

Íàñëiäîê 3.6.3 Ôóíêöiÿ f(z), àíàëiòè÷íà â îäíîçâ'ÿçíiö îáëàñòi G ⊂ C,

ìà¹ â öié îáëàñòi ïåðâiñíó F (z) :=
z∫
z0

f(ξ)dξ, ïðè÷îìó öåé êðèâîëiíiéíèé

iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä êðèâî¨, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z0, z ∈ G i ìiñòèòüñÿ
â îáëàñòi G.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi öåé íàñëiäîê âæå íå ìà¹ ìiñöÿ.
Ïðèêëàä 4. Ôóíêöiÿ f(z) = z−1 â îáëàñòi G = {z : 0 < |z| < 2} ¹

àíàëiòè÷íîþ, àëå íå ìà¹ ïåðâiñíî¨, áî íå âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà äëÿ öüîãî
óìîâà. Äiéñíî, äëÿ çàìêíóòî¨ êðèâî¨ γ := {z : |z| = 1} ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫
γ

f(z)dz = 2πi (ïðèêëàä 1 ðîçäiëó 3.1), à çà òâåðäæåííÿì 3.6.1 öåé iíòåãðàë

ìà¹ äîðiâíþâàòè íóëþ äëÿ ôóíêöi¨, øî ìà¹ ïåðâiñíó â îáëàñòi G.

Òåîðåìà 3.6.4 (Ìîðåðà). Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) íåïåðåðâíà â îáëàñòi G ⊂ C i
äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíóòî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γ ⊂ G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
γ

f(z)dz = 0. Òîäi ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi G.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè óìîâè òåîðåìè Ìîðåðà òàêi æ ñàìi, ÿê óìîâè òåî-
ðåìè 3.6.1 (ïðî ïåðâiñíó), òî ôóíêöiÿ f ìà¹ ïåðâiñíó F , òîáòî F ′(z) = f(z)
äëÿ âñiõ z ∈ G. Òîäi ôóíêöiÿ f ñàìà ¹ àíàëiòè÷íîþ çà òåîðåìîþ 3.5.6 (ïðî
íåñêií÷åííó äèôåðåíöiéîâíiñòü àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨).

Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìà Ìîðåðà ¹ îáåðíåíîþ äî iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìi Êîøi.
Öå äà¹ çìîãó âèäiëèòè äåêiëüêà åêâiâàëåíòíèõ ïiäõîäiâ äî îçíà÷åííÿ àíàëi-
òè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Åêâiâàëåíòíi ïiäõîäè äî îçíà÷åííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 3.6.5 Íåõàé ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â îäíîçâ'ÿçåié îáëàñòi G ⊂ C.
Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà â îáëàñòi G;
2) äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàìêíóòî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γ ⊂ G ìà¹ ìiñöå ðiâ-

íiñòü
∫
γ

f(z)dz = 0;

3) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z0 ∈ G iñíó¹ îêië, â ÿêîìó ôóíêöiþ f ìîæíà

ðîçãîðíóòè ó çáiæíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, òîáòî f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n.
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Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè iìïëiêàöi¨: 1)⇒ 2)⇒ 3) ⇒ 1).
Iìïëiêàöiÿ 1)⇒ 2) � öå iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi;
iìïëiêàöiÿ 2)⇒ 3) âèïëèâà¹ ç òåîðåì Ìîðåðà i Òåéëîðà;
iìïëiêàöiÿ 3)⇒ 1) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ñóìè ñòåïå-

íåâîãî ðÿäó.
Îçíà÷åííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ÿê òàêî¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1), íàëå-

æèòü Ðiìàíó. Òàêi ôóíêöi¨ âií íàçâàâ ãîëîìîðôíèìè.
Ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 2), ïðèðîäíî íàçâàòè àíàëiòè÷íèìè çà

Êîøi.
Íàðåøòi, Âåéåðøòðàñ íàçèâàâ ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 3), ðåãó-

ëÿðíèìè â îáëàñòi G. �õ ìîæíà íàçâàòè àíàëiòè÷íèìè çà Âåéåðøòðàñîì..
Ïiäõiä Âåéåðøòðàñà äà¹ çìîãó îçíà÷èòè àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ â òî÷öi∞.

Îçíà÷åííÿ 3.6.2 Ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi ∞, ÿêùî
â äåÿêîìó îêîëi {z : |z| > r} öi¹¨ òî÷êè âîíà äîïóñêà¹ ïîäàííÿ

f(z) =
∞∑
n=0

cn
zn
. (3.6.4)

Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi ∞, ÿêùî
ôóíêöiÿ f(1

z) àíàëiòè÷íà â òî÷öi 0.

3.7 Íóëi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Òåîðåìà ¹äèíîñòi

.

Îçíà÷åííÿ 3.7.1 Íåõàé ôóíêöiÿ f àíàëiòè÷íà â òî÷öi a ∈ C i f(a) = 0.
Òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ íóëåì n-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f , ÿêùî äëÿ ïåðøèõ n êî-

åôiöi¹íòiâ ¨¨ ðÿäó Òåéëîðà f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n â îêîëi òî÷êè a âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà
c0 = c1 = ... = cn−1 = 0, cn 6= 0. (3.7.1)

Iíøèìè ñëîâàìè, ïîðÿäêîì íóëÿ àíàëiòè÷íî¨ â òî÷öi a ôóíêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ
íîìåð ïåðøîãî êîåôiöiåíòà ¨¨ ðÿäó Òåéëîðà â îêîëi öi¹¨ òî÷êè, âiäìiííîãî âiä
íóëÿ.

Âðàõîâóþ÷è, ùî çà íàñëiäêîì 3.5.8 cn = f (n)(a)
n! , óìîâó (3.7.1) ìîæíà çàïè-

ñàòè â åêâiâàëåíòié ôîðìi:

f(a) = f ′(a) = ... = f (n−1)(a) = 0, f (n)(a) 6= 0. (3.7.2)

Òàêèì ÷èíîì, ïîðÿäîê íóëÿ àíàëiòè÷íî¨ â òî÷öi a ôóíêöi¨ � öå íîìåð ¨¨ ïåðøî¨
ïîõiäíî¨ â öié òî÷êè, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Íåõàé ôóíêöiÿ f àíàëiòè÷íà â òî÷öi∞, òîáòî â äåÿêîìó îêîëi {z : |z| > r}
íåñêií÷åííîñòi âîíà äîïóñêà¹ ïîäàííÿ (3.6.4), òîáòî f(z) =

∞∑
n=0

cn
zn . Òî÷êà ∞
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íàçèâà¹òüñÿ íóëåì n-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f , ÿêùî äëÿ ïåðøèõ n êîåôiöi¹íòiâ
öüîãî ïîäàííÿ â îêîëi òî÷êè ∞ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.7.1).

Êðèòåði¨ ïîðÿäêà íóëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Òâåðäæåííÿ 3.7.1 Äëÿ òîãî ùîá àíàëiòè÷íà â òî÷öi a, a 6=∞, ôóíêöiÿ f
ìàëà â öié òî÷öi íóëü ïîðÿäêó n íåîáõiäíî i äîñòàòíüî iñíóâàííÿ â äåÿêîìó
îêîëi öi¹¨ òî÷êè ïîäàííÿ âèäó

f(z) = (z − a)n · h(z), h(a) 6= 0, (3.7.3)

äå h(z)−àíàëiòè÷íà â òî÷öi a ôóíêöiÿ.
Äëÿ òîãî ùîá àíàëiòè÷íà â òî÷öi ∞, ôóíêöiÿ f ìàëà â öié òî÷öi íóëü

ïîðÿäêó n íåîáõiäíî i äîñòàòíüî iñíóâàííÿ â äåÿêîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi
ïîäàííÿ âèäó

f(z) = z−n · h(z), h(∞) 6= 0,

äå h(z)−àíàëiòè÷íà â òî÷öi ∞ ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a 6=∞.
Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ. Aíàëiòè÷íó â òî÷öi a ôóíêöiþ f çà

òåîðåìîþ Òåéëîðà ìîæíà ðîçãîðíóòè â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè â ñòåïåíåâèé

ðÿä f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ìà¹ â òî÷öi a íóëü ïîðÿäêó n,

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.7.1). Òîìó öåé ðÿä äîïóñêà¹ ïîäàííÿ

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k = (z − a)n
(
cn + cn+1(z − a) + cn+2(z − a)2 + ...

)
.

Cóìà h(z) ñòåïåíåâîãî ðÿäó â äóæêàõ ¹ ôóíêöi¹þ àíàëiòè÷íîþ (çà òåîðåìîþ
ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó), ïðè÷îìó h(a) = cn 6= 0. Îòæå,
îòðèìàíå ïîäàííÿ ìà¹ âèä (3.7.3).

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü òâåðäæåííÿ. Äëÿ öüîãî â ïîäàííi (3.7.3) ðîçãîðíåìî
ôóíêöiþ h(z) â ðÿä Òåéëîðà h(z) = b0 + b1(z − a) + b2(z − a)2 + ..., äå b0 =
h(a) 6= 0. Ïiäñòàâèâøè éîãî â (3.7.3), ìàòèìåìî

f(z) = b0(z − a)n + b1(z − a)n+1 + b2(z − an+1)n+2 + ...−
ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f(z) â îêîëi òî÷êè a, ïðè÷îìó éîãî êîåôiöiåíòè çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó (3.7.1). Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ â òî÷öi a íóëü
ïîðÿäêó n.

Äëÿ òî÷êè ∞ äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ç òi¹þ ðiçíèöåþ, ùî çà-
ìiñòü ðÿäó Òåéëîðà ñëiä ñêîðèñòàòèñÿ ïîäàííÿì (3.6.4) â îêîëi íåñêií÷åííîñòi.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ îäðàçó âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 3.7.2 Äëÿ òîãî ùîá àíàëiòè÷íà â òî÷öi a, a 6= ∞, ôóíêöiÿ f
ìàëà â öié òî÷öi íóëü ïîðÿäêó n íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ àñèì-
ïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi

f(z) ∼ C(z − a)n, z → a, C 6= 0.
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Äëÿ òîãî ùîá àíàëiòè÷íà â òî÷öi ∞, ôóíêöiÿ f ìàëà â öié òî÷öi íóëü
ïîðÿäêó n íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi

f(z) ∼ Cz−n, z →∞, C 6= 0.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ïîðÿäîê íóëÿ ó òî÷öi 0 íàñòóïíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-
êöié: f1(z) = cos z − 1, f2(z) = sin3 z · (ez − 1)4.

Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ cos z ìà¹ìî cos z − 1 = −z2

2! + z4

4! −
z6

6! + .... Îòæå,
ïåðøèé êîåôiöiåíò ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f1(z), âiäìiííèé âiä íóëÿ, ìà¹ íîìåð
2. Òîìó çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiÿ f1(z) â òî÷öi 0 ìà¹ íóëü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Äîáðå âiäîìî, ùî sin z ∼ z i ez − 1 ∼ z ïðè z → 0. Òîìó f2(z) ∼ z7 ïðè
z → 0. Çà íàñëiäêîì 3.7.2 öå îçíà÷à¹, ùî â òî÷öi 0 ôóíêöiÿ f2(z) ìà¹ íóëü
ñüîìîãî ïîðÿäêó.
Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ïîðÿäîê íóëÿ ó òî÷öi∞ íàñòóïíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié: f3(z) = sin π
z , f4(z) = (z2+1)4

(z3+i)3 .

Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ sin z ìà¹ìî sin π
z = π

z −
π3

3!z3 + − π5

5!z5 + .... Îòæå,
ïåðøèé êîåôiöiåíò ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ f3, âiäìiííèé âiä íóëÿ, ìà¹ íîìåð
1. Òîìó çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiÿ f3 â òî÷öi ∞ ìà¹ íóëü ïåðøîãî ïîðÿäêó, àáî
ïðîñòèé íóëü.

Î÷åâèäíî, ùî (z2 + 1)4 ∼ z8 i (z3 + i)3 ∼ z9 ïðè z →∞. Òîìó f4(z) ∼ z−1

ïðè z → ∞. Çà íàñëiäêîì 3.7.2 öå îçíà÷à¹, ùî â òî÷öi ∞ ôóíêöiÿ f4(z) ìà¹
ïðîñòèé íóëü.

Òåîðåìà 3.7.3 Íåõàé àíàëiòè÷íà â òî÷öi a, a 6=∞, ôóíêöiÿ f ìà¹ íóëü â
öié òî÷öi. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç àëüòåðíàòèâ:

1) ôóíêöiÿ f òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè a;
2) iñíó¹ òàêèé îêië òî÷êè a, â ÿêîìó ôóíêöiÿ f íå ìà¹ iíøèõ íóëiâ, îêðiì

òî÷êè a.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f àíàëiòè÷íà â òî÷öi a, çà òåîðåìîþ Òåé-
ëîðà ¨¨ ìîæíà ðîçãîðíóòè â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè â ñòåïåíåâèé ðÿä

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k. Iñíóþòü äâi ìîæäèâîñòi: 1) âñi êîåôiöi¹íòè ck öüîãî

ðÿäó äîðiâíþþòü íóëþ; 2) cn 6= 0 äëÿ äåÿêîãî n, à c0 = c1 = ... = cn−1 = 0. Ó
ïåðøîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ f òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ â êðóçi çáiæíîñòi ðÿäó
Òåéëîðà. Ó äðóãîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ f ìà¹ ó òî÷öi a íóëü ïîðÿäêó n i çà
òâåðäæåííÿì 3.7.1 äîïóñêà¹ ïîäàííÿ f(z) = (z−a)n ·h(z) â äåÿêîìó îêîëi öi¹¨
òî÷êè, äå h−àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â òî÷öi a, ïðè÷îìó h(a) 6= 0. ßê ôóíêöiÿ
íåïåðåðâíà h(z) 6= 0 â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè a. Òîäi i ôóíêöiÿ f íå ìà¹ iíøèõ
íóëiâ â öüîìó îêîëi, îêðiì òî÷êè a.

Îäíà ç íàéâàæëèâiøèõ âëàñòèâîñòåé àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âèðàæà¹òüñÿ
íàñòóïíîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 3.7.4 (òåîðåìà ¹äèíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íõ ôóíêöié). ßêùî ôóíêöiÿ
f àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G ⊂ C, à ìíîæèíà ¨¨ íóëiâM := {z ∈ G : f(z) = 0}
ìà¹ â öié îáëàñòi ãðàíè÷íó òî÷êó, òî ôóíêöiÿ f òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ
â îáëàñòi G.
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó ξ ∈ G i ÷åðåç a ïîçíà÷èìî ãðà-
íè÷íó òî÷êó ìíîæèíè M íóëiâ ôóíêöi¨ f â îáëàñòi G, òîáòî, a ∈ M ′⋂G.
Îñêiëüêè G−îáëàñòü, iñíó¹ êðèâà γ ⊂ G, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè a i ξ. Ïîêëàäåìî
ρ := ρ(γ, ∂G). Çàçíà÷èìî, ùî ρ > 0 âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi ìíîæèí γ i ∂G.
Íà êðèâié γ îáåðåìî òî÷êè a = z1, z2, z3, ..., zn = ξ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
ρ(zk, zk+1) <

ρ
2 , k = 1, 2, ..., n− 1. Ïîáóäóþìî äàëi îêîëè Bk := B(zk, ρ) òî÷îê

zk, k = 1, 2, ..., n.
Äîâåäåìî, ùî f(ξ) = 0. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî â êîæíîìó îêîëi

Bk ôóíêöiÿ f òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïî÷íåìî ç îêîëó òî÷êè z1 = a. Ðîç-

ãîðíåìî ôóíêöiþ f â ðÿä Òåéëîðà f(z) =
n∑
k=0

c1
k(z − z1)

k â îêîëi òî÷êè z1.

Çà òåîðåìîþ Òåéëîðà ðàäióñ çáiæíîñòi R1 öüîãî ðÿäó çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
R1 ≥ ρ(z1, ∂G) ≥ ρ. Îñêiëüêè òî÷êà z1 = a ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ ìíîæèíè íóëiâ
ôóíêöi¨ f , çà òåîðåìîþ 3.7.3 âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà àëüòåðíàòèâà öi¹¨ òåîðåìè,
òîáòî ôóíêöiÿ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ â îêîëi B(z1, R1), i òèì áiëüøå â îêîëi
B1 = B(z1, ρ).

Çàóâàæèìî äàëi, ùî z2 ∈ B1 çà âèáîðîì òî÷îê zk. Ïðè öüîìó òî÷êà z2
ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi B1 ðàçîì ç äåÿêèì îêîëîì. Îòæå, òî÷êà z2, ÿê i òî÷êà
z1, ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ ìíîæèíè íóëiâ ôóíêöi¨ f . Òîìó, çàìiíþþ÷è â ïîïåðåäíiõ
ìiðêóâàííÿõ òî÷óó z1 íà òî÷êó z2, i ïîâòîðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ, äîâåäåìî, ùî
ôóíêöiÿ f(z) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ â îêîëi B2.

Ïîâòîðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ n ðàçiâ, äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f(z) òîòîæíî
äîðiâíþ¹ íóëþ â îêîëi Bn, çîêðåìà, â äîâiëüíî ôiêñîâàíié òî÷öi òî÷öi ξ = zn.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ. Ñåíñ öi¹¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî àíàëiòè÷íà â îáëàñòi

G ôóíêöiÿ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè ëèøå íà íåâåëèêié ïiä-
ìíîæèíi îáëàñòi G, à ñàìå, íà ìíîæèíi, ùî ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó â îáëàñòi G,
íàïðèêëàä, íà êðèâié γ ⊂ G. Òî÷íiøå, ìà¹ ìiñöå

Íàñëiäîê 3.7.5 ßêùî àíàëiòè÷íi â îáëàñòi G ⊂ C ôóíêöi¨ f1 i f2 çáiãà-
þòüñÿ íà ìíîæèíà M ⊂ G, ùî ìà¹ â öié îáëàñòi ãðàíè÷íó òî÷êó, òî
f1(z) = f2(z) äëÿ âñiõ z ∈ G.

Çîêðåìà, ÿêùî äâi àíàëiòè÷íi â îáëàñòi G ⊂ C ôóíêöi¨ çáiãàþòüñÿ íà
äåÿêié êðèâié γ ⊂ G, òî âîíè òîòîæíi â öié îáëàñòi.

Ç òåîðåìè ¹äèíîñòi âèïëèâà¹, ùî âñi òîòæíîñòi äëÿ öiëèõ ôóíêöié, âiäîìi
íà äiéñíié îñi, âèêîíóþòüñÿ i â êîìïëåêñíié ïëîùèíi.
Ïðèêëàä 2. Äîâåäåìî, ùî sin2 z + cos2 z = 1 äëÿ âñiõ z ∈ C. Äiéñíî,

ôóíêöiÿ f(z) := sin2 z+cos2 z−1 ¹ àíàëiòè÷íîþ íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi
C, ïðè÷îìó f(x) = 0 äëÿ x ∈ R âíàñëiäîê îñíîâíî¨ òîòîæíîñòi òðèãîíîìåòði¨.
Îòæå, ìíîæèíà M íóëiâ ôóíêöi¨ f ìiñòèòü äiéñíó âiñü R. ßñíî, ùî áóäü-ÿêà
òî÷êà íàR ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ ìíîæèíèM . Òîìó çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi f(z) = 0
äëÿ âñiõ z ∈ C.
Ïðèêëàä 3. Äîâåäåìî, ùî sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1 äëÿ âñiõ

z1, z2 ∈ C. Äiéñíî, ôóíêöiÿ F (z1, z2) := sin(z1+z2)−(sin z1 cos z2+sin z2 cos z1)
¹ àíàëiòè÷íîþ íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çà êîæíîþ çìiííîþ z1 i z2 ïðè
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ôiêñîâàíié iíøié çìiííié, à äîâîäæóâàíà òîòîæíiñòü, ÿê âiäîìî, âèêîíó¹òüñÿ
íà äiéñíié îñi, òîáòî F (x1, x2) = 0 äëÿ x1, x2 ∈ R.

1) Çàôiêñó¹ìî äðóãó çìiííó z2 = x2, äå x2 ∈ R i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
f1(z1) := F (z1, x2). Öÿ ôóíêöiÿ ¹ àíàëiòè÷íîþ íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi,
ïðè÷îìó f1(x1) = 0 äëÿ x1 ∈ R îñêiëüêè f1(x1) = F (x1, x2) = 0. Çà òåîðåìîþ
¹äèíîñòi f1(z1) = 0 äëÿ âñiõ z1 ∈ C, òîáòî F (z1, x2) = 0 äëÿ âñiõ z1 ∈ C,
x2 ∈ R.

2) Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîâiëüíî ïåðøó çìiííó z1 ∈ C ôóíêöi¨ F (z1, z2) i
ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f2(z2) := F (z1, z2). Öÿ ôóíêöiÿ ¹ àíàëiòè÷íîþ íà âñié
êîìïëåêñíié ïëîùèíi, ïðè÷îìó f2(x2) = 0 äëÿ x2 ∈ R îñêiëüêè f2(x2) =
F (z1, x2) = 0 çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi 1. Òîìó çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi f2(z2) = 0
äëÿ âñiõ z2 ∈ C, òîáòî F (z1, z2) = 0 äëÿ z1, z2 ∈ C.
Ïðèêëàä 4. ×è iñíó¹ àíàëiòè÷íà â òî÷öi 0 ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

f(z) = f(2z)(∗) äëÿ âñiõ z i 2z ç îêîëó (íóëÿ) B àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ f?
ßêùî òàê, çíàéòè âñi òàêi ôóíêöi¨.

ßñíî, ùî óìîâó (∗) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi f(z) = f(z2) äëÿ âñiõ z ç
îêîëó B. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó z0 ç îêîëó B i íåõàé K := f(z0). Òîäi
óìîâó (∗) ìîæíà ïðîäîâæèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

K = f(z0) = f
(z0

2

)
= f

(z0

22

)
= f

(z0

23

)
= ... = f

(z0

2n

)
= ...

Îòæå, ôóíêöiÿ f(z)−K ¹ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi 0, à ìíîæèíà ¨¨ íóëiâ ìiñòèòü
ïîñëiäîâíiñòü

{
z0
2n

}
n∈N, ÿêà ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó 0 â îêîëi B. Òîìó çà òåîðåìîþ

¹äèíîñòi f(z) = K äëÿ âñiõ z ç îêîëóB. Òàèêì ÷èíîì, ìíîæèíîþ àíàëiòè÷íèõ
â òî÷öi 0 ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (∗) ¹ êîíñòàòíè i òiëüêè âîíè.
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Ðîçäië 4

Òåîðiÿ ëèøêiâ Êîøi

.

4.1 Ðÿäè Ëîðàíà

.

Òåîðåìà 4.1.1 Ôóíêöiþ f , àíàëiòè÷íó â êiëüöi {z : r < |z − a| < R}, äå
a ∈ C, ìîæíà ðîçãîðíóòè â öüîìó êiëüöi ó çáiæíèé ðÿä âèäó

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n, cn =

1

2πi

∫
γρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ, (4.1.1)

äå γρ = {z : |z − a| = ρ}, r < ρ < R.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó z êiëüöÿ {z : r < |z − a| < R} i
ïîáóäó¹ìî ìåíøå êiëüöå G := {ξ : r1 < |ξ − a| < R1}, äå r1 i R1 òàêi, ùî

r < r1 < |z − a| < R1 < R.

Òîäi z ∈ G , à ôóíêöiÿ f(z) àíàëiòè÷íà â çàìèêàííiG îáëàñòiG ç ìåæåþ ∂G =
γR1

⋃
γ−r1, äå γR1

i γr1− êîëà ç öåíòðîì â òî÷öi a ðàäióñiâ R1 i r1 âiäïîâiäíî.
Òîìó çà iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi

f(z) =
1

2πi

∫
∂G

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2πi

∫
γR1

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2πi

∫
γr1

f(ξ)

ξ − z
dξ =: I1 + I2. (4.1.2)

Ðîçãîðíåìî â ðÿä ÿäðî 1
ξ−z â êîæíîìó ç iíòåãðàëiâ I1 i I2 çà äîïîìîãîþ ôîð-

ìóëè ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨

1

1− w
=

∞∑
k=1

wn, |w| < 1.
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Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîäàìî ÿäðî 1
ξ−z iíòåãðàëó I1 ó âèãëÿäi

1

ξ − z
=

1

(ξ − a)− (z − a)
=

1

(ξ − a)
(

1− z−a
ξ−a

) . (4.1.3)

Çàçíà÷èìî, ùî äðiá w := z−a
ξ−a çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |w| = |z−a|

R1
< 1 äëÿ òî÷îê

ξ ∈ γR1
âíàñëiäîê âèáîðó ÷èñëà R1. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è â (4.1.3) ôîðìóëó

ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨, îòðèìà¹ìî

1

ξ − z
=

1

(ξ − a)

∞∑
n=0

(z − a)n

(ξ − a)n
=

∞∑
n=0

(z − a)n

(ξ − a)n+1
. (4.1.4)

Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä (4.1.4) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîëi γR1
. Âií çàëèùèòüñÿ

ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà γR1
ïiñëÿ äîìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ f(ξ) âíàñëiäîê ¨¨

îáìåæåííîñòi íà öüîìó êîëi. Òîìó, ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâèíåííÿ (4.1.4) â iíòåãðàë
I1, iíòåãðóþ÷è ðÿä ïî÷ëåííî, i çàñòîñîâóþ÷è íàñëiäîê 3.3.2 ç òåîðåìè Êîøi
äëÿ ãîìîòîïãèõ êðèâèõ, áóäåìî ìàòè

I1 =
1

2πi

∫
γR1

f(ξ)
∞∑
n=0

(z − a)n

(ξ − a)n+1
dξ =

∞∑
n=0

(z − a)n
1

2πi

∫
γR1

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

=
∞∑
n=0

(z − a)n
1

2πi

∫
γρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

∞∑
n=0

cn(z − a)n. (4.1.5)

Òåïåð ïîäàìî ÿäðî − 1
ξ−z iíòåãðàëó I2 ó âèãëÿäi

− 1

ξ − z
=

1

(z − a)− (ξ − a)
=

1

(z − a)
(

1− ξ−a
z−a

) . (4.1.6)

Çàçíà÷èìî, ùî äðiá w := ξ−a
z−a çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |w| = r1

|z−a| < 1 äëÿ òî÷îê
ξ ∈ γr1 âíàñëiäîê âèáîðó ÷èñëà r1. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è â (4.1.6) ôîðìóëó
ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ i ðîáëÿ÷è â ñóìi çàìiíó çìiííèõ
(n+ 1→ −n), îòðèìà¹ìî

− 1

ξ − z
=

1

(z − a)

∞∑
n=0

(ξ − a)n

(z − a)n
=

∞∑
n=0

(ξ − a)n

(z − a)n+1
=

−1∑
n=−∞

(z − a)n

(ξ − a)n+1
. (4.1.7)

Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä (4.1.7) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîëi γr1. Âií çàëèùèòüñÿ
ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà γr1 ïiñëÿ äîìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ f(ξ) âíàñëiäîê ¨¨
îáìåæåííîñòi íà öüîìó êîëi. Òîìó, ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâèíåííÿ (4.1.7) â iíòåãðàë
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I2, iíòåãðóþ÷è ðÿä ïî÷ëåííî, i çàñòîñîâóþ÷è íàñëiäîê 3.3.2 ç òåîðåìè Êîøi
äëÿ ãîìîòîïãèõ êðèâèõ, áóäåìî ìàòè

I2 =
1

2πi

∫
γr1

f(ξ)
−1∑

n=−∞

(z − a)n

(ξ − a)n+1
dξ =

−1∑
n=−∞

(z − a)n
1

2πi

∫
γr1

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

=
−1∑

n=−∞
(z − a)n

1

2πi

∫
γρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

−1∑
n=−∞

cn(z − a)n. (4.1.8)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïiäñòàâèìî îòðèìàíi â (4.1.5) i (4.1.8)
ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ iíòåãðàëiâ I1 i I2 â ôîðìóëó (4.1.2).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1 Ðÿäè âèäó (4.1.1) íàçèâàþòüñÿ ðÿäàìè Ëîðàíà.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãîðíåìî ôóíêöiþ f(z) = 1
(z−2)(z−3) â ðÿä Ëîðàíà ó êiëüöi

{z : 1 < |z − 1| < 2}.
Ç'ÿñó¹ìî ìîæëèâiñòü ïîäàííÿ ðÿäîì Ëîðàíà ôóíêöi¨ f ó çàäàíîìó êiëüöi.

Çàóâàæèìî, ùî íóëi çíàìåííèêà, òî÷êè 2 i 3, çíàõîäÿòüñÿ íà ìåæåâèõ êîëàõ
äàíîãî êiëüöÿ, Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ â ñàìîìó êiëüöi i òîìó çà
òåîðåìîþ Ëîðàíà ¨¨ ìîæíà ðîçãîðíóòè â öüîìó êiëüöi â ðÿä Ëîíàíà.

Ñïî÷àòêó ïîäàìî äàíó ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi ñóìè íàéïðîñòiøèõ
äðîáiâ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ ñàìà ìîæëèâiñòü i âèä òàêîãî
ïîäàííÿ áóäóòü îòðèìàíi ïiçíiøå (òåîðåìà 4.2.12 i çàóâàæåííÿ 3 äî íå¨). Äëÿ
äàíî¨ ôóíêöi¨ f òàêå ïîäàííÿ, î÷åâèäíî, ìà¹ âèä

f(z) =
1

z − 3
− 1

z − 2
. (4.1.9)

Äàëi ðîãîðíåìî êîæíèé ç íàéïðîñòiøèõ äðîáiâ ó ðÿä Ëîðàíà, çáiæíèé ó äà-
íîìó êiëüöi. Öÿ îïåðàöiÿ ïî ñóòi ¹ ôðàãìåíòîì äîâåäåííÿ òåîðåìè Ëîðàíà.
Äëÿ äðîáó 1

z−3 âîíà âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì.

1

z − 3
=

1

(z − 1)− 2
=

1

−2
(
1− z−1

2

) = −1

2

∞∑
n=0

(z − 1)n

2n
= −

∞∑
n=0

(z − 1)n

2n+1
.

Ó öüîìó ïåðåòâîðåííi áóëà çàñòîñîâàíà ôîðìóëà ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè-
÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çi çíàìåííèêîì w = z−1

2 . Òîìó îòðèìàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ òàì,
äå |w| < 1, òîáòî â êðóçi |z − 1| < 2.

Äëÿ äðîáó 1
z−2 ðîãîðòàííÿ â ðÿä Ëîðàíà, çáiæíèé ó äàíîìó êiëüöi, âèãëÿ-

äà¹ äåùð iíàêøå.

1

z − 2
=

1

(z − 1)− 1
=

1

(z − 1)
(
1− 1

z−1

) =
1

z − 1

∞∑
n=0

1

(z − 1)n
=

∞∑
n=0

1

(z − 1)n+1
.
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Ó öüîìó ïåðåòâîðåííi áóëà çàñòîñîâàíà ôîðìóëà ñóìè íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè-
÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çi çíàìåííèêîì w = 1

z−1 . Òîìó îòðèìàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ òàì,
äå |w| < 1, òîáòî ó çîâíiøíîñòi |z − 1| > 1 ìåíøîãî ìåæåâîãî êîëà äàíîãî
êiëüöÿ.

Äëÿ çàâåðøåííÿ ðîçãîðòàííÿ ôóíêöi¨ f â ðÿä Ëîðàíà ó çàäàíîìó êiëüöi
{z : 1 < |z − 1| < 2} çàëèøèëîñü ïiäñòàâèòè îòðèìàíi ïîäàííÿ íàéïðîñòiøèõ
äðîáiâ ó ôîðìóëó (4.1.9).

Äëÿ âèâ÷åííÿ îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé ðÿäiâ Ëîðàíà íàì çíàäîáèòüñÿ íà-
ñòóïíà òåîðåìà, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè 2.4.1 ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü
ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Òåîðåìà 4.1.2 (Âåéåðøòðàñ). ßêùî ôóíêöi¨ fn(z), n = 0, 1, 2, ..., àíàëiòè-

÷íi â îáëàñòi G ⊂ C, à ðÿä
∞∑
n=0

fn(z) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíié êîì-

ïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi G, òî

1) ñóìà ðÿäó f(z) :=
∞∑
n=0

fn(z) ¹ ôóíêöi¹þ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi G;

2) öåé ðÿä ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè â îáëàñòi G áóäü-ÿêó êiëü-

êiñòü ðàçiâ, òîáòî f (k)(z) =
∞∑
n=0

f
(k)
n (z) äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ G i k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó z0 ∈ G i ïîáóäó¹ìî òàêèé îêië B := B(z0, r) öi-

¹¨ òî÷êè, ùî B ⊂ G. Îñêiëüêè çàìèêàííÿ îêîëó B ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ,

ðÿä
∞∑
n=0

fn(z) çáiãà¹òüñÿ â B ðiâíîìiðíî çà óìîâîþ òåîðåìè, ïðè÷îìó ôóí-

êöi¨ ôóíêöi¨ fn(z) ¹ íåïåðåðâíèìè. Òîìó çà âiäîìîþ ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó òåîðåìîþ, ñóìà f(z) öüîãî ðÿäó íåïåðåðâíà â çàìêíóòîìó îêîëi B.
Íåõàé γ− äîâiëüíà çàìêíóòà ñïðÿìëþâàíà êðèâà, ùî ìiñòèòüñÿ â îêîëi B.

Îñêiëüêè êðèâà γ ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ, ðÿä
∞∑
n=0

fn(z) çáiãà¹òüñÿ íà íié

ðiâíîìiðíî çà óìîâîþ òåîðåìè. Òîìó, iíòåãðóþ÷è ïî÷ëåííî öåé ðÿä i çàñòîñî-
âóþ÷è iíòåãðàëüíó òåîðåìó Êîøi äî àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi G ôóíêöié fn(z),
îòðèìà¹ìî ∫

γ

f(z)dz =

∫
γ

∞∑
n=0

fn(z)dz =
∞∑
n=0

∫
γ

fn(z)dz = 0.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 3.6.4 Ìîðåðà i çà öi¹þ òåîðåìîþ
ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â îêîëi B äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè îáëàñòi G,
òîáòî, âîíà ¹ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi G.

Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Çíîâó çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó
z0 ∈ G i ïîáóäó¹ìî òàêèé îêië B := B(z0, r) öi¹¨ òî÷êè, ùî B ⊂ G. Íå-
õàé γr− ìåæåâå êîëî öüîãî îêîëó B. Çàôiêñó¹ìî òàêîæ äîâiëüíå k ∈ N. Çà
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iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi äëÿ ïîõiäíèõ

f (k)(z0) =
k!

2πi

∫
γr

f(z)

(z − z0)k+1
dz =

k!

2πi

∫
γr

∞∑
n=0

fn(z)

(z − z0)k+1
dz.

Îñêiëüêè êîëî γr ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ, òî ðÿä
∞∑
n=0

fn(z) çáiãà¹òüñÿ ðiâ-

íîìiðíî íà γr çà óìîâîþ òåîðåìè. Òîäi i ðÿä
∞∑
n=0

fn(z)
(z−z0)k+1 òàêîæ çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî íà γr âíàñëiäîê òîãî, ùî |z− z0| = r íà öüîìó êîëi. Òîìó iíòåãðó-
þ÷è ïî÷ëåííî öåé ðÿä i çíîâó çàñòîñîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi äëÿ
ïîõiäíèõ ïðîäîâæèìî ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü íàñòóïíèì ÷èíîì

f (k)(z0) =
∞∑
n=0

k!

2πi

∫
γr

fn(z)

(z − z0)k+1
dz =

∞∑
n=0

f (k)
n (z0).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ. Ïîêëàâøè â òåîðåìi Âåéåðøòðàñà fn(z) = cn(z−z0)
n, îòðè-

ìà¹ìî òåîðåìó 2.4.1 ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ðÿäiâ Ëîðàíà.

Áóäü-ÿêèé ðÿä Ëîðàíà
∞∑

n=−∞
cn(z− a)n, äå a−ñêií÷åííà òî÷êà êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè, ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ ðÿäiâ:
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n =

∞∑
n=0

cn(z − a)n +
−1∑

n=−∞
cn(z − a)n. (4.1.10)

Ïåðøèé ç íèõ ¹ çâè÷àéíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì. Çà òåîðåìîþ Àáåëÿ éîãî ñó-
ìà ¹ ôóíêöi¹þ àíàëiòè÷íîþ â êðóçi çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó. Òîìó ïåðøèé ðÿä
íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ ÷àñòèíîþ ðÿäó Ëîðàíà. Äðóãèé ðÿä â (4.1.10) íàçè-
âà¹òüñÿ ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ ðÿäó Ëîðàíà.

Âëàñòèâiñòü 1. Ðÿä Ëîðàíà
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n çáiãà¹òüñÿ â äåÿêîìó êiëüöi

{z : r < |z − a| < R}.
Äîâåäåííÿ. Ïåðøèé ðÿä â (4.1.10) çà òåîðåìîþ Àáåëÿ çáiãà¹òüñÿ ó êðóçi

|z − a| < R, ðàäióñ R ÿêîãî ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ Êîøi R = L−1, äå
L = lim

n→∞
n
√
|cn|.

Äðóãèé ðÿä â (4.1.10) ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ w = (z − a)−1 òåæ ñòà¹ ñòå-

ïåíåâèì ðÿäîì
∞∑
n=1

c−nw
n. Çà òi¹þ æ òåîðåìîþ Àáåëÿ âií çáiãà¹òüñÿ ó êðó-

çi |w| < R1, ðàäióñ R1 ÿêîãî ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ Êîøi R1 = L−1
1 ,
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äå L1 = lim
n→∞

n
√
|c−n|. Òîìó äðóãèé ðÿä â (4.1.10) çáiãà¹òüñÿ íà ìíîæèíi

{z : |z − a| > r}, äå r = R−1
1 .

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä Ëîðàíà çáiãà¹òüñÿ ó êiëüöi {z : r < |z − a| < R}.

Âëàñòèâiñòü 2. Ðÿä Ëîðàíà
∞∑

n=−∞
cn(z− a)n çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êî-

æíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi êiëüöÿ çáiæíîñòi {z : r < |z − a| < R}.

Äîâåäåííÿ. ßêùî K−äîâiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà êiëüöÿ çáiæíîñòi
{z : r < |z − a| < R}, òî iñíóþòü òàêi r0 i R0, r < r0 < R0 < R, ùî
K ⊂ {z : r0 ≤ |z − a| ≤ R0}. Çà òåîðåìîþ 2.1.2 Àáåëÿ ïåðøèèé ðÿä â (4.1.10)
çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â êðóçi {z : |z − a| ≤ R0}.

Ïðè äîâåäåííi âëàñòèâîñòi 1 âñòàíîâëåíî, ùî ðÿä
∞∑
n=1

c−nw
n, â ÿêèé ïåðå-

òâîðþ¹òüñÿ äðóãèé ðÿä â (4.1.10) ïiñëÿ çàìiíè w = (z−a)−1, çáiãà¹òüñÿ â êðóçi
{w : |w| < R1}, äå R1 = 1

r . Áiëüøå òîãî, çà òi¹þ æ òåîðåìîþ 2.1.2 Àáåëÿ âií
çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â êðóçi {w : |w| ≤ 1

r0
} îñêiëüêè 1

r0
< 1

r = R1. Iíøèìè ñëî-
âàìè, äðóãèé ðÿä â (4.1.10) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíi {z : |z−a| ≥ r0}.

Îòæå, ðÿä Ëîðàíà çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â êiëüöi {z : r0 ≤ |z − a| ≤ R0} i,
çîêðåìà, íà ìíîæèíi K.

Ïðÿìèì íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi 2 i òåîðåìè 4.1.2 Âååéðøòðàñà ¹ íàñòóïíà
âëàñòèâiñòü.

Âëàñòèâiñòü 3. Ñóìà ðÿäó Ëîðàíà s(z) :=
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n ¹ ôóíêöi¹þ

àíàëiòè÷íîþ â êiëüöi çáiæíîñòi {z : r < |z − a| < R} öüîãî ðÿäó.

Âëàñòèâiñòü 4. Äëÿ àíàëiòè÷íî¨ â êiëüöi {z : r < |z − a| < R} ôóíêöi¨
f(z) iñíó¹ ¹äèíå ó öüîìó êiëüöi ïðåäñòàâëåííÿ âèäó

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n . (4.1.11)

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ïîäàííÿ âèäó (4.1.11) äëÿ ôóíêöi¨ f(z), àíàëiòè-
÷íî¨ â êiëüöi {z : r < |z − a| < R}, ãàðàíòîâàíî òåîðåìîþ Ëîðàíà. Äîâåäå-
ìî éîãî ¹äèíiñòü. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî â áóäü-ÿêîìó ïðåäñòàâëåííi âèäó
(4.1.11) êîåôiöi¹íòè cn òàêi æ ñàìi, ÿê ó ôîðìóëi (4.1.1).

Íåõàé ρ ∈ (r, R) i γρ := {z : |z − a| = ρ}. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå öiëå k i
äîìíîæèìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4.1.11) íà (z− a)−k−1, à ïîòiì ïðî-
iíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü óçäîâæ êîëà γρ. Çà âëàñòèâiñòþ 2 ðÿä (4.1.11)
çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîëi γρ. Âií çàëèøèòüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèì i ïiñëÿ
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äîìíîæåííÿ íà (z − a)−k−1 îñêiëüêè |z − a| = ρ äëÿ òî÷îê z ∈ γρ. Òîìó, iíòå-
ãðóþ÷è öåé ðÿä ïî÷ëåííî i âðàõîâóþ÷è ïðèêëàä 1 ç ðîçäiëó 3.1, îòðèìà¹ìî:∫

γρ

f(z)

(z − a)k+1
dz =

∫
γρ

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n−k−1dz =

=
∞∑

n=−∞
cn

∫
γr

(z − a)n−k−1dz = ck · 2πi.

Çâiäñè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ck îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (4.1.1).

Âëàñòèâiñòü 5 (Íåðiâíiñòü Êîøi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó Ëîðàíà). ßêùî
ôóíêöiÿ f àíàëiòè÷íà â êiëüöi {z : r < |z− a| < R}, òî äëÿ êîåôiöi¹íòiâ cn
¨¨ ðÿäó Ëîðàíà â öüîìó êiëüöi âèêîíóýòüñÿ íåðiâíiñòü

|cn| ≤
max
z∈γρ
|f(z)|

ρn
,

äå γρ = {z : |z − a| = ρ}, r < ρ < R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Mρ := max
z∈γρ
|f(z)|. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (4.1.1) äëÿ

êîåôiöi¹íòiâ cn i âðàõîâóþ÷è, ùî |ξ − a| = ρ äëÿ ξ ∈ γρ, áóäåìî ìàòè

|cn| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
γρ

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

2π
· Mρ

ρn+1

∫
γρ

|dξ| = Mρ

2πρn+1
· 2πρ =

Mρ

ρn
.

Ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi.

Ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi {z : r < |z| <∞} íåñêií÷åííîñòi ìà¹ âèä
∞∑

n=−∞
cnz

n. Éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ñóìîþ äâîõ ðÿäiâ:

∞∑
n=−∞

cnz
n =

0∑
n=−∞

cnz
n +

∞∑
n=1

cnz
n. (4.1.12)

Ñóìà ïåðøîãî ðÿäó çà îçíà÷åííÿì 3.6.2 ¹ ôóíêöi¹þ àíàëiòè÷íîþ â íåñêií-
÷åííîñòi. Òîìó ïåðøèé ðÿä íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ ÷àñòèíîþ ðÿäó Ëîðàíà
â îêîëi íåñêií÷åííîñòi. Äðóãèé ðÿä â (4.1.12) íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ
ðÿäó Ëîðàíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi.
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4.2 Içîëüîâàíi îñîáëèâi òî÷êè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

.

Îçíà÷åííÿ 4.2.1 Òî÷êà a ∈ C íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ
ôóíêöi¨ f , ÿêùî iñíó¹ ïðîêîëîòèé îêië öi¹¨ òî÷êè, â ÿêîìó ôóíêöiÿ f ¹ àíà-
ëiòè÷íîþ.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîêîëîòi îêîëè ÿê ñêií÷åííî¨ òî÷êè {z : 0 < |z−a| < R},
òàê i íåñêií÷åííîñòi {z : r < |z| <∞} ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè êiëüöÿ. Òîìó
çà òåîðåìîþ Ëîðàíà ôóíêöiþ f â ïðîêîëîòîìó îêîëi içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨

òî÷êè a ìîæíà ðîçãîðíóòè ó çáiæíèé ðÿä Ëîðàíà f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z−a)n (äëÿ

ñêií÷åííî¨ òî÷êè) àáî f(z) =
∞∑

n=−∞
cnz

n (â ïðîêîëîòîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi).

ßê çàçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, öåé ðÿä ìîæíà ïðåäñòàâèòè ñóìîþ äâîõ ðÿäiâ, à ñàìå

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n +
−1∑

n=−∞
cn(z − a)n (4.2.1)

äëÿ ñêií÷åííî¨ òî÷êè a i

f(z) =
0∑

n=−∞
cnz

n +
∞∑
n=1

cnz
n (4.2.2)

äëÿ íåñêií÷åííîñòi. Ñóìà ïåðøîãî ðÿäó â êîæíîìó ç öèõ ïðåäñòàâëåíü ¹ ôóí-
êöi¹þ àíàëiòè÷íîþ (çà òåîðåìîþ Àáåëÿ äëÿ ñêií÷åííî¨ òî÷êè àáî çà îçíà÷å-
ííÿì � äëÿ íåñêií÷åííîñòi). Òîìó ïåðøèé ðÿä â êîæíîìó ç ïðåäñòàâëåíü
íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ ÷àñòèíîþ ðÿäó Ëîðàíà.

Òàêèì ÷èíîì, õàðàêòåð îñîáëèâîñòi ôóíêöi¨ f â ¨¨ içîëüîâàíié îñîáëèâié
òî÷öi öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ äðóãèì ðÿäîì â ïðåäñòàâëåííÿõ (4.2.1) i (4.2.2).
Òîìó äðóãèé ðÿä â öèõ ïðåäñòàâëåííÿõ íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ ðÿäó
Ëîðàíà ôóíêöi¨ f â ïðîêîëîòîìó îêîëi içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.

Îçíà÷åííÿ 4.2.2 Íåõàé Γa(f)− ãîëîâíà ÷àñòèíà ðÿäó Ëîðàíà ôóíêöi¨ f â
ïðîêîëîòîìó îêîëi içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè a, a ∈ C.

1) Òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ óñóâíîþ, ÿêùî Γa(f) = 0;
2) òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ ïîëþñîì, ÿêùî Γa(f) ñêií÷åííà;
3) òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ iñòîòíî îñîáëèâîþ, ÿêùî Γa(f) íåñêií÷åííà.

Ïðèêëàä 1. Ç'ÿñóâàòè õàðàêòåð îñîáëèâîñòi ó òî÷êàõ 0 i ∞ íàñòóïíèõ
ôóíêöié f1(z) = sin z

z , f2(z) = cos z
z , f3(z) = e

1
z , f4(z) = z2 + e

1
z .

Ñêîðèñòàâøèñü îçíà÷åííÿìè 2.2.1 ôóíêöié sin z, cos z, ez, îòðèìà¹ìî

f1(z) = 1− z2

3!
+
z4

5!
− z6

7!
+ ..., f2(z) =

1

z
− z

2!
+
z3

4!
− z5

6!
+ ...,
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f3(z) =
1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ ..., f4(z) = z2 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ ...

Âñi ðÿäè çáiãàþòüñÿ â êiëüöi 0 < |z| < ∞. Îòæå, âîíè ïðåäñòàâëÿþòü
âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ â ïðîêîëîòèõ îêîëàõ ÿê íóëÿ, òàê i íåñêií÷åííîñòi. Ç öèõ
ïðåäñòàâëåíü ìà¹ìî Γ0(f1) = 0, Γ0(f2) = 1

z , Γ0(f3) = 1
z + 1

2!z2 + 1
3!z3 + ...,

Γ0(f4) = 1
z + 1

2!z2 + 1
3!z3 + ...

Òàêèì ÷èíîì, â òî÷öi 0 ôóíêöiÿ f1 ìà¹ óñóâíó òî÷êó, ôóíêöiÿ f2− ïîëþñ,
ôóíêöi¨ f3 i f4− iñòîòíî îñîáëèâó òî÷êó.

Ç öèõ æå ïðåäñòàâëåíü ìà¹ìî Γ∞(f1) = −z2

3! + z4

5! −
z6

7! + ..., Γ∞(f2) =

− z
2! + z3

4! −
z5

6! + ..., Γ∞(f3) = 0, Γ∞(f4) = z2.
Òàêèì ÷èíîì, â òî÷öi ∞ ôóíêöiÿ f1 i f2 ìàþòü iñòîòíî îñîáëèâó òî÷êó,

ôóíêöiÿ f3− óñóâíó òî÷êó, ôóíêöiÿ f4− ïîëþñ.

Çàóâàæåííÿ 1. Íàâåäåíà êëàñèôiêàöiÿ îñîáëèâèõ òî÷îê ñòîñó¹òüñÿ âè-
êëþ÷íî içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê. Iñíóþòü áiëüø ñêëàäíi îñîáëèâi òî÷êè,
ÿêi íå ïiäëÿãàþòü íàâåäåíié êëàñèôiêàöi¨.
Ïðèêëàä 2. Ôóíêöiÿ f(z) =

(
sin 1

z

)−1
ìà¹ â òî÷öi 0 íåiçîëüîâàíó îñîáëèâó

òî÷êó, îñêiëüêè âîíà ìà¹ ïîñëiäîâíiñòü îñîáëèâèõ òî÷îê zk = 1
πk , ïðè÷îìó

zk → 0.
Íàãîëîñèìî, ùî iñíó¹ iíøà ìîæëèâiñòü ç'ÿñóâàííÿ õàðàêòåðó içîëüîâàíî¨

îñîáëèâî¨ òî÷êè äàíî¨ ôóíêöi¨ îêðiì ðîçâèíåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ â ðÿä Ëîðàíà.
Öÿ ìîæëèâiñòü âèðàæåíà íàñòóïíèìè òåîðåìàìè, ÿêi äàþòü êðèòåði¨ õàðà-
êòåðó içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.

Òåîðåìà 4.2.1 Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a ∈ C ôóíêöi¨ f ¹ óñóâíîþ, ÿêùî
i òiëüêè ÿêùî iñíó¹

lim
z→a

f(z) 6=∞.

Òåîðåìà 4.2.2 Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a ∈ C ôóíêöi¨ f ¹ ïîëþñîì, ÿêùî
i òiëüêè ÿêùî

lim
z→a

f(z) =∞.

Òåîðåìà 4.2.3 Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a ∈ C ôóíêöi¨ f ¹ iñòîòíî îñî-
áëèâîþ, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî íå iñíó¹ ãðàíèöi

lim
z→a

f(z).

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 4.2.3 îäðàçó âèïëèâà¹ ç òåîðåì 4.2.1 i 4.2.2. Öi äâi
òåîðåìè ðàçîì ç iíøèìè õàðàêòåðèçàöiÿìè òèïó içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê
áóäóòü äîâåäåíi íèæ÷å.

Óñóâíà òî÷êà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.1. Äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ ñêií÷åííî¨ òî÷êè a.
Äëÿ a =∞ äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Íåõàé òî÷êè a ¹ óñóâíîþ. Çà îçíà÷åííÿì ðÿä Ëîðàíà ôóíêöi¨ f â ïðîêîëî-

òîìó îêîëi óñóâíî¨ òî÷êè a ìà¹ âèä f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n. Òîäi lim
z→a

f(z) = c0.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim
z→a

f(z). Òîäi ôóíêöiÿ f

îáìåæåíà â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi 0 < |z − a| < R òî÷êè a, òîáòî iñíó¹
òàêå M > 0, ùî |f(z)| ≤ M äëÿ âñiõ z ç öüîãî îêîëó. Òîìó ç íåðiâíîñòi

Êîøi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ cn ðÿäó Ëîðàíà f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n ôóíêöi¨ f

(äèâ. âëàñòèâiñòü 5) ó öüîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi ìà¹ìî îöiíêó |cn| ≤ Mρ−n,
äå ρ ∈ (0, R). Ïåðåõîäÿ÷è â öié íåðiâíîñòi äëÿ n < 0 äî ãðàíèöi ïðè ρ → 0,
îòðèìà¹ìî |cn| ≤ 0, òîáòî, cn = 0 äëÿ n < 0. Òàêèì ÷èíîì, ðÿä Ëîðàíà

ôóíêöi¨ f ó öüîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi ìà¹ âèä f(z) =
∞∑
n=0

cn(z−a)n. Öå îçíà÷à¹,

ùî Γa(f) = 0. Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà a ¹ óñóâíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f .
Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàçíà÷èìî, ùî ïðè äîâåäåííi äîñòàòüíîñòi óìîâè òåîðåìè, ç ôàêòó iñíóâàí-

íÿ ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi lim
z→a

f(z) áóëî âèêîðèñòàíî ëèøå îáìåæåííiñòü ôóíêöi¨.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå òàêèé íàñëiäîê ç òåîðåìè 4.2.1.

Íàñëiäîê 4.2.4 Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a ∈ C ôóíêöi¨ f ¹ óñóâíîþ,
ÿêùî i òiëüêè ÿêùî ôóíêöiÿ f ¹ îáìåæåíîþ â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
òî÷êè a.

Ïðèêëàä 3. Ç'ÿñóâàòè õàðàêòåð îñîáëèâîñòi ó òî÷êöi 0 íàñòóïíèõ ôóí-

êöié: f1(z) = sin z
ez−1 , f2(z) = 21−cos z

sin2 z
, òà ôóíêöi¨ f3(z) = z8e

1
z

(z4+1)2 ó òî÷öi ∞.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

lim
z→0

f1(z) = lim
z→0

f2(z) = 1, lim
z→∞

f3(z) = 1.

Îòæå, îáèäâi òî÷êè: 0 (äëÿ ôóíêöié f1 i f2) i∞ (äëÿ ôóíêöi¨ f3) ¹ óñóâíèìè.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî òî÷êè a ∈ C ¹ óñóâíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f , òî çà îçíà-
÷åííÿì ðÿä Ëîðàíà öi¹¨ ôóíêöi¨ â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi 0 < |z−a| < R

ìà¹ âèä f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n. Ç iíøîãî áîêó, ôóíêöiÿ s(z) :=
∞∑
n=0

cn(z − a)n

âèçíà÷åíà ó âñüîìó îêîëi |z − a| < R i ¹ â öüîìó îêîëi ôóíêöi¹þ àíàëiòè-
÷íîþ. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ôóíêöiþ f(z) äîâèçíà÷èòè â òî÷öi a, ïîêëàâøè
f(a) := lim

z→a
f(z) = s(a), òî îñîáëèâiñòü ôóíêöi¨ f â òî÷öi a áóäå óñóíîòî i

âîíà ñòàíå àíàëiòè÷íîþ â öié òî÷öi.
Öèì ïîÿñíþ¹òüñÿ ïîõîäæåííÿ íàçâè óñóâíî¨ òî÷êè.
Çàóâàæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ òàêîæ i óñóâíî¨ òî÷êè ∞.

Ïðèêëàä 4. Ôóíêöiÿ f(z) := sin z
z íå âèçíà÷åíà â òî÷öi 0 i ìà¹ óñóâíó

îñîáëèâiñòü â öié òî÷öi. Àëå ïiñëÿ äîâèçíà÷åííÿ çà ôîðìóëîþ f(0) = 1, âîíà
ñòà¹ àíàëiòè÷íîþ ó òî÷öi 0.
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Ïîëþñ.

Îçíà÷åííÿ 4.2.3 (ïîðÿäêó ïîëþñà). Ôóíêöiÿ f ìà¹ â òî÷öi a ∈ C ïîëþñ
ïîðÿäêó m, ÿêùî ¨¨ ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè ìà¹ âèä

f(z) =
c−m

(z − a)m
+

c−m+1

(z − a)m−1
+ ...+

c−1

(z − a)
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n, c−m 6= 0,

ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ òî÷êè a, àáî

f(z) = cmz
m + cm−1z

m−1 + ...+ c1z +
0∑

n=−∞
cnz

n, cm 6= 0,

ó âèïàäêó a =∞.
Iíøèìè ñëîâàìè, ïîðÿäîê ïîëþñó ôóíêöi¨ f â òî÷öi a− öå íîìåð ñòàðøîãî

÷ëåíó ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè ðÿäó Ëîðàíà ôóíêöi¨ f â ïðîêîëîòîìó îêîëi òî÷êè a.
Ïîëþñ ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçèâàþòü ùå ïðîñòèì ïîëþñîì
Ïðèêëàä 5. ßêùî c 6= 0, òî êîæíà ç ôóíêöié f(z) = c

z100 (â òî÷öi 0) i
g(z) = cz100 (â òî÷öi ∞) ìàþòü ïîëþñ ñîòîãî ïîðÿäêó.

Íàñòóïíà òåîðåìà ìiñòèòü êðèòåðié ïîðÿäêó ïîëþñà. Çà äîïîìîãîþ öi¹¨
òåîðåìè òàêîæ áóäå îòðèìàíî äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.2.

Òåîðåìà 4.2.5 Òî÷êà a 6= ∞ ¹ ïîëþñîì ïîðÿäêó m äëÿ ôóíêöi¨ f òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè ôóíêöiÿ f äîïó-
ñêà¹ ïîäàííÿ âèäó

f(z) =
h(z)

(z − a)m
, (4.2.3)

äå h(z)−àíàëiòè÷íà â òî÷öi a ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó h(a) 6= 0.
Òî÷êà ∞ ¹ ïîëþñîì ïîðÿäêó m äëÿ ôóíêöi¨ f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â

äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi ôóíêöiÿ f äîïóñêà¹ ïîäàííÿ âèäó

f(z) = zm · ϕ(z) ,

äå ϕ(z)−àíàëiòè÷íà â òî÷öi ∞ ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó ϕ(∞) 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ ñêií÷åííî¨ òî÷êè a. Äëÿ a =∞ äîâå-
äåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ â òî÷öi a ïîëþñ ïîðÿäêó m. Òîäi ç îçíà÷åííÿ 4.2.3
ìà¹ìî

f(z)(z − a)m = c−m + c−m+1(z − a) + c−m+2(z − a)2 + ..., (4.2.4)

äå c−m 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç h(z) ñóìó ñòåïåíåâîãî ðÿäó â ïðàâié ÷àñòèíi
ðiâíîñòi (4.2.4). Öÿ ôóíêöiÿ h(z) çà òåîðåìîþ 2.4.1 ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü
ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó ¹ àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi a, ïðè÷îìó h(a) = c−m 6= 0.
Òîìó ç (4.2.4) îòðèìó¹ìî íåîáõiäíå ïîäàííÿ (4.2.3).
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Íåõàé òåïåð äëÿ ôóíêöi¨ f â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi òî÷êè a ìà¹ ìiñöå
ïîäàííÿ (4.2.3). Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 3.5.1 Òåéëîðà, ïðåäñòàâèìî àíàëi-
òè÷íó ôóíêöiþ h(z) â öüîìó ïîäàííi çáiæíèì â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè a ñòåïå-
íåâèì ðÿäîì:

f(z) =
1

(z − a)m
(
b0 + b1(z − a) + b2(z − a)2 + ...

)
=

=
b0

(z − a)m
+

b1

(z − a)m−1
+ +

b2

(z − a)m−2
+ ...+ bm +

∞∑
k=1

bm+k(z − a)k,

äå b0 = h(a) 6= 0.
Îòðèìàíå ïîäàííÿ ôóíêöi¨ f ðÿäîì Ëîðàíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi òî÷êè

a ìà¹ òàêèé âèä, ÿêèé çà îçíà÷åííÿì 4.2.3 ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî òî÷êà a ¹
ïîëþñîì ïîðÿäêó m äëÿ ôóíêöi¨ f .

Ïîðiâíþþ÷è òåîðåìó 4.2.5 ç òâåðäæåííÿì 3.7.1 i íàñëiäêîì ç íüîãî, ÿêi
äàþòü êðèòåðié ïîðÿäêó íóëÿ, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 4.2.6 Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a, a ∈ C, ôóíêöi¨ f(z) ¹ ïîëþ-
ñîì ïîðÿäêó m öi¹¨ ôóíêöi¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ íóëåì ïîðÿäêó
m äëÿ ôóíêöi¨ 1

f(z).

Íàñëiäîê 4.2.7 Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a, a 6=∞, ôóíêöi¨ f(z) ¹ ïîëþ-
ñîì ïîðÿäêó m öi¹¨ ôóíêöi¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòî-
òè÷íà ðiâíîñòü

f(z) ∼ C(z − a)−m, z → a, C 6= 0.

Içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà∞ ôóíêöi¨ f(z) ¹ ïîëþñîì ïîðÿäêó m öi¹¨ ôóí-
êöi¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ðiâíîñòü

f(z) ∼ Czm, z →∞, C 6= 0.

Âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ïîëþñàìè i íóëÿìè, âèðàæåíèé íàñëiäêîì 4.2.6, äà¹
çìîãó ðîçãëÿäàòè ïîëþñè ïîðÿäêó m ÿê íóëi âiä'¹ìíîãî ïîðÿäêó −m. Òàêà
òåðìiíîëîãi÷íà óãîäà äà¹ ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþâàòè ùå îäèí êîðèñíèé íà-
ñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.2.8 Íåõàé f(z) = f1(z)
f2(z). ßêùî â òî÷öi a, a ∈ C, ôóíêöiÿ f1(z)

ìà¹ íóëü ïîðÿäêó k1, à ôóíêöiÿ f2(z)− íóëü ïîðÿäêó k2, òî ôóíêöiÿ f(z)
ìà¹ â öié òî÷öi íóëü ïîðÿäêó k1 − k2.

Ïðè öüîìó, ÿêùî k1 > k2, òî öå � çâè÷àéíèé íóëü ïîðÿäêó k1 − k2, ÿêùî
æ k1 < k2, òî öå íóëü âiä'¹ìíîãî ïîðÿäêó, òîáòî, ïîëþñ ïîðÿäêó k2 − k1.
ßêùî, íàðåøòi, k1 = k2, òî òî÷êà a ¹ óñóâíîþ.
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Ïðèêëàä 6. Ç'ÿñóâàòè õàðàêòåð îñîáëèâîñòi ôóíêöié: f1(z) = 1
ez−1 (ó òî÷öi

0), f2(z) = sin(z+i)
(z2+1)2 (ó òî÷öi −i), f3(z) = 1

sin2 1
z

(ó òî÷öi ∞).

Îñêiëüêè ez − 1 ∼ z ïðè z → 0, òî f1(z) ∼ 1
z ïðè z → 0. Òîìó çà íàñëiä-

êîì 4.2.7 ôóíêöiÿ f1(z) ìà¹ ó òî÷öi 0 ïðîñòèé ïîëþñ, òîáòî, ïîëþñ ïåðøîãî
ïîðÿäêó.

Çàçíà÷èìî äàëi, ùî z2 +1 = (z− i)(z+ i). Îñêiëüêè sin(z+i)
z+i ∼ 1 ïðè z → −i,

òî f2(z) ∼ − 1
4(z+i) i çà íàñëiäêîì 4.2.7 ôóíêöiÿ f2(z) ìà¹ ó òî÷öi −i ïðîñòèé

ïîëþñ.
Âðàõîâóþ÷è, ùî sin 1

z ∼
1
z ïðè z →∞, ìà¹ìî f3(z) ∼ z2 ïðè z →∞. Îòæå,

ôóíêöiÿ f3(z) ìà¹ ó òî÷öi ∞ ïîëþñ äðóãîãî ïîðÿäêó çà íàñëiäêîì 4.2.7.

Ïðèêëàä 7. Ç'ÿñóâàòè õàðàêòåð îñîáëèâîñòi ôóíêöi¨ f(z) = (1−cos z)2

(ez−1)5 ó
òî÷êöi 0.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî 1− cos z ∼ z2

2 , à e
z − 1 ∼ z ïðè z → 0. Òîìó çà òâåð-

äæåííÿì 3.7.1 ôóíêöiÿ (1 − cos z)2 ìà¹ íóëü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, à ôóíêöiÿ
(ez − 1)5− íóëü ï'ÿòîãî ïîðÿäêó ó òî÷öi 0. Òàêèì ÷èíîì, çà íàñëiäêîì 4.2.8
ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ ó òî÷öi 0 ïðîñòèé ïîëþñ, òîáòî, ïîëþñ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.2. Äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ ñêií÷åííî¨ òî÷êè a.
Äëÿ a =∞ äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Íåõàé òî÷êà a ¹ ïîëþñîì ôóíêöi¨ f . Òîäi çà òåîðåìîþ 4.2.5 äëÿ ôóíêöi¨ f
ìà¹ ìiñöå ïîäàííÿ (4.2.3). Ç öüîãî ïîäàííÿ îäðàçó îòðèìó¹ìî lim

z→a
f(z) =∞.

Íåõàé òåïåð äëÿ içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè a ôóíêöi¨ f ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
lim
z→a

f(z) = ∞. Òîäi |f(z)| > 1 â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi 0 < |z − a| < R

öi¹¨ òî÷êè. Çìåíøóþ÷è ïðè íåîáõiäíîñòi R ìîæíà ââàæàòè, ùî f ¹ àíàëiòè-
÷íîþ â öüîìó îêîëi. Òîäi i ôóíêöiÿ ϕ(z) := 1

f(z) àíàëiòè÷íà â íüîìó, ïðè÷îìó
lim
z→a

ϕ(z) = 0, òîáòî, òî÷êà a ¹ óñóâíîþ äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(z). Ïiñëÿ äîâèçíà÷åííÿ

ϕ(a) := 0, ôóíêöiÿ ϕ ñòàíå àíàëiòè÷íîþ â òî÷öi a i ìàòèìå òàì íóëü. ßêùî
m− ïîðÿäîê öüîãî íóëÿ, òî çà íàñëiäêîì 4.2.6 ôóíêöiÿ f ìà¹ â òî÷öi a ïîëþñ
ïîðÿäêó m.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Iñòîòíî îñîáëèâà òî÷êà.
ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ïðîñòèì íàñëiäêîì òåîðåì 4.2.1 i 4.2.2 ¹ òåîðåìà 4.2.3.

Çà öi¹þ òåîðåìîþ içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà a ∈ C ôóíêöi¨ f ¹ iñòîòíî îñî-
áëèâîþ, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî íå iñíó¹ ãðàíèöi lim

z→a
f(z).

Ïðèêëàä 8. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f(z) = etg z ìà¹ iñòîòíó îñîáëèâiñòü
â òî÷öi π2 . Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî äâi ïîñëiäîâíîñòi z

1
n = π

2 + 1
n , z

2
n = π

2 −
1
n . ßñíî,

ùî lim
n→∞

z1
n = lim

n→∞
z2
n = π

2 , àëå lim
n→∞

f(z1
n) = 0, lim

n→∞
f(z2

n) = ∞. Òàêèì ÷èíîì,

íå iñíó¹ ãðàíèöi lim
z→π/2

f(z), òîáòî, òî÷êà π
2 ¹ iñòîòíî îñîáëèâîþ äëÿ ôóíêöi¨

f(z) çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.3.
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Íàáàãàòî äåòàëüíiøó õàðàêòåðèñòèêó ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ â ïðîêîëîòîìó
îêîëi iñòîòíî îñîáëèâî¨ òî÷êè äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.9 (Ñîõîöüêèé-Âåéåðøòðàñ). ßêùî a, a ∈ C, ¹ iñòîòíî îñîáëè-
âîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f , òî äëÿ áóäü-ÿêîãî K ∈ C iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü
òî÷îê zn, zn → a, ùî f(zn)→ K.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òåîðåìó äëÿ K = ∞. Çà íàñëiäêîì 4.2.4
ç êðèòåðiÿ óñóâíî¨ òî÷êè ôóíêöiÿ f íåîáìåæåíà â áóäü-ÿêîìó ïðîêîëîòîìó
îêîëi òî÷êè a. Îòæå, iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü {zn}n∈N, zn → a, ùî f(zn)→∞.

Íåõàé òåïåð K 6= ∞. Íàçâåìî K-òî÷êîþ ôóíêöi¨ f áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ f(z) = K. ßêùî a ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ K-òî÷îê, òåîðåìà î÷å-
âèäíà. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê, òîáòî, iñíó¹ ïðîêîëîòèé îêië òî÷êè a, â
ÿêîìó íåìà¹ K-òî÷îê. Â öüîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi ôóíêöiÿ ϕ := 1

f−K ¹ àíà-

ëiòè÷íîþ. Òîäi ç ðiâíîñòi f = K + 1
ϕ âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ ãðàíèöi lim

z→a
ϕ(z),

îñêiëüêè íå iñíó¹ lim
z→a

f(z). Îòæå, òî÷êà a ¹ iñòîòíî îñîáëèâîþ äëÿ ôóíêöi¨

ϕ. Îñêiëüêè òåîðåìà âæå äîâåäåíà äëÿ K = ∞, iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü òî-
÷îê zn, zn → a, ùî ϕ(zn) → ∞. Òîäi ç ðiâíîñòi f = K + 1

ϕ îòðèìó¹ìî, ùî
f(zn)→ K.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Ñîõîöüêîãî-Âåéåðøòðàñà.

Òåîðåìà 4.2.10 (Ïiêàð). Ó áóäü-ÿêîìó îêîëi iñòîòíî îñîáëèâî¨ òî÷êè ôóí-
êöiÿ ïðèéìà¹, ïðè÷îìó áåçëi÷ ðàçiâ, áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ K ∈ C, îêðiì õiáà ùî
îäíîãî.

Îçíà÷åííÿ 4.2.4 Öå çíà÷åííÿ, ÿêå ôóíêöiÿ ìîæå íå ïðèéìàòè â ïðîêîëî-
òîìó îêîëi iñòîòíî îñîáëèâî¨ òî÷êè íàçèâà¹òüñÿ âèíÿòêîâèì ïiêàðîâñüêèì
çíà÷åííÿì.

Òåîðåìà Ïiêàðà íå âõîäèòü äî óíiâåðñèòåòñüêîãî êóðñó êîìïëåêñíîãî àíà-
ëiçó. Òîìó îáìåæèìîñÿ ïðèêëàäîì, ùî iëþñòðó¹ òåîðåìó.

Ïðèêëàä 9. Ïåðåâiðèòè òåîðåìó Ïiêàðà äëÿ ôóíêöi¨ ez.
Çàôiêñó¹ìî áóäü-ÿêå K ∈ C i ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ ez = K. Öi ðîçâ'ÿçêè

äàþòüñÿ ôîðìóëîþ 2.2.4, à ñàìå, zn = LnK = ln |K|+ i(argK + 2nπ), n ∈ Z.
ßñíî, ùî zn → ∞ ïðè n → ±∞. Òîìó ôóíêöiÿ ez ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ K,
ïðè÷îìó áåçëi÷ ðàçiâ, â áóäü-ÿêîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi.

Öiëi i ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨.

Íàãàäà¹ìî, ùî öiëîþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, àíàëiòè÷íà ó âñié êîìïëåêñíié
ïëîùèíi. Îòæå, öiëà ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè îñîáëèâó òî÷êó ëèøå â íåñêií÷åí-
íîñòi. Öÿ îñîáëèâiñòü ìîæå áóòè óñóâíîþ, ïîëþñîì àáî iñòîòíî îñîáëèâîþ.

1) ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f ìà¹ â íåñêií÷åííîñòi óñóâíó îñîáëèâiñòü, òî âîíà çà
íàñëiäêîì 4.2.4 ç êðèòåðiÿ óñóâíî¨ òî÷êè ¹ îáìåæåíîþ â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó
îêîëi {z : r < |z| <∞} íåñêií÷åííîñòi. Âîíà òàêîæ îáìåæåíà íà êîìïàêòíié
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ìíîæèíi {z : |z| ≤ r} ÿê íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òàêèì ÷èíîì, öiëà ôóíêöiÿ f
îáìåæåíà ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëióâiëÿ (íàñëiäîê
3.5.3 ç òåîðåìè Òåéëîðà) ôóíêöiÿ f ¹ êîíñòàíòîþ.

2) Íåõàé öiëà ôóíêöiÿ f ìà¹ â íåñêií÷åííîñòi ïîëþñ ïîðÿäêó m. Çà îçíà-
÷åííÿì 4.2.3 ãîëîâíà ÷àñòèíà Γ∞(f) ¨¨ ðÿäó Ëîðàíà ó íåñêií÷åííîñòi ìà¹ âèä
Γ∞(f)(z) = cmz

m + cm−1z
m−1 + ... + c1z + c0, äå cm 6= 0. Òîäi ó öiëî¨ ôóíêöi¨

ψ := f − Γ∞(f) ãîëîâíà ÷àñòèíà ðÿäó Ëîðàíà ó íåñêií÷åííîñòi äîðiâíþ¹ íó-
ëþ. Îòæå, ôóíêöiÿ ψ ìà¹ óñóâíó îñîáëèâiñòü ó íåñêií÷åííîñòi i çà ïóíêòîì
1) ¹ êîíñòàíòîþ. Òîäi ôóíêöiÿ f = ψ + Γ∞(f) ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíi m.

3) Ïðèêëàäàìè öiëèõ ôóíêöié, ÿêi ó íåñêií÷åííîñòi ìàþòü iñòîòíó îñîáëè-
âiñòü ¹ ôóíêöi¨ ez, cos z, sin z, ch z, sh z.

Îçíà÷åííÿ 4.2.5 Öiëà ôóíêöiÿ, ÿêà ó íåñêií÷åííîñòi ìà¹ iñòîòíó îñîáëè-
âiñòü, íàçèâà¹òüñÿ öiëîþ òðàíñöåíäåíòíîþ.

Áóäü-ÿêà öiëà òðàíñöåíäåíòà ôóíêöiÿ f íåîáìåæåíà i íå ìà¹ ãðàíèöi
lim
z→∞

f(z).

Îçíà÷åííÿ 4.2.6 Ôóíêöiÿ, ÿêà íå ìà¹ ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi C iíøèõ
îñîáëèâèõ òî÷îê, îêðiì ïîëþñiâ, íàçèâà¹òüñÿ ìåðîìîðôíîþ.

Ïðèêëàäàìè ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié ¹ ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ Pn(z)
Pn(z) (òîáòî, ÷àñ-

òêà äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ), tg z, ctg z, th z, cth z.

Òâåðäæåííÿ 4.2.11 Ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ ìà¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííó ìíî-
æèíó ïîëþñiâ.

Äîâåäåííÿ. ×åðåç P ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïîëþñiâ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨
ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ çëi÷åííîãî ÷èñëà ñêií÷åííèõ ìíî-
æèí ¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ, òî äîñèòü äîâåñòè, ùî êîæíà ç
ìíîæèí Pn := P

⋂
{z : |z| ≤ n}, n ∈ N, ñêií÷åííà.

Äîâåäåìî, ùî êîæíà ç ìíîæèí Pn ñêií÷åííà. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíà ç öèõ
ìíîæèí Pn íåñêií÷åííà, òîáòî, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ ïîëþñiâ
zk ∈ Pn. Îñêiëüêè ìíîæèíà {z : |z| ≤ n} ¹ êîìïàêòíîþ, ç öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi
ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî äåÿêî¨ òî÷êè a, |a| ≤ n. Öå îçíà-
÷à¹, ùî òî÷êà a ¹ íåiçîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ôiêñîâàíî¨ ìåðîìîðôíî¨
ôóíêöi¨, øî ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ öüîãî êëàñó ôóíêöié.

Òåîðåìà 4.2.12 Ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ, ÿêà íå ìà¹ ó ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié
ïëîùèíi C iíøèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, îêðiì ïîëþñiâ, ¹ ðàöiîíàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà ïîëþñiâ ìåðîðìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f
çà óìîâ òåîðåìè ñêií÷åííà. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïî-
ïàðíî ðiçíèõ ïîëþñiâ äàíî¨ ôóíêöi¨. Îñêiëüêè ìíîæèíà C ¹ êîìïàêòíîþ, ç
öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî äåÿêî¨ òî÷êè
a ∈ C. Öå îçíà÷à¹, ùî òî÷êà a ¹ íåiçîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f ,
øî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.

Îòæå, ôóíêöiÿ f ìîæå ìàòè ëèøå ñêií÷åííó ìíîæèíó ïîëþñiâ
a1, a2, ..., an ∈ C i, ìîæëèâî, ùå ïîëþñ ó íåñêií÷åííîñòi. Íåõàé, gk− ãîëîâíà
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÷àñòèíà ðÿäó Ëîðàíà ôóíêöi¨ f ó ïðîêîëîòîìó îêîëi òî÷êè ak, k = 1, ..., n, à
g− ãîëîâíà ÷àñòèíà ðÿäó Ëîðàíà ôóíêöi¨ f ó ïðîêîëîòîìó îêîëi íåñêií÷åí-
íîñòi. Çà îçíà÷åííÿì 4.2.2 öi ôóíêöi¨ ìàþòü íàñòóïíèé âèä:

gk(z) =
ck−mk

(z − ak)mk
+

ck−mk+1

(z − ak)mk−1
+ ...+

ck−1

(z − ak)
,

g(z) = clz
l + cl−iz

l−1 + ...+ c1z .

Îòæå, ôóíêöiÿ ϕ(z) := f(z) − g(z) −
n∑
k=1

gk(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ ó ðîçøèðåíié

êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Iíøèìè ñëîâàìè, âîíà ¹ îáìåæåíîþ öiëîþ ôóíêöi¹þ.
Çà òåîðåìîþ Ëióâiëÿ ϕ(z) ¹ êîíñòàíòîþ. Ïîçíà÷èâøè öþ êîíñòàíòó ñèìâîëîì
c0, îòðèìà¹ìî äëÿ ôóíêöi¨ f íàñòóïíå ïîäàííÿ:

f(z) = clz
l + cl−iz

l−1 + ...+ c1z + c0 +
n∑
k=1

mk∑
i=1

ck−i
(z − ak)i

, (4.2.5)

òîáòî, ôóíêöiÿ f ¹ ðàöiîíàëüíîþ.
Çàóâàæåííÿ 3. Ðiâíiñòü (4.2.5) ¹ ïîäàííÿì ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨ f = P

Q ,

äå P i Q− ìíîãî÷ëåíè, ñóìîþ ¨¨ öiëî¨ ÷àñòèíè clzl + cl−iz
l−1 + ...+ c1z + c0 i

íàéïðîñòiøèõ äðîáiâ ck−i
(z−ak)i , i = 1, ...,mk , k = 1, ..., n, äå ak− íóëi çíàìåííèêà

Q, à mk− ¨õ êðàòíîñòi.

4.3 Ëèøêè

.
Ïîíÿòòÿ ëèøêà áóëî ââåäåíî ôðàíöóçüêèì ìàòåìàòèêîì Êîøi ÿê iíñòðó-

ìåíò äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ.
Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â çàìêíåíié îáëàñòi G ⊂ C çà âèíÿòêîì

òî÷îê a1, ..., an ∈ G. Ïîáóäó¹ìî êîëà γri := {z : |z − ai| = ri}, ùî ìiñòÿòüñÿ â
îáëàñòi G i ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ. Ðîçãëÿíåìî áàãàòîçâ'ÿçíó
îáëàñòü G̃ ç ìåæåþ ∂G̃ = ∂G

⋃
γ−r1...

⋃
γ−rn. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëi-

òèÿíîþ â çàìèêàííi îáëàñòi G̃, çà òåîðåìîþ 3.3.3 (Êîøi äëÿ áàãîòîçâ'ÿçíî¨
îáëàñòi) ∫

∂G

f(z)dz =
n∑
i=1

∫
γri

f(z)dz. (4.3.1)

Çàóâàæèìî, ùî çà íàñëiäêîì 3.3.2 ç òåîðåìè 3.3.1 (Êîøi äëÿ ãîìîòîïíèõ
êðèâèõ) iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.3.1) íà çàëåæàòü âiä ðàäióñiâ ri
êië γri. Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé ç öèõ iíòåãðàëiâ çàëåæèòü ëèøå âiä õàðàêòåðó
îñîáëèâîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi ai. Òîìó ïðèðîäíèì ¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 4.3.1 Ëèøêîì resz=af(z) ôóíêöi¨ f(z) â ¨¨ içîëüîâàíié îñîáëèâié
òî÷öi a íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

res
z=a
f(z) :=

1

2πi

∫
γr

f(z)dz,

äå γr := {z : |z − a| = r}− êîëî äîñòàòíüî ìàëîãî ðàäióñà.
ßê ïîêàçàâ Êîøi iñíóþòü ðiçíîìàíiòíi ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ ëèøêiâ, ÿêi

íå ïîòðåáóþòü îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó â îçíà÷åííi 4.3.1. Òîäi öåé iíòåãðàë ç
îçíà÷åííÿ 4.3.1 ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ëèøêà. Ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ
ëèøêiâ áóäóòü ðîçãëÿíóòi äàëi. Çà äîïîìîãîþ îçíà÷åííÿ ëèøêà òåîðåìó Êî-
øi äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi (çîêðåìà, ðiâíiñòü (4.3.1)) ìîæíà ïðåäñòàâèòè
íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 4.3.1 (òåîðåìà Êîøi ïðî ëèøêè). ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè-
÷íîþ â çàìêíåíié îáëàñòi G ⊂ C çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê
a1, ..., an ∈ G, òî ∫

∂G

f(z)dz = 2πi
∑
ai∈G

res
z=ai

f(z). (4.3.2)

Çìiñò òåîðåìè Êîøi ïðî ëèøêè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíà îá÷èñëåííÿ ãëî-
áàëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó óçäîâæ ìåæi îáëàñòi, çâî-
äèòü äî îá÷èñëåííÿ ëîêàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê, à ñàìå, ëèøêiâ ó ñêií÷åííîìó
÷èñëi içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, ùî ìiñòÿòüñÿ â îâëàñòi.

Ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ ëèøêiâ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ óíiâåðñàëüíèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ëèøêiâ, íåçàëå-
æíèé âiä òèïó içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.

Òåîðåìà 4.3.2 Ëèøîê ôóíêöi¨ f â içîëüîâàíié îñîáëèâié òî÷öi a ∈ C äîðiâ-

íþ¹ êîåôiöi¹íòó c−1 ðÿäó Ëîðàíà
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n ôóíêöi¨ f (ïðè (z − a)−1)

â ïðîêîëîòîìó îêîëi òî÷êè a, òîáòî,

res
z=a
f(z) = c−1.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè ôóíêöiÿ f àíà-
ëiòè÷íà â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi {z : 0 < |z − a| < R} öi¹¨ òî÷êè.
Îáåðåìî r < R. Òîäi ðÿä Ëîðàíà ôóíêöi¨ f ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êî-
ëi γr := {z : |z − a| = r} çà âëàñòèâiñòþ 2 ðÿäiâ Ëîðàíà. Òîìó éîãî
ìîæíà iíòåãðóâàòè ïî÷ëåííî óçäîâæ öüîãî êîëà. Ïðîiíòåãðóâàøè ðiâíiñòü

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n óçäîâæ êîëà γr i âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ ëèøêà i ïðè-

êëàä 1 ç ðîçäiëó 3.1, îòðèìà¹ìî

res
z=a
f(z) =

1

2πi

∫
γr

f(z)dz =
1

2πi

∫
γr

∞∑
n=−∞

cn(z − a)ndz =
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=
1

2πi

∞∑
n=−∞

cn

∫
γr

(z − a)ndz = c−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ óñóâíî¨ òî÷êè ôóíêöi¨ ãîëîâíà ÷àñòèíà ¨¨ ðÿäó Ëîðàíà

â ïðîêîëîòîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè äîðiâíþ¹ íóëþ, à òîìó i c−1 = 0, ç òåîðåìè
4.3.2 îòðèìó¹ìî

Íàñëiäîê 4.3.3 ßêùî òî÷êà a ∈ C ¹ óñóâíîþ äëÿ ôóíêöi¨ f , òî

res
z=a
f(z) = 0.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè
∫
γ1

sin z
z2 dz,

∫
γ1

e
1
zdz,

∫
γ1

sin z
z dz, äå γ1 := {z : |z| = 1}.

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ sin z
z2 àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó êðóçi {z : |z| ≤ 1}

çà âèíÿòêîì òî÷êè 0. Òîìó çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìè 4.3.1 i 4.3.2, îòðèìà¹ìî

I1 :=

∫
γ1

sin z

z2
dz = 2πi · res

z=0

sin z

z2
= 2πi · c−1,

äå c−1− êîåôiöi¹íò ïðè z−1 ðÿäó Ëîðàíà

sin z

z2
=

1

z
− z

3!
+
z3

5!
− z5

7!
+ ...,

òîáòî, c−1 = 1. Îòæå, I1 = 2πi.
Àíàëîãi÷íî, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìè 4.3.1 i 4.3.2 i ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ e

1
z â

ðÿä Ëîðàíà e
1
z = 1

z + 1
2!z2 + 1

3!z3 + ..., ìà¹ìî
∫
γ1

e
1
zdz = 2πi.

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 4.3.1, íàñëiäîê 4.3.3 i âðàõîâóþ÷è, ùî òî÷êà 0 äëÿ
ôóíêöi¨ sin z

z ¹ óñóâíîþ çà òåîðåìîþ 4.2.1, îñêiëüêè lim
z→0

sin z
z = 1, îòðèìà¹ìî∫

γ1

sin z

z
dz = 2πi · res

z=0

sin z

z
= 0.

Îá÷èñëåííÿ ëèøêiâ â ïîëþñàõ ôóíêöi¨.

Òâåðäæåííÿ 4.3.4 ßêùî òî÷êà a ∈ C ¹ ïðîñòèì ïîëþñîì ôóíêöi¨ f , òî

res
z=a
f(z) = lim

z→a
(z − a)f(z).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ïðîñòèé ïîëþñ â òî÷öi a ∈ C , òî çà
îçíà÷åííÿì 4.2.3 ¨¨ ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè ìà¹ âèä

f(z) =
c−1

z − a
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n, c−1 6= 0.
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Äîìíîæàþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà z−a, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè
z → a i çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 4.3.3, îòðèìó¹ìî

lim
z→a

(z − a)f(z) = c−1 = res
z=a
f(z).

Íàñëiäîê 4.3.5 Íåõàé f(z) = f1(z)
f2(z), ïðè÷îìó ôóíêöi¨ f1 i f2 àíàëiòè÷íi â

òî÷öi a, f1(a) 6= 0, f2(a) = 0, f ′2(a) 6= 0. Òîäi

res
z=a
f(z) =

f1(a)

f ′2(a)
.

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó íàñëiäêó 4.2.8 çà óìîâ äàíîãî íàñëiäêó ôóíêöiÿ f ìà¹
â òî÷öi a ïðîñòèé ïîëþñ. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 4.3.4 ìà¹ìî

res
z=a
f(z) = lim

z→a
(z − a)

f1(z)

f2(z)
= lim

z→a

f1(z)
f2(z)−f2(a)

z−a

=
f1(a)

f ′2(a)
.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè
∫
γ

ctg z dz, äå γ := {z : |z − 2π| = 1}.

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ ctg z = cos z
sin z â êðóçi {z : |z−2π| ≤ 1} ¹ àíàëiòè÷íîþ

çà âèíÿòêîì òî÷êè 2π. Êðiì òîãî, ôóíêöi¨ f1(z) = cos z i f2(z) = sin z çàäî-
âîëüíÿþòü â òî÷öi a = 2π óìîâè íàñëiäêà 4.3.5. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó
4.3.1 (Êîøi ïðî ëèøêè) i íàñëiäîê 4.3.5, îòðèìà¹ìî∫

γ

ctg z dz = 2πi · res
z=2π

cos z

sin z
= 2πi

( cos z

sin′ z

)
z=2π

= 2πi.

Òâåðäæåííÿ 4.3.6 ßêùî òî÷êà a ∈ C ¹ ïîëþñîì ïîðÿäêó m äëÿ ôóíêöi¨
f , òî

res
z=a
f(z) =

1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
[(z − a)mf(z)] .

Äîâåäåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîëþñ ïîðÿäêó m â òî÷öi a ∈ C , òî çà
îçíà÷åííÿì 4.2.3 ¨¨ ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîìó îêîëi öi¹¨ òî÷êè ìà¹ âèä

f(z) =
c−m

(z − a)m
+ ...+

c−1

(z − a)
+
∞∑
n=0

cn(z − a)n, c−m 6= 0.

Ïiñëÿ äîìíîæåííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi íà (z − a)m, ìàòèìåìî

(z − a)mf(z) = c−m + ...+ c−1(z − a)m−1 +
∞∑
n=0

cn(z − a)n+m.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îòðèìàíó ðiâíiñòü m− 1 ðàçiâ, îòðèìà¹ìî

dm−1

dzm−1
[(z − a)mf(z)] = (m− 1)! c−1 +

∞∑
n=0

(n+m)...(n+ 1)cn(z − a)n+1.
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Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.3.6 çàëèøèëîñü ïåðåéòè â îñòàí-
íié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðî z → a, ïîäiëèòè ¨¨ íà (m − 1)! i âðàõóâàòè, ùî
c−1 = resz=af(z) çà òåîðåìîþ 4.3.2.

Íàñëiäîê 4.3.7 Íåõàé f(z) = h(z)
(z−a)m , ïðè÷îìó ôóíêöiÿ h àíàëiòè÷íà â òî-

÷öi a i h(a) 6= 0. Òîäi

res
z=a
f(z) =

h(m−1)(a)

(m− 1)!
.

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó òåîðåìè 4.2.5 çà óìîâ äàíîãî íàñëiäêó ôóíêöiÿ f ìà¹
â òî÷öi a ïîëþñ ïîðÿäêó m. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 4.3.6 i âðàõî-
âóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ïîõiäíî¨ h(m−1) àíàëiòè÷ãî¨ ôóíêöi¨, îäðàçó îòðèìó¹ìî
ôîðìóëó íàñëiäêà 4.3.7.

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè
∫
γ

sin z
(z−π/2)3 dz, äå γ := {z : |z − π

2 | = 1}.

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ sin z
(z−π/2)3 â êðóçi {z : |z − π/2| ≤ 1} ¹ àíàëiòè-

÷íîþ çà âèíÿòêîì òî÷êè π/2, à ôóíêöiÿ sin z− àíàëiòè÷íà ñêðiçü, ïðè÷îìó
sin π/2 6= 0. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 4.3.1 (Êîøi ïðî ëèøêè) i íàñëiäîê
4.3.7, îòðèìà¹ìî∫

γ

sin z

(z − π
2 )3

dz = 2πi · res
z=π/2

sin z

(z − π
2 )3

= 2πi
(sin′′ z)z=π/2

2!
= −πi.

Ëèøîê ó íåñêií÷åííîñòi.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2 Ëèøêîì resz=∞f(z) ôóíêöi¨ f(z) â ¨¨ içîëüîâàíié îñîáëèâié
òî÷öi ∞ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

res
z=∞

f(z) :=
1

2πi

∫
γ−1R

f(z)dz,

äå γR := {z : |z| = R}− êîëî äîñòàòíüî âåëèêîãî ðàäióñà.
Çàóâàæåííÿ 1. Íàãîëîñèìî, ùî êîëî γ−1

R ¹ îði¹íòîâíîþ ìåæåþ ïðîêî-
ëîòîãî îêîëó {z : R < |z| < ∞} íåñêií÷åííîñòi. Öå ïîâíiñòþ âiäïîâiäà¹
îçíà÷åííþ 4.3.1 ëèøêà äëÿ ñêií÷åííî¨ òî÷êè, â ÿêîìó âiäïîâiäíèé iíòåãðàë
òàêîæ áåðåòüñÿ óçäîâæ îði¹íòîâíî¨ ìåæi ïðîêîëîòîãî îêîëó, àëå ñêií÷åííî¨
òî÷êè.

Çà íàñëiäêîì 3.3.2 ç òåîðåìè 3.3.1 (Êîøi äëÿ ãîìîòîïíèõ êðèâèõ) iíòå-
ãðàë â îçíà÷åííi 4.3.2 íå çàëåæèòü âiä ðàäióñó R êîëà γR. Òàêèì ÷èíîì, öåé
iíòåãðàë çàëåæèòü ëèøå âiä õàðàêòåðó îñîáëèâîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi ∞.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 4.3.2 äëÿ íåñêií÷åííî¨ içîëüîâàíî¨
îñîáëèâî¨ òî÷êè.

72



Òåîðåìà 4.3.8 Ëèøîê ôóíêöi¨ f â içîëüîâàíié îñîáëèâié òî÷öi ∞ äîðiâíþ¹

êîåôiöi¹íòó c−1 (çi çíàêîì ìiíóñ) ðÿäó Ëîðàíà
∞∑

n=−∞
cnz

n ôóíêöi¨ f (ïðè z−1)

â ïðîêîëîòîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi, òîáòî,

res
z=∞

f(z) = −c−1.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè∞ ôóíêöiÿ f àíà-
ëiòè÷íà â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi {z : r < |z| < ∞} íåñêií÷åííîñòi
Îáåðåìî R > r. Òîäi ðÿä Ëîðàíà ôóíêöi¨ f ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êîëi
γR := {z : |z| = R} çà âëàñòèâiñòþ 2 ðÿäiâ Ëîðàíà. Òîìó éîãî ìîæíà iíòåãðó-

âàòè ïî÷ëåííî óçäîâæ öüîãî êîëà. Ïðîiíòåãðóâàøè ðiâíiñòü f(z) =
∞∑

n=−∞
cnz

n

óçäîâæ êîëà γR, âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ ëèøêà â íåñêií÷åííîñòi i ïðèêëàä 1
ç ðîçäiëó 3.1, îòðèìà¹ìî

− res
z=∞

f(z) =
1

2πi

∫
γR

f(z)dz =
1

2πi

∫
γR

∞∑
n=−∞

cnz
ndz =

=
1

2πi

∞∑
n=−∞

cn

∫
γR

zndz = c−1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ 2. Çà íàñëiäêîì 4.3.3 äëÿ ñêií÷åííî¨ óñóâíî¨ òî÷êè a ìà¹

ìiñöå ðiâíiñòü resz=af(z) = 0. Äëÿ íåñêií÷åííî¨ òî÷êè öÿ ðiâííiñòü íå âèêî-
íó¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 4. Äiéñíî, ôóíêöiÿ f(z) = 1
z ìà¹ óñóâíó îñîáëèâiñòü ó íåñêií-

÷åííîñòi. Àëå çà òåîðåìîþ 4.3.8 resz=∞f(z) = −c−1 = −1.
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè íåíóëüîâèé ëèøîê ó íåñêií÷åííîñòi íà-

âiòü ÿêùî íåñêií÷åííiñòü íå ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ.

Íàñëiäîê 4.3.9 ßêùî òî÷êà ∞ ¹ íóëåì ïîðÿäêó m äëÿ ôóíêöi¨ f , òî

res
z=∞

f(z) =
{−c−1, ÿêùî m = 1;

0, ÿêùî m > 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ f ìà¹ íóëü ïîðÿäêó m â òî÷öi∞ , òî çà îçíà-
÷åííÿì 3.7.1 âîíà â îêîëi íåñêií÷åííîñòi äîïóñêà¹ ïîäàííÿ

f(z) =
c−m
zm

+
c−m−1

zm+1
+ +

c−m−2

zm+2
+ ..., c−m 6= 0.

Çà òåîðåìîþ 4.3.8 ç öüîãî ïîäàííÿ âèïëèâà¹ íàñëiäîê 4.3.9.

Ïðèêëàä 5. Îá÷èñëèòè ëèøîê resz=∞
cos 1

z

zk
, k ∈ N.
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ßñíî, ùî cos 1
z

zk
∼ 1

zk
ïðè z →∞. Òîìó çà íàñëiäêîì 3.7.2 ôóíêöiÿ cos 1

z

zk
ìà¹

â íåñêií÷åííîñòi íóëü k−ãî ïîðÿäêó. Òîäi çà íàñëiäêîì 4.3.9

res
z=∞

cos 1
z

zk
=
{−1, ÿêùî k = 1;

0, ÿêùî k > 1.

Òåîðåìà 4.3.10 (Êîøi ïðî ïîâíó ñóìó ëèøêiâ). ßêùî ôóíêöiÿ f ìà¹ â êîì-
ïëåêñíié ïëîùèíi C ñêií÷åííó êiëüêiñòü îñîáëèâèõ òî÷îê a1, a2, ..., an, òî
ïîâíà ñóìà ëèøêiâ öi¹¨ ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) + res
z=∞

f(z) = 0.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ f ìà¹ â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C ñêií÷åííó
êiëüêiñòü îñîáëèâèõ òî÷îê a1, a2, ..., an, òî iñíó¹ òàêå R, ùî |ak| < R äëÿ
k = 1, 2, ..., n. Íåõàé γR := {z : |z| = R}. Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è îçíà÷åííÿ
ëèøêà ó íåñêií÷åííîñòi ç îäíîãî áîêó i òåîðåìó Êîøi ïðî ëèøêè − ç iíøîãî,
îòðèìà¹ìî

− res
z=∞

f(z) =
1

2πi

∫
γR

f(z)dz =
n∑
k=1

res
z=ak

f(z),

ùî ðiâíîñèëüíî òâåðäæåííþ òåîðåìè.

Ïðèêëàä 6. Îá÷èñëèòè I :=
∫
γ2

e
1
z

(z4+1)2dz, äå γ2 = {z : |z| = 2}.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f(z) = e
1
z

(z4+1)2 ¹ àíàëiòè÷íîþ ó âñié êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi çà âèíÿòêîì ÷îòèðüîõ êîðåíiâ zk =
(

4
√
−1
)
k

= exp iπ+2πk
4 ,

k = 0, 1, 2, 3, òà òî÷êè z4 = 0, ÿêi ðîçìiùåíi ó âíóòðiøíîñòi êîëà γ2. Òî-
ìó, çàñòîñîâóþ÷è ñïî÷àòêó òåîðåìó Êîøi ïðî ëèøêè, à ïîòiì òåîðåìó Êîøi
ïðî ïîâíó ñóìó ëèøêiâ, îòðèìà¹ìî

I =

∫
γ2

e
1
z

(z4 + 1)2
dz = 2πi

4∑
k=0

res
z=zk

f(z) = −2πi · res
z=∞

f(z).

Îñêiëüêè f(z) ∼ 1
z8 , òî çà íàñëiäêîì 3.7.2 ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ â íåñêií÷åííîñòi

íóëü 8-ãî ïîðÿäêó. Òîìó çà íàñëiäêîì 4.3.9 I = −2πi · resz=∞f(z) = 0.

4.4 Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ
∫∞
−∞ f (x)dx i

∫ 2π

0 R(cosx, sinx)dx

.
Îñíîâíèì iíñòóìåíòîì îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ óçäîâæ çà-

ìêíóòèõ êðèâèõ ¹ òåîðåìà 4.3.1 Êîøi ïðî ëèøêè. Àëå çà äîïîìîãîþ ëèøêiâ
ìîæíà îá÷èñëþâàòè òàêîæ iíøi òèïè iíòåãðàëiâ. Â íàñòóïíié òåîðåìi íàâåäå-
íà çàãàëüíà ñõåìà îá÷èñëåííÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ âèäó

∫∞
−∞ f(x)dx.
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Òåîðåìà 4.4.1 Íåõàé ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) iñíó¹ iíòåãðàë
∞∫
−∞

f(x)dx;

2) ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â çàìêíåíié ïiâïëîøèíi {z : Im z ≥ 0} çà
âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê ak, Im ak > 0;

3) lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0, äå CR := {z : Im z ≥ 0, |z| = R}.

Òîäi ∞∫
−∞

f(x)dx = 2πi
∑

ak:Im ak>0

res
z=ak

f(z). (4.4.1)

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî çàìêíóòó êðèâó γR := [−R,R]
⋃
CR. Çàçíà÷èìî,

ùî çà óìîâè 1) limR→∞
∫ R
−R f(x)dx =

∫∞
−∞ f(x)dx. Îñêiëüêè çà óìîâîþ 2)

òåîðåìè ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî îñîáëèâèõ òî÷îê ak ó âåðõíié ïiâ-
ïëîùèíi, iñíó¹ òàêå R > 0, ùî âñi âîíè ìiñòÿòüñÿ ó âíóòðiøíîñòi γR i òîìó
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü {ak : ak ∈ intγR} = {ak : Im ak > 0} (?) i âèêîíóþòüñÿ âñi
óìîâè òåîðåìà 4.3.1 Êîøi ïðî ëèøêè. Çà öi¹þ òåîðåìîþ

R∫
−R

f(x)dx+

∫
CR

f(z)dz =

∫
γR

f(z)dz = 2πi
∑

ak∈intγR

res
z=ak

f(z).

Ïåðåõîäÿ÷è â öié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè R→∞, i âðàõîâóþ÷è óìîâè 1) i 3)
òåîðåìè i ðiâíiñòü (?), îòðèìà¹ìî (4.4.1).

Íàñòóïíà ëåìà ìiñòèòü óìîâó, äîñòàòíþ äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè 3) òåîðåìè.

Ëåìà 4.4.2 ßêùî ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ R ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà ìíî-
æèíi {z : Im z ≥ 0, |z| ≥ R}, ïðè÷îìó iñíóþòü òàêi C, δ > 0, ùî

|f(z)| ≤ C

|z|1+δ
, |z| ≥ R, (4.4.2)

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3) òåîðåìè 4.4.1.
Çîêðåìà, óìîâà 3) òåîðåìè 4.4.1 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

f(z) := Pn(z)
Pm(z), äå Pn i Pm− ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíiâ n i m âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó

m− n ≥ 2.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè îäðàçó âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ îöiíêè∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
CR

|f(z)||dz| ≤
∫
CR

C

|z|1+δ
|dz| =

=
C

R1+δ

∫
CR

|dz| = C

R1+δ
· πR =

πC

Rδ
.
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Äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié f(z) = Pn(z)
Pm(z) , äëÿ ÿêèõ m − n ≥ 2, ìà¹ ìiñöå

àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü f(z) ∼ 1
z2 ïðè z → ∞. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi îäðàçó âèïëè-

âà¹ îöiíêà (4.4.2). Êðiì òîãî, áóäü-ÿêà ðiöiîíàëüíà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà
ìíîæèíi {z : Im z ≥ 0, |z| ≥ R} ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ R.

Îòæå, äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié f(z) = Pn(z)
Pm(z) , äëÿ ÿêèõ m−n ≥ 2, òàêîæ

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3) òåîðåìè 4.4.1.
Ç òåîðåìè 4.4.1 i ëåìè 4.4.2 îäðàçó îòðèìó¹ìî

Íàñëiäîê 4.4.3 Íåõàé ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ Pn(z)
Pm(z) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

a) ìíîãî÷ëåí Pm íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ; b) m− n ≥ 2.
Òîäi ∞∫

−∞

Pn(x)

Pm(x)
dx = 2πi

∑
ak:Im ak>0

res
z=ak

Pn(z)

Pm(z)
.

Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè I :=
∞∫
−∞

1
x4+1dx.

Î÷åâèäíî, ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ f(z) := 1
z4+1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè íàñëiäêà

4.4.2. Ç ÷îòèðüîõ êîðåíiâ zk = exp iπ+2πk
4 , k = 0, 1, 2, 3, ìíîãî÷ëåíà z4 + 1 ó

âåðõíié ïiâïëîùèíi ðîçìiùåíi z0 i z1. Òîìó çà íàñëiäêîì 4.4.2 ìà¹ìî

I :=

∞∫
−∞

1

x4 + 1
dx = 2πi

(
res
z=z0

f(z) + res
z=z1

f(z)

)
.

Îá÷èñëèìî resz=zkf(z). Î÷åâèäíî, ùî òî÷êè zk ¹ ïðîñòèìè ïîëþñàìè äëÿ ôóí-
êöi¨ f(z). Òîìó çà íàñëiäêîì 4.3.5 ìà¹ìî resz=zkf(z) = 1

4z3k
= −zk

4 . Òàêèì ÷è-

íîì, I = −2πi
4 (z0 + z1) = π

2

√
2.

Àíàëîãi÷íî òåîðåìi 4.4.1 äîâîäèòüñÿ

Òåîðåìà 4.4.4 Íåõàé ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) iñíó¹ iíòåãðàë
∞∫
−∞

f(x)dx;

2) ôóíêöiÿ f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â çàìêíåíié ïiâïëîøèíi {z : Im z ≤ 0} çà
âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê ak, Im ak < 0;

3) lim
R→∞

∫
C−R

f(z)dz = 0, äå C−R := {z : Im z ≤ 0, |z| = R}.

Òîäi ∞∫
−∞

f(x)dx = −2πi
∑

ak:Im ak<0

res
z=ak

f(z).
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Îá÷èñëåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
∫∞
−∞ g(x)eiαxdx.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ àíàëîãîì ëåìè 4.4.2.

Ëåìà 4.4.5 (Æîðäàí).
1) Íåõàé α > 0, ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi {z : Im z ≥ 0, |z| ≥ R}

i
lim
R→∞

max
z∈CR
|g(z)| = 0,

äå CR := {z : Im z ≥ 0, |z| = R}. Òîäi

lim
R→∞

∫
CR

g(z)eiαzdz = 0.

2) Íåõàé α < 0, ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi {z : Im z ≤ 0, |z| ≥ R}
i

lim
R→∞

max
z∈C−R
|g(z)| = 0,

äå C−R := {z : Im z ≤ 0, |z| = R}. Òîäi

lim
R→∞

∫
C−R

g(z)eiαzdz = 0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó äëÿ α > 0. Äëÿ α < 0 äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.
Ïî÷íåìî ç îöiíêè ∣∣∣∣∣∣

∫
CR

g(z)eiαzdz

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
z∈CR
|g(z)|

∫
CR

|eiαz||dz|.

Îñêiëüêè äëÿ òî÷îê z ∈ CR ìà¹ ìiñöå ïîäàííÿ z = Reit, t ∈ [0, π], òî çà-
ñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó 2.2.2 Åéëåðà i âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü |eix| = 1, x ∈ R,
çíàõîäèìî ∣∣eiαz∣∣ =

∣∣∣eiαR(cos t+i sin t)
∣∣∣ =

∣∣eiαR cos t
∣∣ e−αR sin t = e−αR sin t.

Çàñòîñîâóþ÷è äàëi ôîðìóëó 3.1.4 äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëó i
âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ ñèíóñî¨äè âiäíîñíî ïðÿìî¨ x = π/2, îòðèìà¹ìî

∫
CR

|eiαz||dz| =
π∫

0

e−αR sin tRdt = 2R

π/2∫
0

e−αR sin tdt.
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Îñêiëüêè ñèíóñî¨äà îïóêëà äîâåðõó íà ïðîìiæêó [0, π/2], òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü sin t ≥ 2

π t, t ∈ [0, π/2], òî

∫
CR

|eiαz||dz| ≤ 2R

π/2∫
0

e−αR
2
π tdt = 2R

(
e−αR

2
π t

−αR 2
π

)π
2

0

=
π

α

(
1− e−αR

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî îöiíêó∣∣∣∣∣∣
∫
CR

g(z)eiαzdz

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
z∈CR
|g(z)| · π

α

(
1− e−αR

)
,

ç ÿêî¨ îäðàçó âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè äëÿ α > 0.

Òåîðåìà 4.4.6 I. Íåõàé α > 0, à ôóíêöiÿ g çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:
1) iñíó¹ iíòåãðàë

∫∞
−∞ g(x)eiαxdx;

2) ôóíêöiÿ g(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â çàìêíåíié ïiâïëîøèíi {z : Im z ≥ 0} çà
âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê ak, Im ak > 0;

3) lim
R→∞

max
z∈CR
|g(z)| = 0 ,

äå CR := {z : Im z ≥ 0, |z| = R}. Òîäi
∞∫

−∞

g(x)eiαxdx = 2πi
∑

ak:Im ak>0

res
z=ak

g(z)eiαz. (4.4.3)

II. Íåõàé α < 0, à ôóíêöiÿ g çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:
1) iñíó¹ iíòåãðàë

∫∞
−∞ g(x)eiαxdx;

2) ôóíêöiÿ g(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â çàìêíåíié ïiâïëîøèíi {z : Im z ≤ 0} çà
âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê ak, Im ak < 0;

3) lim
R→∞

max
z∈C−R
|g(z)| = 0 ,

äå C−R := {z : Im z ≤ 0, |z| = R}. Òîäi
∞∫

−∞

g(x)eiαxdx = −2πi
∑

ak:Im ak<0

res
z=ak

g(z)eiαz. (4.4.4)

Çîêðåìà, ôîðìóëè (4.4.3) i (4.4.4) ìàþòü ìiñöå äëÿ ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨

g(z) := Pn(z)
Pm(z), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

a) ìíîãî÷ëåí Pm íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ; b) m− n ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α > 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(z) := g(z)eiαz. Çà äà-
ïîìîãîþ ëåìè Æîðäàíà íåâàæêî áà÷èòè, ùî çà óìîâ äàíî¨ òåîðåìè âîíà
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 4.4.1. Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (4.4.3).
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Çîêðåìà, ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ g(z) := Pn(z)
Pm(z) , äëÿ ÿêî¨ âèêîíàíóþòüñÿ óìî-

âè a) i b), î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè äàíî¨ òåîðåìè i òîìó äëÿ íå¨ òàêîæ
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (4.4.3).

Ó âèïàäêó α < 0 ðiâíiñòü (4.4.4) âèïëèâàþ ç òåîðåìè 4.4.4 i äðóãî¨ ÷àñòèíè
ëåìè Æîðäàíà.

Îá÷èñëåííÿ êîñèíóñ i ñèíóñ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹
∫∞
−∞ f(x) cosαxdx i∫∞

−∞ f(x) sinαxdx.
Çà ôîðìóëîþ Åéëåðà eiz = cos z + i sin z ìà¹ìî

∞∫
−∞

f(x)eiαxdx =

∞∫
−∞

f(x) cosαxdx+ i

∞∫
−∞

f(x) sinαxdx.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) äiéñíîçíà÷íà. Òîäi ç äàíî¨ ôîðìóëè îòðèìó¹ìî

∞∫
−∞

f(x) cosαxdx = Re

∞∫
−∞

f(x)eiαxdx,

∞∫
−∞

f(x) sinαxdx = Im

∞∫
−∞

f(x)eiαxdx.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çà äîïîìîãîþ ôîðìóë Åéëåðà cos z = eiz+e−iz

2 i
sin z = eiz−e−iz

2i îá÷èñëåííÿ êîñèíóñ i ñèíóñ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹ çâîäèòüñÿ äî
îá÷èñëåííÿ äâîõ ïåðåòâîðåíü Ôóð'¹.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè I :=
∞∫
0

x sinx
x2+a2dx, a > 0.

Âðàõîâóþ÷è ïàðíiñòü ôóíêöi¨ x sinx
x2+a2 i äiéñíîçíà÷íiñòü ôóíêöi¨

x
x2+a2 , îòðè-

ìà¹ìî ∞∫
0

x sinx

x2 + a2
dx =

1

2
·
∞∫

−∞

x sinx

x2 + a2
dx =

1

2
· Im

∞∫
−∞

xeix

x2 + a2
dx.

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.4.3) i òâåðäæåííÿ 4.3.4 çíàéäåìî

∞∫
−∞

xeix

x2 + a2
dx = 2πi · res

z=ai

zeiz

z2 + a2
= 2πi lim

z→ai

zeiz

z + ai
= 2πi

aie−a

2ai
=
πi

ea
.

Òàêèì ÷èíîì,
∞∫
0

x sinx
x2+a2dx = π

2ea .

Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âèäó
∫ 2π

0 R(cos t, sin t)dt, äå R(x, y)− ðàöiîíàëü-
íà ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ.

Îñíîâíà iäåÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ òàêîãî òèïó � çàìiíà çìiííèõ z = eit,
t ∈ [0, 2π]. Ïðè òàêié çàìiíi âiäðiçîê [0, 2π] âiäîáðàæà¹òüñÿ â îäèíè÷íå êîëî
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|z| = 1, òîáòî çàìíóòó êðèâó, iíòåãðàë óçäîâæ ÿêî¨, ìîæíà îá÷èñëèòè çà
äîïîìîãîþ òåîðåìè Êîøi ïðè ëèøêè. Ìà¹ìî

dz = izdt, cos t =
z + 1

z

2
, sin t =

z − 1
z

2i
,

Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ òàêî¨ çàìiíè çìiííèõ îòðèìà¹ìî

2π∫
0

R(cos t, sin t)dt =

∫
|z|=1

R1(z)dz, R1(z) :=
1

iz
R

(
z + 1

z

2
,
z − 1

z

2i

)
.

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè
2π∫
0

dx
1−2a cosx+a2 , 0 < |a| < 1.

Ïiñëÿ çàìiíè z = eix ìà¹ìî

I :=

2π∫
0

dx

1− 2a cosx+ a2
=

∫
|z|=1

dz(
1− 2a

z+ 1
z

2 + a2
)
iz

=

=
1

i

∫
|z|=1

dz

z − a(z2 + 1) + a2z
= −1

i

∫
|z|=1

dz

az2 − z(1 + a2) + a
.

Ç äâîõ êîðåíiâ çíàìåííèêà, z1 = a i z2 = 1
a , ïåðøèé ìiñòèòüñÿ ó âíóòðiøíîñòi

îäèíè÷íîãî êîëà |z| = 1, äðóãèé � ó çîâíiøíîñòi. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó
Êîøi ïðî ëèøêè i íàñëiäîê 4.2.5, îòðèìà¹ìî

I = −2π · res
z=a

1

az2 − z(1 + a2) + a
= −2π

(
1

2az − (1 + a2)

)
z=a

=
2π

1− a2
.
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Ðîçäië 5

Àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ

.
Òåðìií àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, çàñòîñîâóâàâñÿ â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ âèêëþ-

÷íî äëÿ îäíîçíà÷íà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Òàêi ôóíêöi¨, ÿê âiäîìî ç òåî-
ðåìè 3.6.5 ïðî åêâiâàëåíòíi ïiäõîäè äî îçíà÷åííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, õàðà-
êòåðèçóþòüñÿ âëàñòèâiñòþ ðåãóëÿðíîñòi. Çà öi¹þ âëàñòèâiñòþ áóäü-ÿêà îäíî-
çíà÷íà àíàëiòè÷íà â îáëàñòi G ôóíêöiÿ f(z) â äåÿêîìó îêîëi äîâiëüíî¨ òî÷êè
z0 îáëàñòi G ïðåäñòàâèìà çáiæíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì f(z) =

∑∞
n=0 cn(z−z0)

n.
Ðàçîì ç òèì ó êîìïëåêñíîìó àíàëiçi âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü áàãàòîçíà÷íi

àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ôóíêöié ¹ n
√
z, Lnz.

Äëÿ ñïðîùåííÿ òåðìiíîëîãi¨ îäíîçíà÷íà÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íàçèâàþòü
ðåãóëÿðíèìè, à áàãàòîçíà÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ � àíàëiòè÷íèìè.

Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ îòðèìóþòü ç ðåãóëÿðíèõ çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ àíà-
ëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ. Ðåçóëüòàòîì òàêîãî ïðîäîâæåííÿ ìîæå áóòè áàãà-
òîçíà÷íà ôóíêöiÿ. Äàëi áóäóòü ðîçãëÿíóòi âèäè àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ i
ç'ÿñîâàíà ïðè÷èíà ìîæëèâî¨ áàãàòîçíà÷íîñòi îòðèìàíî¨ ôóíêöi¨.

5.1 Âèäè àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ

.
Âàæëèâó ðîëü â ïèòàííÿõ àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ âiäiãðà¹ òåîðåìà

3.7.4 ¹äèíîñòi äëÿ ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié. Íàãàäó¹ìî ¨¨ ôîðìóëþâàííÿ.

Òåîðåìà 5.1.1 ( ¹äèíîñòi äëÿ ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié). ßêùî ôóíêöiÿ f ðåãó-
ëÿðíà â îáëàñòi G ⊂ C, à ìíîæèíà ¨¨ íóëiâ ìà¹ â öié îáëàñòi ãðàíè÷íó
òî÷êó, òî ôóíêöiÿ f òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ â îáëàñòi G.

Îçíà÷åííÿ 5.1.1 (áåçïîñåðåäíüîãî àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ).
Íåõàé ôóíêöiÿ f0 ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G0, à ôóíêöiÿ f1 ðåãóëÿðíà â îáëàñòi

G1, ïðè÷îìó ïåðåòèí öèõ îáëàñòåé G0

⋂
G1 ìiñòèòü îáëàñòü G1

0.
ßêùî f0(z) = f1(z), z ∈ G1

0, òî ôóíêöiþ f1 íàçèâàþòü áåçïîñåðåäíiì àíà-
ëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f0 ç îáëàñòi G0 â îáëàñòü G1 (÷åðåç îáëàñòü
G1

0), i íàâïàêè, ôóíêöiþ f0 � áåçïîñåðåäíiì àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóí-
êöi¨ f1 ç îáëàñòi G1 â îáëàñòü G0 (÷åðåç îáëàñòü G1

0).
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Òåîðåìà 5.1.2 ( ïðî ¹äèíiñòü áåçïîñåðåäíüîãî àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ).
Íåõàé ôóíêöiÿ f0 ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G0, à G1− òàêà îáëàñòü, ùî ïåðå-

òèí G0

⋂
G1 ìiñòèòü îáëàñòü G1

0. ßêùî áåçïîñåðåäí¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâ-
æåííÿ ôóíêöi¨ f0 ç îáëàñòi G0 â îáëàñòü G1 (÷åðåç îáëàñòü G

1
0) ìîæëèâå,

òî âîíî ¹äèíå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f1 i f2− áåçïîñåðåäíi ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0 ç îáëàñòi
G0 â îáëàñòü G1 (÷åðåç îáëàñòü G1

0). Òîäi çà îçíà÷åííÿì 5.1.1 ôóíêöi¨ f1 i f2

ðåãóëÿðíi â îáëàñòi G1, ïðè÷îìó f1(z) = f0(z) i f2(z) = f0(z) â îáëàñòi G1
0.

Îòæå, ìíîæèíà íóëiâ ðåãóëÿåíî¨ â îáëàñòi G1 ôóíêöi¨ f1−f2 ìiñòèòü îáëàñòü
G1

0, à òîìó áóäü-ÿêà òî÷êà öi¹¨ îáëàñòi ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ ìíîæèíè ¨¨ íóëiâ.
Òîäi ôóíêöi¨ f1 i f2 òîòîæíi â îáëàñòi G1 çà òåîðåìîþ 5.1.1 ¹äèíîñòi äëÿ
ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 5.1.2 (àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ óçäîâæ íèçêè îáëàñòåé).
Íåõàé G0, G1,...,Gn− íèçêà îáëàñòåé, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: ïåðåòèí

Gk

⋂
Gk+1 ìiñòèòü îáëàñòü G1

k, k = 0, 1, ...n − 1. Íåõàé â êîæíié îáëàñòi Gk
çàäàíà ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ fk, ïðè÷îìó fk+1 ¹ áåçïîñåðåäíiì àíàëiòè÷íèì ïðî-
äîâæåííÿì ôóíêöi¨ fk.

Òîäi ôóíêöiþ fn íàçèâàþòü àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f0 óçäîâæ
äàíî¨ íèçêè îáëàñòåé.

Íèçêà îáëàñòåé, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó äàíîãî îçíà÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ
äîïóñòèìîþ.

Ç òåîðåìè 5.1.1 i îçíà÷åííÿ 5.1.2 îäðàçó âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 5.1.3 Íåõàé ôóíêöiÿ f0 ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G0, à G0, G1,...,Gn−
äîïóñòèìà íèçêà îáëàñòåé. ßêùî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0
óçäîâæ äàíî¨ íèçêè îáëàñòåé ìîæëèâå, òî âîíî ¹äèíå.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé f0(z) =
∑∞

n=0 z
n, f2(z) =

∑∞
n=0(−1)n+1(z − 2)n. ×è ¹

ôóíêöiÿ f2 áåçïîñåðåäíiì àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f0? ×è ¹ ôóí-
êöiÿ f2 àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f0 óçäîâæ íèçêè îáëàñòåé?

Çàóâàæèìî, ùî ñóìè îáîõ ðÿäiâ äîðiâíþþòü f1(z) := 1
1−z , àëå ïåðøèé ðÿä

çáiãà¹òüñÿ â êðóçiG0 := {z : |z| < 1}, òîäi ÿê êðóãîì çáiæíîñòi äðóãîãî ¹G2 :=
{z : |z−2| < 1}. Îòæå, îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöié f1 i f2 íå ïåðåòèíàþòüñÿ,
à òîìó âîíè íå ìîæóòü áóòè áåçïîñåðåäíiì ïðîäîâæåííÿì îäíà îäíî¨. Àëå
ÿêùî äîäàòè ùå îäíó îáëàñòü G1 := {z : 0 < |z − 1| < 1} i ðåãóëÿðíó â
íié ôóíêöiþ f1(z), òî ôóíêöiÿ f2 áóäå àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨
f0 óçäîâæ íèçêè îáëàñòåé G0, G1, G2.

Îçíà÷åííÿ 5.1.3 (àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ óçäîâæ êðèâî¨).
Íåõàé γ− âïîðÿäêîâàíà êðèâà (äèâ. îçíà÷åííÿ 1.4.1) ç ïî÷àòêîì ó òî-

÷öi ξ0 ∈ C i êiíöåì ó òî÷öi ξ1 ∈ C i â òî÷öi ξ0 çàäàíà ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ
fξ0(z). Ôóíêöiÿ fξ0(z) íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íî ïðîäîâæóâàíîþ óçäîâæ êðèâî¨
γ, ÿêùî íà öié êðèâié çàäàíî ñiìåéñòâî ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié {fξ}ξ∈γ, ùî íåïå-
ðåðâíî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó ξ ∈ γ ó òîìó ñåíñi, ùî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà
íà êðèâié γ ôóíêöiÿ ϕ(z), ÿêà äëÿ êîæíîãî ξ ∈ γ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:
fξ(z) = ϕ(z) äëÿ âñiõ z ç äåÿêî¨ äóãè êðèâî¨ γ, ùî ìiñòèòü òî÷êó ξ.
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Òâåðäæåííÿ 5.1.4 ßêùî ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G, òî âîíà àíàëi-
òè÷íî ïðîäîâæóâàíà óçäîâæ áóäü-ÿêî¨ êðèâî¨ γ ⊂ G, ïðè÷îìó ðåçóëüòàòîì
ïðîäîâæåííÿ ¹ ñàìà ôóíêöiÿ f(z).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíî¨ êðèâî¨ γ ⊂ G i äîâiëüíî¨ òî÷êè ξ ∈ γ
ïîêëàäåìî fξ(z) := f(z) i ϕ(z) := f(z), z ∈ γ. Òîäi âñi âèìîãè îçíà÷åííÿ 5.1.3
âèêîíóþòüñÿ.

Òåîðåìà 5.1.5 Àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ óçäîâæ êðèâî¨ çâîäèòüñÿ äî àíà-
ëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ óçäîâæ íèçêè îáëàñòåé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé γ− êðèâà ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi z0, à f0− ðåãóëÿðíà ó
òî÷öi z0 ôóíêöiÿ. Ðîçãîðíåìî ôóíêöiþ f0 â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè z0. Öåé
ðÿä çáiãà¹òüñÿ â äåÿêîìó êðóçi K0 := {z : |z − z0| < r}. ×åðåç γ0 ïîçíà÷èìî
çâ'ÿçíó äóãó êðèâî¨ γ, ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi z0, ÿêà ìiñòèòüñÿ â êðóçi K0 i íåõàé
z1− êiíåöü äóãè γ0. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ξ ∈ γ0 ó ÿêîñòi ôóíêöi¨ fξ ç îçíà÷åííÿ
5.1.3 âiçüìåìî ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ f0 â ðÿä Òåéëîðÿ â îêîëi òî÷êè ξ, à â ÿêîñòi
ôóíêöi¨ ϕ ç öüîãî îçíà÷åííÿ � ôóíêöiþ f0.

� äâi ìîæëèâîñòi:
1) æîäåí ç ðÿäiâ Òåéëîðà fξ, ξ ∈ γ0, ξ 6= z1, íå ìiñòèòü â êðóçi çáiæíîñòi

òî÷êó z1,
2) òî÷êà z1 ìiñòèòüñÿ â êðóçi çáiæíîñòi îäíîãî ç öèõ ðÿäiâ.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ óçäîâæ êðèâî¨ γ äàëi òî÷êè

z1 íåìîæëèâî.
Ó äðóãîìó âèïàäêó ó ÿêîñòi f1(z) âiçüìåìî ñóìó fξ òîãî ðÿäó Òåéëîðà,

ÿêèé çáiãà¹òüñÿ â òî÷öi z1. Ïiñëÿ öîüãî ïðîäîâæèìî âèêîíóâàòè àíàëîãi÷íi
ïðîöåäóðè iç çàìiíîþ òî÷êè z0 íà òî÷êó z1.

ßêùî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0 óçäîâæ êðèâî¨ γ ìîæëèâå, çà äîïîìîãîþ
öèõ ïðîöåäóð, âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi êðèâî¨ γ i ëåìè Ãåéíå-Áîðåëÿ, ôóíêöiÿ
f0 áóäå àíàëiòè÷íî ïðîäîâæåíà óçäîâæ êðèâî¨ γ çà ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ.

Ç òåîðåìè 5.1.5 i íàñëiäêó 5.1.3 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 5.1.6 ßêùî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ äàíî¨ ðåãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨
óçäîâæ äàíî¨ êðèâî ìîæëèâå, òî âîíî ¹äèíå.

Òåîðåìà ïðî ìîíîäðîìiþ.

Òåïåð ç'ÿñó¹ìî ïðè÷èíó ìîæëèâî¨ áàãàòîçíà÷íîñòi àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâ-
æåííÿ.

Ëåìà 5.1.7 Íåõàé γ− êðèâà ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi z0 i êiíöåì ó òî÷öi z1
i â òî÷öi z0 çàäàíà ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ f0. ßêùî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ
ôóíêöi¨ f0 óçäîâæ êðèâî¨ γ ìîæëèâå, òî âîíî ìîæëèâå óçäîâæ áóäü-ÿêî¨
êðèâî¨, ãîìîòîïíî¨ γ i äîñòàòíüî áëèçüêî¨ äî íå¨.

Äîâåäåííÿ. Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 5.1.5 çàìiíèìî àíàëiòè÷íå ïðîäîâ-
æåííÿ óçäîâæ êðèâî¨ γ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì óçäîâæ íèçêè îáëàñòåé
G0, G1,...,Gn.

Íåõàé γ1− êðèâà ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi z0 i êiíöåì ó òî÷öi z1, ãîìîòîïíà γ,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç êîæíó ç öèõ îáëàñòåé.
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Êîðèñòóþ÷èñü òâåðäæåííÿì 5.1.4, â ìåæàõ êîæíî¨ ç îáëàñòåé Gk íåïå-
ðåðâíî äåôîðìó¹ìî äóãó êðèâî¨ γ â äóãó êðèâî¨ γ1, íå çìiíþþ÷è ðåçóëüòàòó
àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0 óçäîâæ êðèâî¨ γ áóäå
çàìiíåíî íà àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ f0 óçäîâæ êðèâî¨ γ1. Ïðè
öüîìó ðåçóëüòàò ïðîäîâæåííÿ íå çìiíèòüñÿ.

Òåîðåìà 5.1.8 (ïðî ìîíîäðîèiþ).
Íåõàé γ0 i γ1− ãîìîòîïíi â äåÿêié îáëàñòi G êðèâi i S := {γs}s∈[0,1]−

ñiìåéñòâî êðèâèõ, ùî ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòi G i çàäàþòü íåïåðåðâíó äåôîð-
ìàöþ êðèâî¨ γ0 â êðèâó γ1.

ßêùî ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íî ïðîäîâæóâàíà óçäîâæ áóäü-ÿêî¨
êðèâî¨ ñiìåéñòâà S, òî ðåçóëüòàò ïðîäîâæåííÿ íå çàëåæèòü âiä êðèâî¨
äàíîãî ñiìåéñòâà.

Äîâåäåííÿ. Íàçâåìî êðèâi γs1, γs2 ∈ S åêâiâàëåíòíèìè (γs1 ∼ γs2), ÿêùî
ðåçóëüòàò ïðîäîâæåííÿ óçäîâæ öèõ êðèâèõ îäíàêîâèé. Îòæå, â öié òåðìiíî-
ëîãi¨ òðåáà äîâåñòè, ùî âñi êðèâi ñiìåéñòâà S åêâiâàëåíòíi.

Ç ëåìè 5.1.7 âèïëèâà¹, ùî γs ∼ γ0 äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ s.
Ïðèïóñòèìî, ùî íå âñi êðèâi åêâiâàëåíòíi i íåõàé s∗ := inf{s : γs � γ0}.
Çà ëåìîþ 5.1.7 s∗ > 0. ßñíî, ùî γs∗ � γ0, áî iíàêøå çà ëåìîþ 5.1.7 γs ∼ γ0

äëÿ s > s∗ (äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî s∗) i òîäi inf{s : γs � γ0} > s∗.
Îòæå, γs∗ � γ0. Àëå òîäi çà ëåìîþ 5.1.7 γs � γ0 äëÿ s < s∗ (äîñòàòíüî

áëèçüêèõ äî s∗), ùî òàêîæ ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ s∗.
Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òåîðåìó.

Íàñëiäîê 5.1.9 Íåõàé G− îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü, à f0− ðåãóëÿðíà â òî-
÷öi z0 ∈ G ôóíêöiÿ. ßêùî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0 ìîæëèâå
óçäîâæ áóäü-ÿêî¨ êðèâî¨, ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G, òî ðåçóëüòàòîì ïðî-
äîâæåííÿ ¹ ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Ôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó z1 ∈ G i äîâåäåìî, ùî àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0 â òî÷êó z1 íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êðèâî¨, ùî ìiñòè-
òüñÿ â îáëàñòi G i ç'¹äíó¹ òî÷êè z0 i z1. Äiéñíî, áóäü-ÿêi äâi êðèâi ç ïî÷àòêîì
ó òî÷öi z0 i êiíöåì ó òî÷öi z1, ùî ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòi G, ãîìîòîïíi ìiæ ñî-
áîþ âíàñëiäîê îäíîçâ'ÿçíîñòi îáëàñòi G. Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî ìîíîäðîìiþ
ðåçóëüòàò àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f0 â òî÷êó z1 íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó êðèâî¨.
Âèñíîâîê. Áàãàòîçíà÷íiñòü àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ìîæëèâà ëèøå

ïðè ïðîäîâæåííi óçäîâæ êðèâèõ, ÿêi îáõîäÿòü òî÷êè, ÷åðåç ÿêi àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ íåìîæëèâå.

5.2 Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨

.

Îçíà÷åííÿ 5.2.1 Åëåìåíòîì íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (G, f), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
îáëàñòi G i ðåãóëÿðíî¨ â öié îáëàñòi ôóíêöi¨ f .
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Îçíà÷åííÿ 5.2.2 Àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ
(Gα, fα), êîæíèé ç ÿêèõ ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì áóäü-ÿêîãî iíøîãî åëå-
ìåíòó äàíî¨ ñóêóïíîñòi. Ðåãóëÿðíi ôóíêöi¨ fα, ùî âõîäÿòü â åëåìåíòè àíàëi-
òè÷íî¨ ôóíêöi¨, íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèìè ãiëêàìè öi¹¨ ôóíêöi¨.
Ïðèêëàä 2. a) Ó ïëîùèíi ç ðîçðiçîì Cα := C \{z : argz = α} ðîçãëÿ-

íåìî ðåãóëÿðíi ãiëêè êîðåíÿ fα := n
√
|z| exp iargα z

n (âïðàâà 4 ðîçäiëó 2.3), äå
α ∈ [0, 2π), α < argα z < α + 2π. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ç öèõ ãiëîê fα1

ìîæå
áóòè îòðèìàíà ç áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ãiëêè fα2

áåçïîñåðåäíiì àíàëiòè÷íèì ïðîäîâ-
æåííÿì.
Ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ (Cα, fα), α ∈ [0, 2π), óòâîðþ¹ àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ n

√
z.

b) Ó ïëîùèíi ç ðîçðiçîì Cα, α ∈ R, ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðíi ãiëêè ëîãàðè-
ôìà Lα := ln |z| + i argα z (âïðàâà 4 ðîçäiëó 2.3), äå α < argα z < α + 2π.
Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ç öèõ ãiëîê Lα1

ìîæå áóòè îòðèìàíà ç áóäü-ÿêî¨ iíøî¨
ãiëêè Lα2

áåçïîñåðåäíiì àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì (ÿêùî |α1−α2| < 2π) àáî
àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì óçäîâæ íèçêè îáëàñòåé (ÿêùî |α1 − α2| ≥ 2π).

Ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ (Cα,Lα), α ∈ R, óòâîðþ¹ àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ Lnz.
Âèäiëåííÿ ðåãóëÿðíèõ ãiëîê àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 5.2.3 (ãiëêè àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â îáëàñòi).
Íåõàé G− îáëàñòü. Ñóêóïíiñòü óñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâ-

æåííÿì äàíîãî åëåìåíòó óçäîâæ êðèâèõ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòiG, íàçèâàþòü
ãiëêîþ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â îáëàñòi G.

Îçíà÷åííÿ 5.2.4 (àíàëiòè÷íî¨ â îáëàñòi ôóíêöi¨ ).
ßêùî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ äàíîãî åëåìåíòó ìîæëèâå óçäîâæ áóäü-

ÿêî¨ êðèâî¨, ÿêà ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G, òî îòðèìàíó ïiñëÿ âñiõ òàêèõ ïðîäîâ-
æåíü ãiëêó àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â îáëàñòiG íàçèâàþòü àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ
â äàíié îáëàñòi G.

Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ òåðìiíîëîãi¨ òåîðåìó 5.1.8 ïðî ìîíîäðîìiþ, òî÷íiøå íà-
ñëiäîê 5.1.9 ç öi¹¨ òåîðåìè, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 5.2.1 (ïðî ìîíîäðîèiþ).
Ôóíêöiÿ, àíàëiòè÷íà â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi, ¹ ðåãóëÿðíîþ â öié îáëàñòi.

Çàóâàæåííÿ 1. Ùå ðàç íàãîëîñèìî, ùî öå íå íîâà òåîðåìà, à ëèøå iíøå
ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 5.1.8.

Íà öié òåîðåìi áàçó¹òüñÿ íàñòóïíèé àëãîðèòì âèäiëåííÿ ðåãóëÿðíèõ ãiëîê
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Íåõàé çàäàíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ â ñêií÷åííîçâ'ÿçíié îáëàñòi G.
1) Ïðîâåäåìî ðîçðiçè, ùî ïåðåòâîðþþòü îáëàñòü G â îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü.

Äëÿ öüîãî ç'¹äíà¹ìî çîâíiøíþ ìåæåâó êðèâó γ0 îáëàñòi G ç êîæíîþ iç âíó-
òðiøíiõ ìåæåâèõ êðèâèõ γ1,..., γn−1 öi¹¨ îáëàñòi çà äîïîìîãîþ ðîçðiçiâ óçäîâæ
æîðäàíîâèõ êðèâèõ lk, k = 1, .., n− 1, ùî ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâå-
äåííÿ öèõ ðîçðiçiâ ïåðåòâîðèòü îáëàñòü G íà îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü G̃.

2) Çàôiêñó¹ìî â äåÿêié òî÷öi a ∈ G̃ åëåìåíò (Ga, fa) äàíî¨ àíàëiòè÷íî¨
ôóíêöi¨. Çà òåîðåìîþ 5.2.1 öåé åëåìåíò ïîðîäæó¹ ðåãóëÿðíó â îáëàñòi G̃ ôóí-
êöiþ Γa çà äîïîìîãîþ àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ åëåìåíòà (Ga, fa) óçäîâæ
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óñiõ êðèâèõ îáëàñòi G̃ ç ïî÷àòêîì â òî÷öi a. Ôóíêöiÿ Γa ¹ ðåãóëÿðíîþ ãiëêîþ
äàíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Ðiçíi åëåìåíòè äàíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ïîðîäæêþòü ðiçíi ðåãóëÿðíi ãië-
êè çà äîïîìîãîþ îïèñàíîãî àëãîðèòìó.

Òàèêì ÷èíîì, â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïàäà¹òüñÿ
(ðîçðiçà¹òüñÿ) íà ðåãóëÿðíi ãiëêè.

Çàóâàæåííÿ 2. a) Ðîçðiçè, ùî ïåðåòâîðþþòü äàíó áàãàòîçâ'ÿçíó îáëàñòü
G íà îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü G̃ ìîæíà ïðîâåñòè áàãàòüìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Òî-
ìó i äàíó àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ ìîæíà áàãàòüìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ðîçðiçàòè
íà ðåãóëÿðíi ãiëêè.

b) Ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ ðîçðiçiâ ðåãóëÿðíà ãiëêà äàíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨
îäíîçíà÷íî çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çàäàííÿ çíà÷åííÿ â äåÿêié ôiêñîâàíié
òî÷öi îáëàñòi G̃.

Ïðèêëàä 3. a) Ðîçãëÿíåìî àíàëiòè÷íó â äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi G = C\ {0}
ôóíêöiþ n

√
z. Äëÿ âèäiëåííÿ ¨¨ ðåãóëÿðíèõ ãiëîê ïðîâåäåìî ðîçðiç óçäîâæ

ïðîìåíÿ {z : arg z = α}. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü Cα :=
C \{z : arg z = α}. Â öié îáëàñòi ôóíêöiÿ n

√
z ðîçäà¹òüñÿ íà n ðåãóëÿðíõ

ãiëîê (
n
√
z
)
k

:= n
√
r exp i

ϕ+ 2πk

n
, α < ϕ < α + 2π, (5.2.1)

äå k = 0, 1, ..., n− 1.
b) Ðîçãëÿíåìî àíàëiòè÷íó â äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi G = C\ {0} ôóíêöiþ Lnz.

Äëÿ âèäiëåííÿ ¨¨ ðåãóëÿðíèõ ãiëîê óçäîâæ ïðîìåíÿ {z : arg z = α} ïðîâåäåìî
ðîçðiç. Îòðèìà¹ìî îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü Cα := C \{z : arg z = α}. Â öié
îáëàñòi ôóíêöiÿ Lnz ðîçäà¹òüñÿ íà çëi÷åíó êiëüêiñòü ðåãóëÿðíõ ãiëîê

(lnz)k := ln r + i(ϕ+ 2πk), α < ϕ < α + 2π, (5.2.2)

äå k ∈ Z.

Çàóâàæåííÿ 3. Çìiíþþ÷è α â ôîðìóëàõ (5.2.1) i (5.2.2), îòðèìó¹ìî íî-
âèé íàáið ðåãóëÿðíèõ ãiëîê. Ñàìi ðóãóëÿðíi ãiëêè â öèõ ôîðìóëàõ îäíîçíà÷íî
âèçíà÷àþòüñÿ íîìåðîì k. Çàìiñòü íüîãî ìîæíà âêàçóâàòè çíà÷åííÿ, ÿêå ïðè-
éìà¹ ãiëêà â ôiêñîâàíié òî÷öi z0 ∈ Cα. Çàäàííÿì öüîãî çíà÷åííÿ îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ íîìåð k ãiëêè, à òîìó i ñàìà ãiëêà.

Ïîíÿòòÿ ïðî ðiìàíîâó ïîâåðõíþ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Áàãàòîçíà÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íå ¹ ôóíêöiÿìè ó âëàñíîìó ðîçóìiííi öüî-
ãî ñëîâà. Àëå âiäîìî, ùî äëÿ êîæíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà òàê çàäàòè
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ (âîíà âæå íå áóäå ïiäìíîæèíîþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè),
ùîá íà íié äàíà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ñòàëà îäíîçíà÷íîþ. Òàêi îáëàñòi âèçíà-
÷åííÿ i íàçèâàþòüñÿ ðiìàíîâèìè ïîâåðõíÿìè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðiÿ ðiìàíîâèõ ïîâåðõîíü íå âõîäèòü äî óíiâåðñèòåòñüêîãî êóðñó êîì-
ïëåêñíîãî àíàëiçó. Òîìó ìè îáìåæèìîñÿ ïðèêëàäîì ïîáóäîâîþ ðiìàíîâèõ ïî-
âåðõîíü ôóíêöié n

√
z i Lnz.
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Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî n îäíàêîâèõ åêçåìïëÿðiâ êîìïëåêñíèõ ïëîùèí
ç ðîçðiçîì C \{z : argz = 0}. Ïîçíà÷èìî ¨õ G0, G1,...,Gn−1 i çàäàìî íà öèõ
ïëîùèíàõ âiäïîâiäíi ðåãóëÿðíi ãiëêè êîðåíÿ

fk :=
(

n
√
z
)
k

= n
√
r exp i

ϕ+ 2πk

n
, 0 < ϕ < 2π,

äå k = 0, 1, ..., n − 1. Çàçíà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ ãiëêè f0 íà íèæíüîìó áåðåçi
ðîçðiçó ïëîùèíè G0 çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì ãiëêè f1 íà âåðõíüîìêó áåðåçi
ðîçðiçó ïëîùèíè G1; çíà÷åííÿ ãiëêè f1 íà íèæíüîìó áåðåçi ðîçðiçó ïëîùèíè
G1 çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì ãiëêè f2 íà âåðõíüîìêó áåðåçi ðîçðiçó ïëîùèíè
G2,..., çíà÷åííÿ ãiëêè fk íà íèæíüîìó áåðåçi ðîçðiçó ïëîùèíè Gk çáiãà¹òüñÿ
çi çíà÷åííÿì ãiëêè fk+1 íà âåðõíüîìêó áåðåçi ðîçðiçó ïëîùèíè Gk+1; íàðåøòi
çíà÷åííÿ ãiëêè fn−1 íà íèæíüîìó áåðåçi ðîçðiçó ïëîùèíè Gn−1 çáiãà¹òüñÿ çi
çíà÷åííÿì ãiëêè f0 íà âåðõíüîìêó áåðåçi ðîçðiçó ïëîùèíè G0.

Âèõîäÿ÷è ç öüîãî ñêëå¨ìî âiäïîâiäíèì ÷èíîì ðîçðiçè ïëîùèí Gk. À ñàìå,
íèæíié áåðåã ðîçðiçó ïëîùèíè Gk � ç âåðõíiì áåðåãîì ðîçðiçó ïëîùèíè Gk+1,
k = 1, ..., n − 1, à íèæíié áåðåã ðîçðiçó ïëîùèíè Gn−1 ñêëå¨ìî ç âåðõíiì
áåðåãîì ðîçðiçó ïëîùèíè G0.

Îòðèìàíà òàêèì ÷èíîì ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiìàíîâîþ ïîâåðõíåþ êîðå-
íÿ n
√
z. Âîíà ñêëå¹íà ç n ïëîùèí (ëèñòiâ), òîìó ¨¨ íàçèâàþòü n-ëèñòîþ.

Àíàëîãi÷íî áóäó¹òüñÿ ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ ëîãàðèôìà Lnz. Òiëüêè âîíà áóäå
ñêëå¹íà ç íåñêií÷åííîãî ÷èñëà òàêèõ æå ëèñòiâ Gk, k ∈ Z, íà ÿêèõ çàäàíi
âiäïîâiäíi ðåãóëÿðíi ãiëêè ëîãàðèôìà

(lnz)k := ln r + i(ϕ+ 2πk), 0 < ϕ < 2π.

Äëÿ ¨¨ ïîáóäîâè íèæíié áåðåã ðîçðiçó ïëîùèíè Gk òðåáà ñêëå¨òè ç âåðõíiì
áåðåãîì ðîçðiçó ïëîùèíè Gk+1, k ∈ Z. Îòðèìàíà íåñêií÷åííî-ëèñòà ïîâåðõíÿ
i ¹ ðiìàíîâîþ ïîâåðõíåþ ëîãàðèôìà Lnz.

Içîëüîâàíi îñîáëèâi òî÷êè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 5.2.5 Òî÷êà a ∈ C íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ
àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ïðîêîëîòèé îêië öi¹¨ òî÷êè, ùî äåÿêèé
åëåìåíò äàíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæèòè óçäîâæ
áóäü-ÿêî¨ êðèâî¨, ùî ìiñòèòüñÿ â öüîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi.

Ïðèêëàäàìè òàêèõ òî÷îê ¹ òî÷êè 0 i ∞ äëÿ ôóíêöié n
√
z i Lnz.

Îçíà÷åííÿ 5.2.6 Íåõàé a− içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.
Îáõîäîì íàâêîëî òî÷êè a áóäåìî íàçèâàòè àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ äåÿêîãî
åëåìåíòó äàíî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ óçäîâæ çàìêíóòî¨ êðèâî¨, ùî ìiñòèòü ó
ñâî¨é âíóòðiøíîñòi òî÷êó a i íå ìiñòèòü iíøèõ îñîáëèâèõ òî÷îê.

Îçíà÷åííÿ 5.2.7 Íåõàé a− içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨.
Ïðè îáõîäi íàâêîëî òî÷êè a ¹ äâi ìîæëèâîñòi:

1) îáõiä íàâêîëî òî÷êè a ïðèâîäèòü äî ïî÷àòêîâîãî åëåìåíòó (ç ÿêîãî ïî-
÷èíàëîñü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ);

2) îáõiä íàâêîëî òî÷êè a ïðèâîäèòü äî iíøîãî åëåìåíòó.
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Ó ïåðøîìó âèïàäêó òî÷êà a ¹ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ îäíîçíà÷íîãî
õàðàêòåðó, ÿêà, ÿê âiäîìî ç ðîçäiëó 4.2, ìîæå áóòè óñóâíîþ, ïîëþñîì àáî
iñòîòíî îñîáëèâîþ.

Ó äðóãîìó âèïàäêó òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ
áàãàòîçíà÷íîãî õàðàêòåðó, àáî òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.2.8 Òî÷êà ðîçãàëóæåííÿ a ìîæå áóòè îäíîãî ç äâîõ òèïiâ:
1) iñíó¹ ñêií÷åííå ÷èñëî îáõîäiâ íàâêîëî òî÷êè a, ùî ïðèâîäèòü äî ïî÷à-

òêîâîãî åëåìåíòó;
2) íiÿêå ñêií÷åííå ÷èñëî îáõîäiâ íàâêîëî òî÷êè a íå ïðîâîäèòü äî ïî÷à-

òêîâîãî åëåìåíòó.
Òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ ïåðøîãî òèïó íàçèâàþòü òî÷êàìè ðîçãàëóæåííÿ ñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó. Ïðè öüîìó íàéìåíøå ÷èñëî îáõîäiâ, ùî ïðèâîäèòü äî ïî÷à-
òêîâîãî åëåìåíòó íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ðîçãàëóæåííÿ.

Òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ äðóãîãî òèïó íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ðîçãàëóæåííÿ íå-
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, àáî ëîãàðèôìi÷íèìè òî÷êàìè ðîçãàëóæåííÿ.

Ïðèêëàä 5. a) Òî÷êà 0 äëÿ ôóíêöi¨ w = n
√
z ¹ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ

n-ãî ïîðÿäêó. Äiéñíî, çàôiêñó¹ìî îäíå iç çíà÷åíü êîðåíÿ w0 = n
√
r exp iϕn â

äîâiëüíié òî÷öi z0 6= 0 i çðîáèìî îáõiä íàâêîëî íóëÿ. Îñêiëüêè â ðåçóëüòàòi
îáõîäó ìîäóëü r ÷èñëà z0 íå çìiíèòüñÿ, à éîãî àðãóìåíò ϕ çáiëüøèòüñÿ íà
2π, òî çíà÷åííÿ w0 ïiñëÿ îáõîäó ïåðåéäå â çíà÷åííÿ w1 = n

√
r exp iϕ+2π

n =

w0 exp i2π
n . ßñíî, ùî w1 6= w0. Çà îçíà÷åííÿì òî÷êà 0 ¹ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ.

Ïiñëÿ k îáõîäiâ çíà÷åííÿ w0 ïåðåéäå â çíà÷åííÿ wk = n
√
r exp iϕ+2πk

n =

w0 exp i2πk
n . ßñíî, ùî wk 6= w0 äëÿ k = 1, 2, ..., n− 1, à wn = w0. Îòæå, òî÷êà

0 ¹ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ ïîðÿäêó n.
Îñêiëüêè îáõiä íàâêîëî òî÷êè 0 îäíî÷àñíî ¹ îáõîäîì íàâêîëî íåñêií÷åííî-

ñòi, òî òî÷êà∞ äëÿ ôóíêöi¨ n
√
z òàêîæ ¹ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ n-ãî ïîðÿäêó.

b) Òî÷êè 0 i∞ äëÿ ôóíêöi¨ Lnz ¹ ëîãàðèôìi÷íèìè òî÷êàìè ðîçãàëóæåííÿ.
Äiéñíî, çàôiêñó¹ìî îäíå iç çíà÷åíü ëîãàðèôìà w0 = ln r+iϕ â äîâiëüíié òî÷öi
z0 6= 0. Ïiñëÿ k îáõîäiâ çíà÷åííÿ w0 ïåðåéäå â çíà÷åííÿ wk = ln r+ i(ϕ+2πk)
ßñíî, ùî wk 6= w0 äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî k 6= 0. Îòæå, òî÷êà 0 ¹ ëîãàðè-
ôìi÷íîþ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ, òîáòî òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó.

Îñêiëüêè îáõiä íàâêîëî òî÷êè 0 îäíî÷àñíî ¹ îáõîäîì íàâêîëî íåñêií÷åí-
íîñòi, òî òî÷êà ∞ äëÿ ôóíêöi¨ Lnz òàêîæ ¹ ëîãàðèôìi÷íîþ òî÷êîþ ðîçãàëó-
æåííÿ.

Ïðèêëàä 6. Çíàéòè içîëüîâàíi îñîáëèâi òî÷êè ôóíêöii f(z) :=
√
z+ 3
√
z i

ç'ÿñóâàòè ¨õ õàðàêòåð.
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî ç êîðåíiâ îñîáëèâèìè ¹ òî÷êè 0 i ∞, òî i äëÿ äàíî¨

ôóíêöi¨ öi òî÷êè ¹ îñîáëèâèìè.
Çàôiêñó¹ìî îäíå iç çíà÷åíü êîæíîãî ç êîðåíiâ

√
z i 3
√
z â äîâiëüíié òî÷öi

z0 6= 0 i ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç w0 i w1 âiäïîâiäíî. Çðîáèìî k îáõîäiâ íàâêîëî
íóëÿ. Çíà÷åííÿ s0 := w0 + w1 ôóíêöi¨ f(z) ïiñëÿ k îáõîäiâ íàâêîëî íóëÿ
çìiíèòüñÿ íà sk = w0 exp i2π

2 k + w1 exp i2π
3 k. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî sk 6= s0

ïðè k = 1, 2, ..., 5, i òiëüêè s6 = s0.
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Îòæå, äëÿ ôóíêöi¨ f òî÷êà 0 (i ðàçîì ç íåþ òî÷êà ∞) ¹ òî÷êàìè ðîçãàëó-
æåííÿ øîñòîãî ïîðÿäêó.

Ïðèêëàä 7. Çíàéòè içîëüîâàíi îñîáëèâi òî÷êè ôóíêöii f(z) :=
√
z2 − 1 i

ç'ÿñóâàòè ¨õ õàðàêòåð.
Îñêiëüêè ïiäêîðåíåâèé âèðàç äîðiâíþ¹ íóëþ â òî÷êàõ ±1, öi òî÷êè i, êðiì

òîãî, òî÷êà ∞ ¹ îñîáëèâèìè òî÷êàìè ôóíêöi¨ f(z).
Äîñëiäèìî òî÷êó 1. Äëÿ öüîãî ïðåäñòàâèìî äàíó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi äî-

áóòêó f(z) =
√
z − 1

√
z + 1. Çàôiêñó¹ìî îäíå iç çíà÷åíü êîæíîãî ç êîðåíiâ√

z − 1 i
√
z + 1 â äîâiëüíié òî÷öi z0 6= 0 i ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç w0 i w1 âiä-

ïîâiäíî. Çðîáèìî îáõiä íàâêîëî òî÷êè 1, ïðè ÿêîìó òî÷êà −1 çàëèøà¹òüñÿ
çîâíi êðèâî¨ îáõîäó. Òîäi âåêòîð z − 1 çðîáèòü ïîâíèé îáåðò i òîìó éîãî àð-
ãóìåíò îòðèìà¹ ïðèðiñò 2π. Ïðè öüîìó âåêòîð z+ 1 çðîáèòü ëèøå êîëèâàííÿ
i ïîâåðíåòüñÿ â ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ, íå çðîáèâøè ïîâíîãî îáåðòó, i òîìó íå
îòðèìà¹ ïðèðîñòó. Îòæå, ïiñëÿ îáõîäó íàâêîëî òî÷êè 1 çíà÷åííÿ s0 := w0w1

ôóíêöi¨ f(z) ïåðåéäå ó çíà÷åííÿ s1 = w0 exp i2π
2 w1 = −w0w1 = −s0, òîáòî,

ó ïðîòèëåæíå çíà÷åííÿ. Òîäi ïiñëÿ äðóãîãî îáõîäó íàâêîëî íóëÿ çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f çíîâó çìiíèâøè çíàê äîðiâíþâàòèìå s0. Òàêèì ÷èíîì, ó òî÷öi 1
ôóíêöiÿ f ìà¹ òî÷êó ðîçãàëóæåííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Àíàëîãi÷íî, ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ùî ó òî÷öi −1 ôóíêöiÿ f òàêîæ ìà¹ òî÷êó ðîç-
ãàëóæåííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Äîñëiäèìî òî÷êó∞. Çàôiêñó¹ìî îäíå iç çíà÷åíü êîæíîãî ç êîðåíiâ
√
z − 1

i
√
z + 1 â äîâiëüíié òî÷öi z0 6= 0 i ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç w0 i w1 âiäïîâiäíî.

Çðîáèìî îáõiä íàâêîëî òî÷êè∞, ïðè ÿêîìó îáèäâi òî÷êà 1 i −1 çàëèøàþòüñÿ
ó âíóòðiøíîñòi êðèâî¨ îáõîäó. Òîäi îáèäâà âåêòîðè z − 1 i z + 1 çðîáëÿòü
ïîâíèé îáåðò i òîìó ¨õ àðãóìåíòè îòðèìàþòü ïðèðîñòè 2π. Îòæå, ïiñëÿ îáõîäó
íàâêîëî òî÷êè ∞ çíà÷åííÿ s0 := w0w1 ôóíêöi¨ f(z) ïåðåéäå ó çíà÷åííÿ s1 =
w0 exp i2π

2 w1 exp i2π
2 = w0w1 = s0, òîáòî íå çìiíèòüñÿ. Òîìó òî÷êà ∞ äëÿ

ôóíêöi¨ f çà îçíà÷åííÿì 5.2.7 ¹ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ îäíîçíà÷íîãî
õàðêòåðó, ÿêi áóëè êëàñèôiêîâàíi â ðîçäiëi 4.2. Î÷åâèäíî, ùî

√
z2 − 1 ∼ z ïðè

z → ∞. Òàêèì ÷èíîì, çà êðèòåði¹ì 4.2.7 ó òî÷öi ∞ ôóíêiÿ f ìà¹ ïðîñòèé
ïîëþñ.

Âïðàâà. Çíàéòè içîëüîâàíi îñîáëèâi òî÷êè ôóíêöié 1
1+
√
z
, Lnz+1

z i
ç'ÿñóâàòè ¨õ õàðàêòåð.
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Ðîçäië 6

Êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ
åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè

.
Îçíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ íàâåäåíî â ðîçäiëi 2.7. Äëÿ çðó÷íî-

ñòi ïîâòîðèìî öi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 6.0.1 Âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ w = f(z) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðì-
íèì â òî÷öi z0, ÿêùî âîíî çáåðiãà¹ êóòè ìiæ êðèâèìè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç
öþ òî÷êó i ìà¹ ñòàëèé êîåôiöiåíò ëiíiéíîãî ðîçòÿãó â öié òî÷öi ó áóäü-ÿêîìó
íàïðÿìêó.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ, íàñëiäêó 2 òâåðäæåííÿ 2.7.1 i òâåðäæåííÿ 2.7.2 âèïëè-
âà¹ äîñòàòíÿ óìîâà êîíôîðìíîñòi â òî÷öi.

Òâåðäæåííÿ 6.0.1 Âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ f(z), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
f ′(z0) 6= 0, ¹ êîíôîðìíèì â òî÷öi z0.

Îçíà÷åííÿ 6.0.2 Âiäîáðàæåííÿ w = f(z) íàçèâà¹òüñÿ îäíîëèñòèì â îáëàñòi
G, ÿêùî áóäü-ÿêó ïàðó z1, z2 ðiçíèõ òî÷îê îáëàñòi G âîíî ïåðåâîäèòü ó ïàðó
ðiçíèõ îáðàçiâ.

Iíøèìè ñëîâàìè, îäíîëèñòå âiäîáðàæåííÿ w = f(z) � öå ái¹êöiÿ ìíîæèíè
G íà f(G). Îòæå, äëÿ îäíîëèñòîãî âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ
f−1 : f(G)→ G.

Îçíà÷åííÿ 6.0.3 Âiäîáðàæåííÿ w = f(z) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì â îáëà-
ñòi G, ÿêùî âîíî îäíîëèñòå â öié îáëàñòi i êîíôîðìíå â êîæíié ¨¨ òî÷öi.

6.1 Äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ

.
Ôóíöiÿ âèäó w = az+b

cz+d , äå a, b, c, d− äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà, íàçèâà¹-
òüñÿ äðîáîâî-ëiíiéíîþ. Áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíîþ óìîâó ad− bc 6= 0 (?), áî
iíàêøå w ¹ êîíñòàíòîþ.

ßêùî c = 0, ôóíêöiÿ w ¹ ëiíiéíîþ w = Az+B. Ó ðîçäiëi 2.7 áóëî ç'ÿñîâàíî,
ùî ëiíiéíà ôóíêöiÿ çâîäèòüñÿ äî âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ ïåðåòâîðåíü: 1) ïîâî-
ðîò íà êóò argA; 2) ëiíiéíèé ðîçòÿã â |A| ðàçiâ; çñóâ íà âåêòîð B.
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Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè c 6= 0.
Äîâèçíà÷èìî äðîáîâî-ëiíiéíó ôóíêöiþ ó òî÷öi −d

c ðiâíiñòþ w(−d
c) :=∞ i

ó òî÷öi ∞ ïîêëàäåìî w(∞) = a
c . Îòæå, âîíà âèçíà÷åíà íà ðîçøèðåíié êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi C.

Òåîðåìà 6.1.1 Äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî i âçà¹ìíî-
íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹ C íà C.

Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ w = az+b
cz+d âiäíîñíî z, îòðèìà¹ìî z =

b−dw
cw−a . Çà öi¹þ ôîðìóëîþ êîæíîìó w, w 6= a

c , w 6= ∞, âiäïîâiäà¹ ðiâíî îäíå
çíà÷åííÿ z. Êðiì òîãî, çãiäíî ç äîâèçíà÷åííÿì òî÷öi w = a

c âiäïîâiäà¹ çíà÷å-
ííÿ ∞, à çíà÷åííþ ∞ � âiäïîâiäà¹ −d

c .
Ââçà¹ìíà îäíîçíà÷íiñòü äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ äîâåäåíà.
Íåïåðåðâíiñòü äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ w â òî÷êàõ z 6= −d

c i z 6= ∞ î÷å-
âèäíà ç ôîðìóëè w = az+b

cz+d . À â òî÷êàõ z = −d
c i z =∞ âîíà âèïëèâà¹ ç äîâè-

çíà÷åííÿ. Îñêiëüêè îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ z = b−dw
cw−a òàêîæ äðîáîâî-ëiíiéíå,

âîíî çà äîâåäåíèì íåïåðåðâíå.
Òåîðåìà äîâåäåíà.
Äîñëiäèìî êîíôîðìíiñòü âiäîáðàæåííÿ äðîáîâî-ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ. Ïî-

íÿòòÿ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ áóëî îçíà÷åíå â ñêií÷åííié òî÷öi äëÿ ôóí-
êöié, ùî ïðèéìàþòü ñêií÷åííi çíà÷åííÿ. Àëå îñêiëüêè äðîáîâà ëiíiéíà ôóí-
êöiÿ âèçíà÷åíà i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ íà ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi, òðåáà
äîâèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîñòi â òî÷öi∞ i â òî÷öi z0, ÿêà âiäîáðàæà¹òüñÿ
ó íåñêií÷åííiñòü.

Îçíà÷åííÿ 6.1.1 Âiäîáðàæåííÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì ó òî÷öi ∞,
ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f(1

z) êîíôîðìíå ó òî÷öi 0.
Âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî f(z0) =∞, íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì ó òî÷öi z0,

ÿêùî âiäîáðàæåííÿ 1
f(z) êîíôîðìíå ó öié òî÷öi z0.

Òåîðåìà 6.1.2 Äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ C íà C.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 6.1.1 äðîáîâàî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ îäíîëèñòà â ðîç-
øèðåíié êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè ¨¨ êîíôîðìíiñòü ó êîæíié òî÷öi z ∈ C. Äëÿ òî÷îê
z 6= −d

c i z 6=∞ âîíà âèïëèâàþ ç òîãî, ùî

w′(z) =
a(cz + d)− c(az + b)

(cz + d)2
=

ad− bc
(cz + d)2

6= 0

âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.0.1 i óìîâè (?).
Äîâåäåìî êîíôîðìíiñòü äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ w ó òî÷öi ∞.

Çà îçíà÷åííÿì 6.1.1 äëÿ öüîãî òðåáà äîâåñòè êîíôîðìíiñòü âiäîáðàæåííÿ
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w1(z) := w(1
z) ó òî÷öi 0. Ìà¹ìî w1(z) = a/z+b

c/z+d = a+bz
c+dz i

w′1(z) =
b(c+ dz)− d(a+ bz)

(c+ dz)2
=

bc− ad
(c+ dz)2

.

Îòæå, w′1(0) 6= 0 âíàñëiäîê óìîâè (?). Òîìó çà òâåðäæåííÿ 6.0.1 âiäîáðàæåííÿ
w1 êîíôîðìíå ó òî÷öi 0, òîáòî, âiäîáðàæåííÿ w êîíôîðìíå ó òî÷öi ∞.

Íàñàìêiíåöü, äîâåäåìî êîíôîðìíiñòü äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ w
ó òî÷öi z = −d

c . Çà îçíà÷åííÿì 6.1.1 äëÿ öüîãî òðåáà äîâåñòè êîíôîðìíiñòü
âiäîáðàæåííÿ w2(z) := 1

w(z) ó öié òî÷öi. Ìà¹ìî w2(z) = cz+d
az+b i

w′2(z) =
c(az + b)− a(cz + d)

(az + b)2
=

cb− ad
(az + b)2

.

Îòæå, w′2(−d
c) 6= 0 âíàñëiäîê óìîâè (?). Òîäi çà òâåðäæåííÿ 6.0.1 âiäîáðàæåí-

íÿ w2 êîíôîðìíå ó òî÷öi −d
c , à òîìó ó öié òî÷öi i âiäîáðàæåííÿ w êîíôîðìíå.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ñóïåðïîçèöiÿ äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ¹

äðîáîâî-ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì.

Òåîðåìà 6.1.3 Ñóêóïíiñòü óñiõ äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü óòâîðþ¹
ãðóïó âiäíîñíî ñóïåðïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü.

Âïðàâà. Äîâåñòè òåîðåìó 6.1.3 ïåðåâiðèâøè àêñiîìè ãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 6.1.2 Êîëîì ó øèðîêîìó ñåíñi (àáî êîëîì íà ðîçøèðåíié êîì-
ïëåêñíié ïëîùèíi C) íàçèâà¹òüñÿ êîëî àáî ïðÿìà.

Òåîðåìà 6.1.4 (êðóãîâà âëàñòèâiñòü) Ïðè äðîáîâî-ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi
êîëî â øèðîêîìó ñåíñi âiäîáðàæà¹òüñÿ â êîëî â øèðîêîìó ñåíñi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ c = 0 òåîðåìà î÷åâèäíà, áî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ çâîäè-
òüñÿ äî ïîâîðîòó, ðîçòÿãó i çñóâó.

Íåõàé c 6= 0. Òîäi ìà¹ìî òîòîæíiñòü

az + b

cz + d
− a

c
=

bc− ad
c(cz + d)

,

ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî ïîäàííÿ

az + b

cz + d
= A+

B

z + C
,

äå A := a
c , B := bc−ad

c2 , C := d
c . Ç öüîãî ïîäàííÿ âèïëèâà¹, ùî äðîáîâî-ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ íàñòóïíèõ âiäîáðàæåíü

w1 = z + C, w2 =
1

w1
, w3 = A+Bw2.
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Ïåðøå i îñòàíí¹ ç öèõ âiäîáðàæåíü ëiíiéíi, äëÿ ÿêèõ òåîðåìà î÷åâèäíà.
Îòæå, çàëèøèëîñü äîâåñòè òåîðåìó äëÿ âiäîáðàæåííÿ w := 1

z . Çàôiêñó¹ìî
êîëî â øèðîêîìó ñåíñi íà ïëîùèíi z. ßê âiäîìî ç àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, éîãî
ðiâíÿííÿ ìà¹ âèä

α(x2 + y2) + β1x+ β2y + γ = 0.

Çàïèøåìî öå ðiâíÿÿíÿ â êîìïëåêñíié ôîðìi. Ñêîðèñòàâøèñü î÷åâèäíèìè ðiâ-
íîñòÿìè x2 + y2 = zz, x = z+z

2 , y = z−z
2i , ìàòèìåìî

αzz + β1
z + z

2
+ β2

z − z
2i

+ γ = 0,

àáî

αzz +

(
β1

2
+
β2

2i

)
z +

(
β1

2
− β2

2i

)
z + γ = 0,

àáî
αzz + βz + βz + γ = 0. (6.1.1)

Çíàéäåìî îáðàç öüîãî êîëà â øèðîêîìó ñåíñi ïðè âiäîáðàæåííi w := 1
z .

Îñêiëüêè z = 1
w , z = 1

w , îòðèìà¹ìî

γww + βw + βw + α = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ òàêèé æå âèä, ÿê i ðiíÿííÿ (6.1.1). Îòæå, âîíî çàäà¹ êîëî â
øèðîêîìó ñåíñi íà ïëîùèíi w.

Òåîðåìà ëîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 1. ßê ç'ÿñóâàòè ùî ñàìå áóäå îáðàçîì çàäàíîãî êîëà â øèðî-
êîìó ñåíñi S ïðè âiäîáðàæåííi w = az+b

cz+d? Êîëî ÷è ïðÿìà? Ùîá äàòè âiäïîâiäü
íà öå çàïèòàííÿ òðåáà ïðèéíÿòè äî óâàãè, ùî æîäíå êîëî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó ∞, à áóäü-ÿêà ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç íåñêií÷åííiñòü.

Îòæå, ÿêùî êîëî â øèðîêîìó ñåíñi S ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó −d
c , ÿêà âiä-

îáðàæàåòüñÿ ó íåñêií÷åííiñòü, òî îáðàçîì S áóäå ïðÿìà. ßêùî æ êîëî â øè-
ðîêîìó ñåíñi S íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó −d

c , òî éîãî îáðàçîì áóäå êîëî.

Îçíà÷åííÿ 6.1.3 Òî÷êè z i z∗ íàçèâàþòüñÿ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî êîëà γ
ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi a, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) âîíè ðîçìiùåíi íà îäíîìó ïðîìåíi ç âåðøèíîþ ó òî÷öi a;
2) |z − a||z∗ − a| = R2.
Çîêðåìà, a∗ :=∞, ∞∗ := a.
Îñêiëüêè çà ïåðøîþ óìîâîþ îçíà÷åííÿ arg(z−a) = arg(z∗−a), òî âíàñëi-

äîê ðiâíîñòi arg(z− a) = − arg (z − a), ìà¹ìî arg (z − a) · (z∗− a) = 0, òîáòî,
(z − a) · (z∗−a) > 0. Òîäi çà äðóãîþ óìîâîþ îçíà÷åííÿ (z − a) · (z∗−a) = R2.
Çâiäñè îòðèìó¹ìî

z∗ = a+
R2

(z − a)
. (6.1.2)
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Çîêðåìà, äëÿ òî÷êè z∗, ñèìåòðè÷íî¨ äî òî÷êè z âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà
{z : |z| = 1} ìà¹ìî z∗ = 1

z .

Ãåîìåòðè÷íèé ñïîñiá ïîáóäîâè ñèìåòðè÷íî¨ òî÷êè . ßêùî òî÷êà z
ìiñòèòüñÿ ó âíóòðiøíîñòi êîëà γ, òî ïðîâîäèìî ïðÿìó zb ⊥ az äî ¨¨ ïåðåòèíó
ç êîëîì γ â òî÷öi b. Ïîòiì ÷åðåç òî÷êó b ïðîâîäèìî äîòè÷íó äî êîëà γ äî
¨¨ ïåðåòèíó ç ïðÿìîþ az. Öÿ òî÷êà ïåðåòèíó i ¹ òî÷êîþ z∗ ñèìåòðè÷íîþ äî
òî÷êè z âiäíîñíî êîëà γ.

ßêùî òî÷êà z ìiñòèòüñÿ ó çîâíiøíîñòi êîëà γ, òî ïîáóäîâà ñèìåòðè÷íî¨
òî÷êè âèêîíó¹òüñÿ ó çâîðîòíüîìó ïîðÿäêó.

Ñèìåòðè÷íiñòü ïîáóäîâàíàíî¨ ó òàêèé ñïîñiá òî÷êè â îáîõ âèïàäêàõ âèïëè-
âà¹ ç ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ abz i abz∗.

Íàñòóïíà ëåìà ìiñòèòü êðèòåðié ñèìåòðè÷íîñòi òî÷îê z i z∗ âiäíîñíî êîëà.

Ëåìà 6.1.5 Òî÷êè z i z∗ ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî êîëà γ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè áóäü-ÿêå êîëî ó øèðîêîìó ñåíñi S, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè z
i z∗, ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîëà γ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êè z i z∗ ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî êîëà γ. Îðòî-
ãîíàëüíiñòü ïðÿìî¨ zz∗ äî êîëà γ ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî öÿ ïðÿìà ïðîõîäèòü
÷åðåç öåíòð a êîëà γ çà îçíà÷åííÿì ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê.

Íåõàé γ′− êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè z i z∗. Ïðîâåäåìî ç öåíòðà a
êîëà γ äîòè÷íó äî êîëà γ′, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî öüîãî êîëà â òî÷öi c. Çà âiäîìîþ
ç åëåìåíòàðíî¨ ìàòåìàòèêè âëàñòèâiñòþ êâàäðàò äîòè÷íî¨ |a − c|2 äîðiâíþ¹
äîáóòêó ñi÷íî¨ íà ¨¨ çîâíiøíþ ÷àñòèíó, òîáòî, |a − c|2 = |a − z∗||a − z|. Ç
iíøîãî áîêó, öåé äîáóòîê çà îçíà÷åííÿì ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê äîðiâíþ¹ R2.
Òàêèì ÷èíîì, |a− c|2 = R2, òîáòî, âiäðiçîê ac äîòè÷íî¨ äî êîëà γ′ ¹ ðàäióñîì
êîëà γ. Öå îçíà÷à¹, ùî γ ⊥ γ′.

Íåõàé òåïåð áóäü-ÿêå êîëî ó øèðîêîìó ñåíñi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè
z i z∗, ¹ îðòîãîíàëüíèì äî êîëà γ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òî÷êè z i z∗ ëåæàòü
íà îäíîìó ïðîìåíi ç âåðøèíîþ â öåíòði a êîëà γ. Çàôiêñó¹ìî äàëi äîâiëüíå
êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè z i z∗ i çíîâó ïðîâåäåìî ç öåíòðà a êîëà γ
äîòè÷íó äî êîëà γ′, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî öüîãî êîëà â òî÷öi c. Îñêiëüêè γ′ ⊥ γ,
òî |a− c| = R. Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî êâàäðàò äîòè÷íî¨ |a− c|2 = R2

äîðiâíþ¹ äîáóòêó ñi÷íî¨ íà ¨¨ çîâíiøíþ ÷àñòèíó, òîáòî, R2 = |a − z∗||a − z|.
Öå îçíà÷à¹, ùî òî÷êè z i z∗ ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî êîëà γ.

Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6.1.6 (ïðèíöèï çáåðåæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê) Ïðè äðîáîâî-
ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi òî÷êè, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî êîëà â øèðîêîìó ñåíñi,
âiäîáðàæàþòüñÿ â òî÷êè, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îáðàçà öüîãî êîëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êè z i z∗ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî êîëà â øèðîêîìó
ñåíñi γ, w(z)− äîâiëüíå äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, w i w∗− îáðàçè òî÷îê
z i z∗ âiäïîâiäíî ïðè âiäîáðàæåííi w(z). Çà êðóãîâîþ âëàñòèâiñòþ äðîáîâî-
ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ (òåîðåìà 6.1.4) îáðàçîì w(γ) =: γ′ êîëà â øèðîêîìó
ñåíñi γ ¹ çíîâó êîëî â øèðîêîìó ñåíñi γ′.

94



Äëÿ äîâåäåííÿ ñèìåòðè÷íîñòi òî÷îê w i w∗ âiäíîñíî êîëà â øèðîêîìó ñåíñi
γ′ çà ëåìîþ 6.1.5 äîñèòü äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêå êîëî â øèðîêîìó ñåíñi γ1, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè w i w∗, ¹ îðòîãîíàëüíèì äî γ′.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå êîëî â øèðîêîìó ñåíñi γ1, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî-
÷êè w i w∗, Çàçíà÷èìî, ùî çâîðîòí¹ âiäîáðàæåííÿ w−1 äî äðîáîâî-ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ ¹ òàêîæ äðîáîâî-ëiíiéíèì. Òîìó îáðàçîì w−1(γ1) =: γ0 êîëà
â øèðîêîìó ñåíñi γ1 ïðè öüîìó çâîðîòíüîìó âiäîáðàæåííi áóäå çíîâó êîëî â
øèðîêîìó ñåíñi γ0 çà òi¹þ æ êðóãîâîþ âëàñòèâiñòþ (òåîðåìà 6.1.4). Îñêiëüêè
γ1 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè w i w∗, òî éîãî ïðîîáðàç (ïðè âiäîáðàæåííi w) γ0
ïðîéäå ÷åðåç òî÷êè z i z∗. À îñêiëüêè z i z∗ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî êîëà â øèðî-
êîìó ñåíñi γ, òî çà ëåìîþ 6.1.5 γ0 ⊥ γ. Òîäi ¨õ îáðàçè γ1 = w(γ0) i γ′ = w(γ)
òàêîæ îðòîãîíàëüíi ìiæ ñîáîþ, áî çà òåîðåìîþ 6.1.2 äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ ¹ êîíôîðìíèì íà C, çîêðåìà, çáåðiãà¹ êóòè ìiæ êðèâèìè.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Iíâàðiàíòíiñòü àíãàðìîíi÷íîãî âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê ïðè
äðîáîâî-ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi.

Îçíà÷åííÿ 6.1.4 Aíãàðìîíi÷íèì âiäíîøåííÿì ÷îòèðüîõ òî÷îê z, z1, z2, z3
íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿ

z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2
.

Òåîðåìà 6.1.7 Äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çà
òðüîìà òî÷êàìè z1, z2, z3 ∈ C òà ¨õ îáðàçàìè w1, w2, w3 ∈ C ç ðiâíÿííÿ

z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2
=
w − w1

w − w2
:
w3 − w1

w3 − w2
. (6.1.3)

Iíøèìè ñëîâàìè, àíãàðìîíi÷íå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê çáåðiãà¹òüñÿ
ïðè äðîáîâî-ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi, òîáòî ¹ iíâàðiàíòîì öüîãî âiäîáðàæå-
ííÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó iñíóâàííÿ äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.1.3), òîáòî, çàäàíó òðiéêó òî÷îê z1, z2, z3 âiä-
îáðàæà¹ ó çàäàíó òðiéêó òî÷îê w1, w2, w3.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi äâà äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåííÿ

ξ1 :=
z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2
, ξ2 :=

w − w1

w − w2
:
w3 − w1

w3 − w2
.

ßñíî, ùî ξ1 : z1, z2, z3 → 0,∞, 1, à ξ2 : w1, w2, w3 → 0,∞, 1, òîáòî, âiäîáðàæå-
ííÿ ξ1 òðiéêó òî÷îê z1, z2, z3 âiäîáðàæà¹ ó òðiéêó 0,∞, 1, à âiäîáðàæåííÿ ξ2
òðiéêó òî÷îê w1, w2, w3 � ó òó æ òðiéêó 0,∞, 1. Òîäi ñóïåðïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü
ξ−1

2 ◦ ξ1 òðiéêó òî÷îê z1, z2, z3 âiäîáðàæà¹ ó òðiéêó òî÷îê w1, w2, w3.
Äîâåäåìî òåïåð ¹äèíiñòü âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäàíó òðiéêó òî÷îê z1, z2, z3

âiäîáðàæà¹ ó çàäàíó òðiéêó w1, w2, w3. Íåõàé w− òàêå âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäå-
ìî, ùî w = ξ−1

2 ◦ ξ1. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî, ùî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
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f := ξ2 ◦ w ◦ ξ−1
1 òðiéêó òî÷îê 0,∞, 1 âiäîáðàæà¹ ó òó ñàìó òðiéêó. Îñêiëü-

êè f(∞) = ∞, òî âiäîâðàæåííÿ f ëiíiéíå, òîáòî, f(z) = Az + B. Îñêiëüêè
f(0) = 0, òî B = 0. Íàðåøòi, ç óìîâè f(1) = 1 ìà¹ìî A = 1. Îòæå, âiä-
îáðàæåííÿ f ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì I. Òîäi ç ðiâíÿííÿ I = ξ2 ◦ w ◦ ξ−1

1

îòðèìó¹ìî w = ξ−1
2 ◦ ξ1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îñêiëüêè êîëî (êðóã) â øèðîêîìó ñåíñi çàäà¹òüñÿ òðiéêîþ òî÷îê (ìåæåâèì
êîëîì), òî ç òåîðåìè 6.1.7 îäðàçó âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.1.8 Áóäü-ÿêå êîëî (êðóã) â øèðîêîìó ñåíñi ìîæíà âiáîäðàçèòè
â áóäü-ÿêå iíøå êîëî (êðóã) â øèðîêîìó ñåíñi çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî äðîáîâî-
ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè çàãàëüíèé âèä äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ âåðõ-
íüî¨ ïiâïëîùèíè {z : Im z > 0} íà îäèíè÷íèé êðóã {w : |w| < 1}.

Íåõàé w− øóêàíå äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Çà ïðèíöèïîì âiäïîâiä-
íîñòi ìåæ (òîåðåìà 7.4.2) äiéñíà ïðÿìà âiäîáðàæà¹òüñÿ íà îäèíè÷íå êîëî.
Îñêiëüêè äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ îäíîëèñòà íà ðîçøèðåíié êîìëåêñíié ïëî-
øèíi (òåîðåìà 6.1.1), iñíó¹ òàêà òî÷êà a, Im a > 0, ùî w(a) = 0. Òîäi çà
ïðèíöèïîì çáåðåæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê (òåîðåìà 6.1.6), òî÷êà a, ùî ñèìå-
òðè÷íà äî òî÷êè a âiäíîñíî äiéñíî¨ ïðÿìî¨, âiäîáðàæà¹òüñÿ ó òî÷êó 0∗ = ∞,
ùî ñèìåòðè÷íà äî òî÷êè 0 (öåíòðà îäèíè÷íîãî êîëà) âiäíîñíî îäèíè÷íîãî
êîëà. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ w ìà¹ âèä

w = k
z − a
z − a

, Im a > 0, k ∈ C.

Îñêiëüêè çà ïðèíöèïîì âiäïîâiäíîñòi ìåæ (òåîðåìà 7.4.2) òî÷êà 0 âiäîáðàæà-
¹òüñÿ â äåÿêó òî÷êó îäèíè÷íîãî êîëà {w : |w| = 1}, òî

1 = |w(0)| =
∣∣∣∣k0− a

0− a

∣∣∣∣ = |k|.

Òàêèì ÷èíîì, k = eiα, äå α ∈ R, à çàãàëüíèé âèä äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðà-
æåííÿ w : {z : Im z > 0} → {w : |w| < 1} çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

w = eiα
z − a
z − a

, Im a > 0, α ∈ R.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè çàãàëüíèé âèä äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ w :
{z : |z| < 1} → {w : |w| < 1}.

Íåõàé w− øóêàíå äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Çà ïðèíöèïîì âiäïî-
âiäíîñòi ìåæ (òîåðåìà 7.4.2) îäèíè÷íå êîëî {z : |z| = 1} âiäîáðàæà¹òüñÿ
íà îäèíè÷íå êîëî {w : |w| = 1}. Îñêiëüêè äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ îäíî-
ëèñòà íà ðîçøèðåíié êîìëåêñíié ïëîøèíi (òåîðåìà 6.1.1), iñíó¹ òàêà òî÷êà
a, |a| < 1, ùî w(a) = 0. Òîäi çà ïðèíöèïîì çáåðåæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê
(òåîðåìà 6.1.6), òî÷êà (a)−1, ùî ñèìåòðè÷íà äî òî÷êè a âiäíîñíî îäèíè÷íî-
ãî êîëà {z : |z| = 1} (ôîðìóëà 6.1.2), âiäîáðàæà¹òüñÿ ó òî÷êó 0∗ = ∞, ùî
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ñèìåòðè÷íà äî òî÷êè 0 (öåíòðà îäèíè÷íîãî êîëà) âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà
{w : |w| = 1}. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ w ìà¹ âèä

w = k
z − a
z − 1

a

= k1
z − a
az − 1

, |a| < 1, k1 ∈ C.

Îñêiëüêè çà ïðèíöèïîì âiäïîâiäíîñòi ìåæ òî÷êà 1 âiäîáðàæà¹òüñÿ â äåÿêó
òî÷êó îäèíè÷íîãî êîëà {w : |w| = 1}, òî

1 = |w(1)| =
∣∣∣∣k1

1− a
1− a

∣∣∣∣ = |k1|.

Òàêèì ÷èíîì, k1 = eiα, äå α ∈ R, à çàãàëüíèé âèä äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðà-
æåííÿ w : {z : |z| < 1} → {w : |w| < 1} çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

w = eiα
z − a
az − 1

, |a| < 1, α ∈ R.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ïðè çíàõîäæåííi äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.1.3) äåÿêi ç òî÷îê z1, z2, z3, w1, w2, w3 äîðiâ-
íþþòü íåñêií÷åííîñòi, òðåáà âðàõóâàòè íàñòóïíó îáñòàâèíó. Áóäü-ÿêà ç öèõ
òî÷îõ âõîäèòü â ðiâíÿííÿ (6.1.3) äâi÷i, îäèí ðàç ó ÷èñåëüíèê, äðóãèé � ó çíà-
ìåííèê. Íåõàé, íàïðèêëàä, z1 =∞. Ðîçãëÿíåìî äðiá z−z1

z3−z1 , ùî ìiñòèòü òî÷êó
z1. Îñêiëüêè

z−z1
z3−z1 → 1 ïðè z1 → ∞, òî ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (6.1.3), òðåáà

ðiçíèöi z − z1 i z3 − z1, ùî ìiñòÿòü òî÷êó z1, çàìiíèòè íà 1.

Ïðèêëàä 3. a) Çíàéòè äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ w, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè ∞ → 1, 1 → ∞, 2 → 2; b) çíàéòè îáðàç ïåðøî¨ ÷âåðòi ïðè öüîìó
âiäîáðàæåííi.

a) Çà òåîðåìîþ 6.1.7 âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäàíó òðiéêó òî÷îê z1, z2, z3 âiä-
îáðàæà¹ ó çàäàíó òðiéêó òî÷îê w1, w2, w3 iñíó¹, ¹äèíå i éîãî ìîæíà çíàéòè ç
ðiâíÿííÿ 6.1.3. Îñêiëüêè z1 = ∞ i w2 = ∞, òî ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 2
öå ðiâíÿííÿ ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä

1

z − 1
:

1

2− 1
=
w − 1

1
:

2− 1

1
.

Ç öüîãî ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî w = z
z−1 . Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî çíàéäåíå âiä-

îáðàæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè çàäà÷i.
b) Çíàéäåìî îáðàç ïåðøî¨ ÷âåðòi G1 := {z = x + iy : x > 0, y > 0}.

Îñêiëüêè ìåæà îáëàñòiG1 ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïðîìåíiâ, îäèí ç ÿêèõ ìiñòèòüñÿ
íà äiéñíié îñi, iíøèé � íà óÿâíié, òî ñïî÷àòêó çíàéäåìî îáðàçè äiéñíî¨ i óÿâíî¨
ïðÿìèõ. Çà êðóãîâîþ âëàñòèâiñþ (òåîðåìà 6.1.4) îáðàçàìè îáîõ ïðÿìèõ áóäå
êîëî ó øèðîêîìó ñåíñi.

Çíàéäåìî îáðàç äiéñíî¨ ïðÿìî¨. Îñêiëüè öÿ ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
1, ùî âiäîáðàæà¹òüñÿ ó íåñêií÷åííiñòü, òî âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 1, ðîáè-
ìî âèñíîâîê, ùî îáðàçîì äiéñíî¨ îñi áóäå ïðÿìà. �¨ ëåãêî çíàéòè çà äâîìà
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òî÷êàìè, ùî ¹ îáðàçàìè äâîõ äîâiëüíî âçÿòèõ òî÷îê íà äiéñíié îñi. Àëå â
äàíîìó ïðèêëàäi öå ìîæíà çðîáèòè áåç îá÷èñëåíü, ÿêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè,
ùî çíàéäåíà ôóíêöiÿ w = z

z−1 äëÿ äiéñíèõ z ïðèéìà¹ äiéñíi çíà÷åííÿ. Îòæå,
îáðàçîì äiéñíî¨ îñi ¹ äiéñíà âiñü.

Çíàéäåìî îáðàç óÿâíî¨ ïðÿìî¨. Îñêiëüè öÿ ïðÿìà íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
1, ùî âiäîáðàæà¹òüñÿ ó íåñêií÷åííiñòü, òî âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 1, ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî îáðàçîì óÿâíî¨ îñi áóäå êîëî. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó éîãî öåíòð
a. Äëÿ öüîãî äî óìîâè 1→∞ çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï çáåðåæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ
òî÷îê (òåîðåìà 6.1.6). Çãiäíî ç öèì ïðèíöèïîì ìà¹ìî 1∗ → ∞∗. ßñíî, ùî
1∗ = −1 (òóò ìà¹òüñÿ íà óâàçi ñèìåòðiÿ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi). Êðiì òîãî, çà
îçíà÷åííÿì 6.1.3 ìà¹ìî ∞∗ = a (òóò ìà¹òüñÿ íà óâàçi ñèìåòðiÿ âiäíîñíî øó-
êàíîãî êîëà), äå a− öåíòð øóêàíîãî êîëà. Îòæå, −1 = 1∗ → ∞∗ = a, òîáòî,
a = w(−1) = 1

2 . Çíàéäåìî òåïåð ðàäióñ êîëà. Äëÿ öüîãî äîñèòü çíàéòè äåÿêó
òî÷êó êîëà. Îñêiëüêè â êîëî âiäîáðàæà¹òüñÿ óÿâíà ïðÿìà, òî, íàïðèêëàä, òî-
÷êà w(0) = 0 ìiñòèòüñÿ íà øóêàíîìó êîëi. Îòæå, ðàäióñ êîëà R = |0−a| = 1

2 .
Çíàéäåìî òåïåð D1 := w(G1). Çàçíà÷èìî, ùî çíàéäåíi îáðàçè äiéñíî¨ îñi

(äiéñíà âiñü) i óÿâíî¨ îñi (êîëî {w : |w − 1
2 | = 1

2}) ðîçáèâàþòü ïëîùèíó w
íà 4 îáëàñòi Di, i = 1, .., 4, à ¨õ ïðîîáðàçè (äiéñíà i óÿâíà îñi) òàêîæ ðîç-
áèâàþòü ïëîùèíó z íà 4 îáëàñòi Gi, i = 1, ..., 4. Òîìó çãiäíî ç ïðèíöèïàìè
çáåðåæåííÿ îáëàñòi i âiäïîâiäíîñòi ìåæ (òåîðåìà 7.2.2, 7.4.2) òà ç óðàõóâà-
ííÿì îäíîëèñòîñòi äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ (òåîðåìà 6.1.1) îáëàñòü
G1 âiäîáðàæà¹òüñÿ â îäíó ç îáëàñòåé Di, ïîçíà÷èìî ¨¨ D1. Ùîá çíàéòè öþ
îáëàñòü äîñèòü çíàòè îäíó òî÷êó øóêàíî¨ îáëàñòi. Âiçüìåìî òî÷êó îáëàñòi
G1, íàïðèêëàä, òî÷êó 1 + i. �¨ îáðàç w(1 + i) = 1 − i ìiñòèòüñÿ â øóêàíié
îáëàñòi D1. Òåïåð î÷åâèäíî, ùî D1 = {w : Imw < 0, |w − 1

2 | >
1
2}, áî ñàìå â

öié îáëàñòi ìiñòèòüñÿ òî÷êà 1− i.
Ïðèêëàä 4. a) Çíàéòè äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ w, ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè 1→ 0, −1→∞, 2→ 1; b) çíàéòè îáðàç îáëàñòi G := {z : |z| < 2} ïðè
öüîìó âiäîáðàæåííi.

a) Çà òåîðåìîþ 6.1.7 âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäàíó òðiéêó òî÷îê z1, z2, z3 âiä-
îáðàæà¹ ó çàäàíó òðiéêó òî÷îê w1, w2, w3 iñíó¹, ¹äèíå i éîãî ìîæíà çíàéòè
ç ðiâíÿííÿ 6.1.3. Àëå â äàíîìó ïðèêëàäi ç ïåðøèõ äâîõ óìîâ âiäîìi íóëi ÷è-
ñåëüíèêà i çíàìåííèêà øóêàíî¨ äðîáîâî-ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨. Îòæå, öÿ ôóíêöiÿ
w ìà¹ âèä w = k z−1

z+1 , äå êîåôiöi¹íò k ëåãêî çíàéòè ç òðåòüî¨ óìîâè. Ìà¹ìî

1 = w(2) = k
2− 1

2 + 1
=
k

3
.

Òàêèì ÷èíîì, k = 3, w = 3z−1
z+1 .

Çíàéäåìî òåïåð îáðàç ìåæi îáëàñòi G, òîáòî, êîëà K := {z : |z| = 2}.
Îñêiëüè öå êîëî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó −1, ùî âiäîáðàæà¹òüñÿ ó íåñêií-
÷åííiñòü, òî çãiäíî iç çàóâàæåííÿ 1 îáðàçîì êîëà K áóäå êîëî, ïîçíà÷èìî
éîãî K ′. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó éîãî öåíòð a. Äëÿ öüîãî äî óìîâè −1 → ∞ çà-
ñòîñó¹ìî ïðèíöèï çáåðåæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ òî÷îê (òåîðåìà 6.1.6). Çãiäíî ç
öèì ïðèíöèïîì ìà¹ìî (−1)∗ → ∞∗. Çíàéäåìî (−1)∗ (òóò ìà¹òüñÿ íà óâà-
çi ñèìåòðiÿ âiäíîñíî êîëà K). Çà îçíà÷åííÿì 6.1.3 òî÷êà (−1)∗ ìiñòèòüñÿ íà
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ïðîìåíi (−∞, 0] i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó |(−1)∗−0|·|−1−0| = 22. Çâiäñè îòðèìó-
¹ìî (−1)∗ = −4. Êðiì òîãî, çà îçíà÷åííÿì 6.1.3 ìà¹ìî ∞∗ = a (òóò ìà¹òüñÿ
íà óâàçi ñèìåòðiÿ âiäíîñíî êîëà K ′). Îòæå, −4 = (−1)∗ → ∞∗ = a, òîáòî,
a = w(−4) = 5. Çíàéäåìî òåïåð ðàäióñ êîëà K ′. Äëÿ öüîãî äîñèòü çíàéòè
äåÿêó òî÷êó öüîãî êîëà. Îñêiëüêè â êîëî K ′ âiäîáðàæà¹òüñÿ êîëî K, îáåðåìî
òî÷êó íà êîëi K, íàïðèêëàä, òî÷êó 2. Òîäi òî÷êà w(2) = 1 ìiñòèòüñÿ íà êîëi
K ′,. Îòæå, ðàäióñ öüîãî êîëà R = |5− 1| = 4.

Çíàéäåìî, íàðåøòi, D := w(G). Çãiäíî ç ïðèíöèïàìè çáåðåæåííÿ îáëà-
ñòi i âiäïîâiäíîñòi ìåæ (òåîðåìà 7.2.2, 7.4.2) òà ç óðàõóâàííÿì îäíîëèñòîñòi
äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ (òåîðåìà 6.1.1) îáëàñòü G âiäîáðàæà¹òüñÿ
àáî ó âíóòðiøíiñòü êîëà K ′, àáî ó éîãî çîâíiøíiñòü. Ùîá ç'ÿñóâàòè öå, äî-
ñèòü çíàòè îäíó òî÷êó øóêàíî¨ îáëàñòi D. Âiçüìåìî òî÷êó îáëàñòi G, íàïðè-
êëàä, òî÷êó 0. �¨ îáðàç w(0) = −3 ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi D. Òåïåð î÷åâèäíî, ùî
D = {w : |w − 5| > 4, }, áî ñàìå â öié îáëàñòi ìiñòèòüñÿ òî÷êà −3.

6.2 Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ òà êîðiíü

. Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ.

Ôóíêöiÿ w = zn, n ∈ N, ¹ ðåãóëÿðíîþ ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Îñêiëü-
êè w′(z) = nzn−1 6= 0 ïðè z 6= 0, òî âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ ¹
êîíôîðìíèì ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çà âèíÿòêîì (ïðè n > 1) òî÷êè 0
çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.7.3.

Òâåðäæåííÿ 6.2.1 (îñíîâíi ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ w = zn).
Ôóíêöiÿ w = zn çäiéñíþ¹ íàñòóïíi âiäîáðàæåííÿ:

1) w : {z : arg z = ϕ} → {w : argw = nϕ}, ϕ ∈ R;
2) w : {z : |z| = r} → {w : |w| = rn}, r > 0, ïðè÷îìó êîëè òî÷êà z

ïðîáiãà¹ êîëî {z : |z| = r}, òî÷êà w ïðîáiãà¹ êîëî {w : |w| = rn} n ðàçiâ.

Äîâåäåííÿ. 1) Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðîìåíÿ {z : arg z = ϕ} ìà¹ âèä
z = reiϕ, r ∈ [0,∞). Çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ îáðàçà öüîãî
ïðîìåíÿ. Âîíî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ w = ρeinϕ, ρ ∈ [0,∞), äå ρ = rn. Öå �
ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðîìåíÿ {w : argw = nϕ}.

2) Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ êîëà {z : |z| = r} ìà¹ âèä z = reiϕ, ϕ ∈ [0, 2π].
Çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ îáðàçà öüîãî êîëà. Âîíî çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ w = rneiψ, ψ ∈ [0, 2nπ], äå ψ = nϕ. Öå � ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ
êîëà {w : |w| = rn} ïðîõîäæóâàíîãî n ðàçiâ.

Çàóâàæåííÿ 1. Çà ïåðøîþ âëàñòèâiñòþ ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ çáiëüøó¹ êóòè
ç âåðøèíîþ ó òî÷öi 0 â n ðàçiâ. Òîìó âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ
w = zn íå ¹ êîíôîðìíèì ó òî÷öi 0 ïðè n > 1.

Îáëàñòi îäíîëèñòîñòi ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨. Çà îçíà÷åííÿì 2.7.4
îáëàñòü G ¹ îáëàñòþ îäíîëèñòîñòi ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíà íå ìiñòèòü ðiçíèõ òî÷îê z1 = r1e

iϕ1 i z2 = r2e
iϕ2, äëÿ ÿêèõ zn1 = zn2 . Öå
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ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíî ñèñòåìi ðiâíÿíü r1 = r2, nϕ1 = nϕ2 +2kπ, k ∈ Z. Çâiäñè

ϕ1 − ϕ2 =
2kπ

n
, k ∈ Z. (6.2.1)

Òàêèì ÷èíîì, îáëàñòü G ¹ îáëàñòþ îäíîëèñòîñòi ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü ðiçíèõ òî÷îê z1 = reiϕ1 i z2 = reiϕ2,
àðãóìåíòè ÿêèõ ϕ1 i ϕ2 ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ (6.2.1). Íàéâàæëèâiøèì ïðèêëàäîì
òàêî¨ îáëàñòi ¹ îáëàñòü Dα := {z : α < arg z < α + 2π

n }, òîáòî êóò âåëè÷èíîþ
2π
n ç âíåðøèíîþ â òî÷öi 0. Çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòi 1 (òâåðäæåííÿ 6.2.1),
çãiäíî ç ÿêîþ ôóíêöiÿ w = zn çáiëüøó¹ êóòè ç âåðøèíîþ ó òî÷öi 0 â n ðàçiâ,
ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ çäiéñíþ¹ âiäîáðàæåííÿ w :
Dα → Cnα := {w : nα < argw < nα + 2π}.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ ¹ îäíîëèñòèì â îáëàñòi
Dα, êîíôîðìíèì â êîæíié òî÷öi öi¹¨ îáëàñòii i âiäîáðàæà¹ öþ îáëàñòü â êîì-
ïëåêñíó ïëîùèíó C ç ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ {w : argw = nα}. Òèì ñàìèì
äîâåäåíî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 6.2.2 Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ w = zn çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiä-
îáðàæåííÿ îáëàñòi Dα := {z : α < arg z < α + 2π

n } íà êîìïëåêñíó ïëî-
ùèíó C ç ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ {w : argw = nα}, òîáòî, íà îáëàñòü
Cnα := {w : nα < argw < nα + 2π}.

Êîðiíü w = n
√
z. Âiäîáðàæåííÿ ðåãóëÿðíèìè ãiëêàìè êîðåíÿ.

Ôóíêöiÿ w = n
√
z ¹ àíàëiòè÷íîþ â äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi C\{0}. Çà òåîðåìîþ

ïðî ìîíîäðîìiþ (òåîðåìà 5.2.1) ó áóäü-ÿêié îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi âîíà ðîçïà-
äà¹òüñÿ íà ðåãóëÿðíi ãiëêè. Äëÿ âèäiëåííÿ ¨¨ ðåãóëÿðíèõ ãiëîê ïðîâåäåìî
ðîçðiç óçäîâæ ïðîìåíÿ {z : arg z = α}. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îäíîçâ'ÿçíó
îáëàñòü Cα := C \{z : arg z = α}. Â öié îáëàñòi ôóíêöiÿ w = n

√
z ðîçïàäà¹-

òüñÿ íà n ðåãóëÿðíõ ãiëîê (ïðèêëàä 3 ç ðîçäiëó 5.2)(
n
√
z
)
k

:= n
√
r exp i

argα z + 2πk

n
, α < argα z < α + 2π, (6.2.2)

äå k = 0, 1, ..., n− 1.
Ó ïëîùèíi w ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi îáëàñòi Dα

k îäíîëèñòîñòi îáåðíåíî¨ äî
êîðåíÿ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ z = wn. Âîíè çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

Dα
k :=

{
w :

α + 2πk

n
< argw <

α + 2π(k + 1)

n

}
.

Çà òâåðäæåííÿì 6.2.2 ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ z = wn êîæíó ç öèõ îáëàñòåé Dα
k

êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ íà îáëàñòü Cα. Çâiäñè îäðàçó îòðèìó¹ìî

Íàñëiäîê 6.2.3 Ðåãóëÿðíà ãiëêà êîðåíÿ ( n
√
z)k, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (6.2.2),

êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Cα íà îáëàñòü Dα
k .
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Çàóâàæåííÿ 2. ßê âiäîìî (ïðèêëàä 3 ç ðîçäiëó 5.2), ãiëêè ( n
√
z)k ìîæíà

çàäàâàòè, âêàçóþ÷è ¨õ çíà÷åííÿ â äîâiëüíié òî÷öi îáëàñòi Cα. Âèçíà÷èâøè
â ÿêó ç îáëàñòåé Dα

k ïîòðàïèëî öå çíà÷åííÿ, ìîæíà îäíîçíà÷íî âèäiëèòè
ðåãóëÿðíó ãiëêó êîðåíÿ.
Ïðèêëàä 1. Çíàéòè îáðàç w(D) îáëàñòi D := {z : |z| < 1,Rez < 0} ïðè

âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ w(z) =
(
z−i
z+i

)2
.

Ôóíêöiÿ w ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ äâîõ ôóíêöié: w1(z) = z−i
z+i i w2(w1) = w2

1.
Çíàéäåìî D1 := w1(D). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî îáðàç îäèíè÷íîãî

êîëà K := {z : |z| = 1} i óÿâíî¨ ïðÿìî¨, ÿêi óòâîðþþòü ìåæó îáëàñòi D. I
êîëî i óÿâíà ïðÿìà ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó −i, ÿêà âiäîáðàæà¹òüñÿ ó íåñêií-
÷åííiñòü. Îòæå, i êîëî i óÿâíà ïðÿìà âiäîáðàæàþòüñÿ â ïðÿìi, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíi ìiæ ñîáîþ îñêiëüêè êîëî i óÿâíà ïðÿìà îðòîãîíàëüíi, à äðîáîâî-ëiíiéíà
ôóíêöiÿ êîíôîðìíà ó êîæíié òî÷öi i òîìó çáåðiãà¹ êóòè ìiæ êðèâèìè. Î÷å-
âèäíî, ùî ôóíêöiÿ w1(z) = z−i

z+i íà óÿâíié îñi (òîáòî äëÿ òî÷îê âèäó z = iy,
y ∈ R) ïðèéìà¹ äiéñíi çíà÷åííÿ. Îòæå, óÿâíà âiñü âiäîáðàæà¹òüñÿ â äiéñíó
âiñü. Îñêiëüêè îäèíè÷íå êîëî âiäîáðàæà¹òüñÿ â îðòîãîíàëüíó äî äiéñíî¨ îñi
ïðÿìó, äîñèòü çíàéòè îäíó òî÷êó öi¹¨ ïðÿìî¨. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî îáðàç äî-
âiëüíî¨ òî÷êè êîëà K, íàïðèêëàä òî÷êè i. Îñêiëüêè w1(i) = 0, òî îáðàç êîëà
K ïðîéäå ÷åðåç òî÷êó 0. Îòæå, êîëî K âiäîáðàæà¹òüñÿ â óÿâíó âiñü.

Äiéñíà i óÿâíà ïðÿìi, ùî ¹ îáðàçàìè óÿâíî¨ îñi i êîëà K ðîçáèâàþòü êîì-
ïëåêñíó ïëîùèíó íà ÷îòèðè îáëàñòi, à ñàìå íà ÷îòèðè êâàäðàíòà. Â îäèí
ç íèõ çãiäíî ç ïðèíöèïàìè çáåðåæåííÿ îáëàñòi i âiäïîâiäíîñòi ìåæ (òåîðå-
ìè 7.2.2, 7.4.2) âiäîáðàçèòüñÿ îáëàñòü D. Îñêiëüêè −1

2 ∈ D, òî ¨¨ îáðàç
ìiñòèòüñÿ â øóêàíîìó êâàäðàíòi. Ìà¹ìî w1(−1

2) = −3
5 + 2i. ßñíî, ùî òî-

÷êà −3
5 + 2i íàëåæèòü äðóãîìó êâàäðàíòó {w1 : π

2 < argw1 < π}. Îòæå,
D1 := w1(D) = {w1 : π2 < argw1 < π}.

Çàëèøèëîñü çíàéòè w(D) = w2(D1). Îñêiëüêè ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ w = w2
1

çáiëüøó¹ êóòè ç âåðøîíîþ ó òî÷öi 0 âäâi÷i çà òâåðäæåííÿì 6.2.1, òî w(D) =
{w : π < argw < 2π}.
Ïðèêëàä 2. Çíàéòè îáðàç w(D) îáëàñòi D := C \ [−i, i] ïðè âiäîáðàæåííi

ðåãóëÿðíîþ ãiëêîþ êîðåíÿ w(z) =
√

z−i
z+i , ÿêà çàäàíà óìîâîþ w(1) =

√
2

2 − i
√

2
2 .

Ôóíêöiÿ w ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ äâîõ ôóíêöié: w1(z) = z−i
z+i i w2(w1) =

√
w1.

Çíàéäåìî D1 := w1(D). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî îáðàç ìåæi îáëà-
ñòi D, òîáòî, âiäðiçêà [−i, i] ïðè âiäîáðàæåííi w1. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ
w1(z) = z−i

z+i íà óÿâíié îñi (òîáòî äëÿ òî÷îê âèäó z = iy, y ∈ R) ïðèéìà¹
äiéñíi çíà÷åííÿ. Îòæå, óÿâíà âiñü âiäîáðàæà¹òüñÿ â äiéñíó âiñü. Òîìó îáðà-
çîì âiäðiçêà [−i, i] áóäå ÷àñòèíà äiéñíî¨ îñi. Îêiëüêè w1(i) = 0, w1(−i) =∞,
òî öi¹þ ÷àñòèíîþ ¹ îäèí ç ïðîìåíiì ç âåðùèíîþ ó òî÷öi 0. Âðàõîâóþ÷è,ùî
w1(0) = −1, ìà¹ìî w1([−i, i]) = [−∞, 0]. Òîìó îáëàñòü D â ñèëó îäíîëèñòîñòi
äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ i çãiäíî ç ïðèíöèïàìè çáåðåæåííÿ îáëàñòi i
âiäïîâiäíîñòi ìåæ (òåîðåìè 7.2.2, 7.4.2) âiäîáðàçèòüñÿ â îáëàñòü C \ [−∞, 0],
òîáòî, â êîìïëåêñíó ïëîùèíó ç ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ {w1 : argw1 = π}.
Îòæå, D1 = {w1 : −π < argw1 < π} = {w1 : π < argw1 < 3π}.
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Çíàéäåìî òåïåð w(D) = w2(D1). Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ êîðíåì êâàäðà-
òíèì çìåíøó¹ êóòè ç âåðøèíîþ ó òî÷öi 0 âäâi÷i, òî øóêàíèì îáðàçîì ¹
àáî ïðàâà ïiâïëîùèíà {w : −π/2 < argw < π/2} àáî ëiâà ïiâïëîùèíà
{w : π/2 < argw < 3π/2}. Îñêiëüêè ãiëêà êîðåíÿ â óìîâi çàäà¹òüñÿ ðiâíi-
ñòþ w(1) =

√
2

2 − i
√

2
2 , à òî÷êà

√
2

2 − i
√

2
2 , ìiñòèòüñÿ â ïðàâié ïiâïëîùèíi, òî

w(D) = {w : Rew > 0}.

6.3 Ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ òà ëîãàðèôì

Ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ. Ôóíêöiÿ w = ez ¹ ðåãóëÿðíîþ ó âñié êîìïëåêñíié
ïëîùèíi, ïðè÷îìó (ez)′ = ez 6= 0. Òîìó âiäîáðàæåííÿ ïîêàçíèêîâîþ ôóíêöi¹þ
¹ êîíôîðìíèì ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.7.3.

Òâåðäæåííÿ 6.3.1 (îñíîâíi ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ w = ez).
Ôóíêöiÿ w = ez çäiéñíþ¹ íàñòóïíi âiäîáðàæåííÿ:

1) w : {z : Imz = c} → {w : argw = c}, c ∈ R;
2) w : {z : Rez = d} → {w : |w| = ed}, d ∈ R, ïðè÷îìó êîëè òî÷êà z

ïðîáiãà¹ ïðÿìó {z : Rez = d}, òî÷êà w ïðîáiãà¹ êîëî {w : |w| = ed} áåçëi÷
ðàçiâ.

Äîâåäåííÿ. 1) Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ {z : Imz = c} ìà¹ âèä
z = x + ic, x ∈ (−∞,∞). Îñêiëüêè ex+ic = exeic, ïðè÷îìó r := ex ïðîáiãà¹
ïðîìiíü [0,∞) êîëè x ïðîáiãà¹ ïðÿìó (−∞,∞), òî ðiâíÿííÿ îáðàçà ïðÿìî¨
{z : Imz = c} çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ w = reic, r ∈ [0,∞). Öå � ïàðàìåòðè÷íå
ðiâíÿííÿ ïðîìåíÿ {w : argw = c}.

2) Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ {z : Rez = d} ìà¹ âèä z = d + iy,
y ∈ (−∞,∞). Îñêiëüêè ed+iy = edeiy = reiy, äå r = ed, òî ðiâíÿííÿ îáðàçà
ïðÿìî¨ {z : Rez = d} çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ w = reiy, y ∈ (−∞,∞). Öå �
ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ êîëà {w : |w| = r} ïðîõîäæóâàíîãî áåçëi÷ ðàçiâ.
Îáëàñòi îäíîëèñòîñòi ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨. Çà îçíà÷åííÿì 2.7.4

îáëàñòü G ¹ îáëàñòþ îäíîëèñòîñòi ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíà íå ìiñòèòü ðiçíèõ òî÷îê z1 i z2, äëÿ ÿêèõ ez1 = ez2. Ç öüîãî ðiâíÿí-
íÿ ìà¹ìî ez1−z2 = 1, òîáòî, z1 − z2 = Ln1 = 2kπi, k ∈ Z.

Òàêèì ÷èíîì, îáëàñòü G ¹ îáëàñòþ îäíîëèñòîñòi ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü ðiçíèõ òî÷îê z1 i z2, ùî ïîâ'ÿçàíi ðiâíi-
ñòþ z1 − z2 = 2kπi, k ∈ Z. Öþ óìîâó çàäîâîëüíÿ¹ ïîëîñà øèðèíîþ 2π, ùî
ïàïðàëåëüíà äiéñíié îñi, òîáòî

Πα := {z : α < Imz < α + 2π}.
Îáðàç öi¹¨ ïîëîñè çíàéäåìî çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòi 1 (òâåðäæåííÿ 6.3.1),

çãiäíî ç ÿêîþ ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ âiäîáðàæà¹ ïðÿìó {z : Imz = c} ó ïðî-
ìiíü {w : argw = c}. Çàïîâíèìî ïîëîñó Πα òàêèìè ïðÿìèìè {z : Imz = c},
äå c ∈ (α, α+ 2π). Òîäi ¨õ îáðàçè {w : argw = c} çàïîâíÿòü ïëîùèíó ç ðîçði-
çîì óçäîâæ ïðîìåíÿ {w : argw = α}. Îòæå, ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ çäiéñíþ¹
âiäîáðàæåííÿ w : Πα → Cα := {w : α < argw < α + 2π}.
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Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ ïîêàçíèêîâîþ ôóíêöi¹þ ¹ îäíîëèñòèì â îáëà-
ñòi Πα, êîíôîðìíèì â êîæíié òî÷öi öi¹¨ îáëàñòii i âiäîáðàæà¹ öþ îáëàñòü â
êîìïëåêñíó ïëîùèíó C ç ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ {w : argw = α}. Òèì
ñàìèì äîâåäåíî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 6.3.2 Ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ w = ez çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiä-
îáðàæåííÿ ïîëîñè Πα := {z : α < Imz < α + 2π} íà êîìïëåêñíó ïëî-
ùèíó C ç ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ {w : argw = α}, òîáòî, íà îáëàñòü
Cα := {w : α < argw < α + 2π}.
Ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ. Âiäîáðàæåííÿ ðåãóëÿðíèìè ãiëêàìè ëî-

ãàðèôìà. Ôóíêöiÿ w = Lnz ¹ àíàëiòè÷íîþ â äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi C \ {0}.
Çà òåîðåìîþ ïðî ìîíîäðîìiþ (òåîðåìà 5.2.1) ó áóäü-ÿêié îäíîçâ'ÿçíié îáëà-
ñòi âîíà ðîçïàäà¹òüñÿ íà ðåãóëÿðíi ãiëêè. Äëÿ âèäiëåííÿ ¨¨ ðåãóëÿðíèõ ãiëîê
ïðîâåäåìî ðîçðiç óçäîâæ ïðîìåíÿ {z : arg z = α}. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî
îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü Cα := C \{z : arg z = α}. Â öié îáëàñòi ôóíêöiÿ w = Lnz
ðîçïàäà¹òüñÿ íà çëi÷åíó êiëüêiñòü ðåãóëÿðíõ ãiëîê (ïðèêëàä 3 ç ðîçäiëó 5.2)

(lnz)k := ln r + i(argα z + 2πk), α < argα z < α + 2π, (6.3.1)

äå k ∈ Z.
Ó ïëîùèíi w ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi îáëàñòi Πα

k îäíîëèñòîñòi îáåðíåíî¨ äî
ëîãàðèôìà ôóíêöi¨ z = ew. Âîíè çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

Πα
k := {w : α + 2πk < Imw < α + 2π(k + 1} , k ∈ Z.

Çà òâåðäæåííÿì 6.3.2 ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ z = ew êîæíó ç öèõ îáëàñòåé Πα
k

êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ íà îáëàñòü Cα := {w : α < argw < α + 2π}.
Çâiäñè îäðàçó îòðèìó¹ìî

Íàñëiäîê 6.3.3 Ðåãóëÿðíà ãiëêà ëîãàðèôìà (lnz)k, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ
(6.3.1), êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Cα íà îáëàñòü Πα

k .

Çàóâàæåííÿ 1. ßê âiäîìî (ïðèêëàä 3 ç ðîçäiëó 5.2), ãiëêè (lnz)k ìîæíà
çàäàâàòè, âêàçóþ÷è ¨õ çíà÷åííÿ â äîâiëüíié òî÷öi îáëàñòi Cα. Âèçíà÷èâøè â
ÿêó ç îáëàñòåé Πα

k ïîòðàïèëî öå çíà÷åííÿ, ìîæíà îäíîçíà÷íî âèäiëèòè ðåãó-
ëÿðíó ãiëêó ëîãàðèôìà.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè îáðàç w(D) ïîëîñè D := {z : 0 < Re z < π
2} ïðè

âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ w = tg z.
Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ w = tg z ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ åëåìåíòàðíèõ ôóí-

êöûé, âèâ÷åíèõ ðàíiøå. Ìà¹ìî

w = tg z =
sin z

cos z
=

eiz−e−iz
2i

eiz+e−iz

2

= −ie
2iz − 1

e2iz + 1
.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ w = tg z ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ íàñòóïíèõ âiäîáðàæåíü:
w1 = 2iz, w2 = ew1, w3 = −iw2−1

w2+1 .
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Çíàéäåìî ñïî÷àòêóD1 = w1(D). Ëiíiéíà ôóíêöiÿ w1 = 2iz çäiéñíþ¹ ðîçòÿã
â 2 ðàçè i ïîâîðîò íà êóò arg 2i = π

2 . Òîìó D1 = {w1 : 0 < Imw1 < π}.
Çíàéäåìî òåïåð D2 = w2(D1). Çà âëàñòèâîñòþ 1 (òâåðäæåííÿ 6.3.1) ïî-

êàçíèêîâà ôóíêöiÿ w2 = ew1 âiäîáðàæà¹ ïðÿìó {w1 : Imw1 = c} ó ïðîìiíü
{w2 : argw2 = c}. Çàïîâíèìî ïîëîñó D1 = {w1 : 0 < Imw1 < π} òàêèìè
ïðÿìèìè {w1 : Imw1 = c}, äå c ∈ (0, π). Òîäi ¨õ îáðàçè {w2 : argw2 = c}
çàïîâíÿòü îáëàñòü {w2 : 0 < argw2 < π}, òîáòî âåðõíþ ïiâïëîùèíó. Îòæå,
D2 = {w2 : Imw2 > 0}.

Çíàéäåìî, íàðåøòi, w(D) = w3(D2). Ñïî÷àòêó çíàéäåìî îáðàç ìåæi îáëà-
ñòi D2, òîáòî äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ïðè âiäîáðàæåííi w3. Çà êðóãîâîþ âëàñòèâiñòþ
(òåîðåìà 6.1.4) öå áóäå êîëî â øèðîêîìó ñåíñi. Îñêiëüêè, òî÷êà −1, ùî âiä-
îáðàæà¹òüñÿ ó íåñêií÷åííiñòü, ìiñòèòüñÿ íà äiéñíié ïðÿìié, ¨¨ îáðàçîì áóäå
ïðÿìà. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêiÿ w3 = −iw2−1

w2+1 íà äiéñíié îñi ïðèéìà¹ ñóòî óÿâ-
íi çíà÷åííÿ. Îòæå, îáðàçîì ìåæi îáëàñòi D2 ¹ óÿâíà ïðÿìà. Âîíà ðîçáèâà¹
êîìïëåêñíó ïëîùèíó íà ëiâó i ïðàâó ïiâïëîùèíè. Â îäíó ç íèõ çãiäíî ç ïðèí-
öèïàìè çáåðåæåííÿ îáëàñòi i âiäïîâiäíîñòi ìåæ (òåîðåìè 7.2.2, 7.4.2) i â ñèëó
îäíîëèñòîñòi äðîáîâî-ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ âiäîáðàæà¹òüñÿ îáëàñòü D2. Îñêiëüêè
i ∈ D2 i w3(i) = 1, òî îáðàçîì w3(D2) ¹ ïðàâà ïiâïëîùèíà. Òàêèì ÷èíîì,
ìà¹ìî w(D)= {w : Rew > 0}.

6.4 Ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî

Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ âèä w = 1
2

(
z + 1

z

)
. Âîíà íîñèòü iì'ÿ ðîñiéñüêîãî ìàòåìàòèêà

Æóêîâñüêîãî, áî ñàìå âií âïåðøå çàñòîñóâàâ öþ ôóíêöiþ äëÿ îá÷èñëåííÿ
ïiäéîìíî¨ ñèëè êðèëà ëiòàêà.

Òâåðäæåííÿ 6.4.1 Âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî ¹ êîíôîðìíèì â
êîæíié òî÷öi îáëàñòi C \ {−1, 1}.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè 2w′(z) = 1 − 1

z2 , z 6= 0, òî ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî
ðåãóëÿðíà â îáëàñòi C \ {0}, ïðè÷îìó w′(z) 6= 0 äëÿ z 6= ±1. Òîäi ¨¨ êîí-
ôîðìíiñòü ó âñiõ òî÷êàõ îáëàñòi C \ {−1, 1}, îêðiì òî÷îê 0 i ∞, ¹ íàñëiäêîì
òâåðäæåííÿ 6.0.1.

Äîâåäåìî êîíôîðìíiñòü ôóíêöi¨ Æóêîâñüêîãî ó òî÷öi 0. Îñêiëüêè w(0) =
∞, òî çà îçíà÷åííÿì 6.1.1 ¨¨ êîíôîðìíiñòü ó òî÷öi 0 ðiâíîñèëüíà êîíôîðì-
íîñòi ôóíêöi¨ f(z) := 1

w(z) ó òî÷öi 0. Ìà¹ìî f(z) = 2z
z2+1 , f

′(z) = 2 1−z2
(1+z2)2 ,

f ′(0) = 2 6= 0. Îòæå, ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî êîíôîðìíà ó òî÷öi 0 âíàñëiäîê
îçíà÷åííÿ 6.1.1 i òâåðäæåííÿ 6.0.1.

Äîâåäåìî êîíôîðìíiñòü ôóíêöi¨ Æóêîâñüêîãî ó íåñêií÷åííîñòi. Çà îçíà-
÷åííÿì 6.1.1 ¨¨ êîíôîðìíiñòü ó òî÷öi ∞ ðiâíîñèëüíà êîíôîðìíîñòi ôóíêöi¨
g(z) := w(1

z) ó òî÷öi 0. Àëå g(z) = w(z) i ¨¨ êîíôîðìíiñòü ó òî÷öi 0 âæå
äîâåäåíà.

Òâåðæåííÿ 6.4.1 äîâåäåíî.

Îáëàñòi îäíîëèñòîñòi ôóíêöii¨ Æóêîâñüêîãî. Çà îçíà÷åííÿì 2.7.4
îáëàñòü G ¹ îáëàñòþ îäíîëèñòîñòi ôóíêöii¨ Æóêîâñüêîãî òîäi i òiëüêè òîäi,
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êîëè âîíà íå ìiñòèòü ðiçíèõ òî÷îê z1 i z2, äëÿ ÿêèõ
(
z1 + 1

z1

)
=
(
z2 + 1

z2

)
. Ç

öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî z2 = 1
z1
. (∗)

Òî÷êó z2, ùî ïîâ'ÿçàíà ç òî÷êîþ z1 ðiâíiñòþ (∗), ìîæíà îòðèìàòè ç òî÷êè
z1 çà äàïîìîãîþ ñóïåðïîçèöi¨ äâîõ íàñòóïíèõ ïåðåòâîðåííü ñèìåòði¨ âiäíîñíî
äiéñíî¨ îñi (z = z1) i ñèìåòði¨ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà

(
z2 = 1

z

)
, ùî çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ 6.1.2. Òîìó êîæíà ç íàñòóïíèõ ÷îòèðüîõ îáëàñòåé: âåðõíÿ (íèæíÿ)
ïiâïëîùèíà, âíóòðiøíiñòü (çîâíiøíiñòü) îäèíè÷íîãî êîëà {z : |z| = 1} íå
ìîæóòü îäíî÷àñíî ìiñòèòè òî÷êè z1 i z2, ùî ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ (∗). Öi ÷îòèðè
îáëàñòi ¹ íàéâàæëèâiøèìè îáëàñòÿìè îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ Æóêîâñüêîãî.
Îñíîâíi ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöii¨ Æóêîâñüêîãî.
Íåõàé z = reiϕ. Òîäi

w =
1

2

(
reiϕ +

1

r
e−iϕ

)
=

1

2

(
r +

1

r

)
cosϕ+ i

1

2

(
r − 1

r

)
sinϕ. (6.4.1)

ßêøî w = u + iv, äå u = Rew, v = Imw, òî ðiâíiñòü (6.4.1) ðiâíîñèëüíà
íàñòóïíié ñèñòåìi ðiâíîñòåé

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cosϕ, v =

1

2

(
r − 1

r

)
sinϕ. (6.4.2)

Òâåðäæåííÿ 6.4.2 Ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî w = 1
2

(
z + 1

z

)
çäiéñíþ¹ íàñòóïíi

âiäîáðàæåííÿ:
1) êîëî {z : |z| = r}, r 6= 1, � âiäîáðàæà¹ â åëiïñ Er ç ôîêóñàìè â òîêàõ

±1, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

u2

a2
r

+
v2

b2
r

= 1, ar :=
1

2

(
r +

1

r

)
, br :=

1

2

∣∣∣∣r − 1

r

∣∣∣∣ , (6.4.3)

äå ar i br− ïiâîñi åëiïñà Er, ïðè öüîìó îäèíè÷íå êîëî {z : |z| = 1} âiäîáðà-
æà¹òüñÿ ó âiäðiçîê [−1, 1], ïðîõîäæóâàíèé äâi÷i;

2) ïðîìiíü {z : arg z = ϕ}, ϕ ∈ (−π, π] \ {0, π,±π
2}, � âiäîáðàæà¹ â îäíó ç

ãiëîê ãiïåðáîëè Γϕ ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ ± cosϕ, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

u2

cos2 ϕ
− v2

sin2 ϕ
= 1, (6.4.4)

êðiì òîãî, Γ0 = [1,∞] (ïðîìiíü ïðîõîäèòüñÿ äâi÷i ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿì-
êàõ), Γπ = [−∞,−1] (ïðîìiíü ïðîõîäèòüñÿ äâi÷i ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿì-
êàõ), Γ±π2− óÿâíi îñi, ïðîõîäæóâàíi çíèçó ââåðõ i çâåðõó âíèç âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. 1) Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ êîëà {z : |z| = r} ìà¹ âèä z = reiϕ,
ϕ ∈ [0, 2π]. Òîäi îáðàç öüîãî êîëà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (6.4.1), àáî ñèñòåìîþ
ðiâíÿíü (6.4.2). Âèêëþ÷àþ÷è ç öi¹¨ ñèñòåìè ïàðàìåòð ϕ çà äîïîìîãîþ òîòî-
æíîñòi sin2 z + cos2 z = 1, îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ (6.4.3) îáðàçà öüîãî êîëà. Öå
� âiäîìå ðiâíÿííÿ åëiïñà Er. Ðiâíiñòü E1 = [−1, 1] îäðàçó âèïëèâà¹ ç (6.4.2).
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2) Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðîìåíÿ {z : arg z = ϕ} ìà¹ âèä z = reiϕ,
r ∈ [0,∞]. Òîäi îáðàç öüîãî ïðîìåíÿ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (6.4.1), àáî ñèñòå-
ìîþ ðiâíÿíü (6.4.2). Âèêëþ÷àþ÷è ç öi¹¨ ñèñòåìè ïàðàìåòð r çà äîïîìîãîþ
ðiâíîñòi a2

r − b2
r = 1, îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ (6.4.4) îáðàçà öüîãî ïðîìåíÿ. Öå �

âiäîìå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè Γϕ. Îñêiëüêè ïðîìiíü {z : arg z = ϕ} ¹ çâ'ÿçíîþ
ìíîæèíîþ, òî éîãî îáðàç ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi òàêîæ ¹ çâ'ÿçíîþ
ìíîæèíîþ, òîáòî, îäi¹þ ç ãiëîê ãiïåðáîëè Γϕ.

Äðóãà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ñèñòåìè ðiâíÿíü
(6.4.2).
Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (Er,Γϕ), çà âèíÿòêîì äâîõ ïàð (E1,Γ0)

i (E1,Γπ), ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ Er ⊥ Γϕ, òîáòî, åëiïñ Er i ãiïåðáîëà Γϕ
îðòîãîíàëüíi ìiæ ñîáîþ, îñêiëüêè ¨õ ïðîîáðàçè � êîëî {z : |z| = r} i ïðîìiíü
{z : arg z = ϕ} ¹ îðòîãîíàëüíèìè, à âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî
çà òâåðäæåííÿì 6.4.1 ¹ êîíôîðìíèì ó âñiõ òî÷êàõ ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè çà âèíÿòêîì òî÷îê ±1.
Çàóâàæåííÿ 2. ßêà ç äâîõ ãiëîê ãiïåðáîëè Γϕ ¹ îáðàçîì äàíîãî ïðîìåíÿ

{z : arg z = ϕ} ëåãêî ç'ÿñóâàòè çà çíàêîì cosϕ iç ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.4.2). Çà
äîïîìîãîþ òi¹¨ æ ñèñòåìè ðiâíÿíü ç'ÿñîâó¹òüñÿ íàïðÿìîê ïðîõîäæåííÿ äàíî¨
ãiëêè ãiïåðáîëè çà çíàêîì sinϕ. Îòæå, îáðàçîì ïðîìåíÿ {z : arg z = ϕ} ç
ïåðøî¨ àáî ÷åòâåðòî¨ ÷âåðòi ¹ ïðàâà ãiëêà ãiïåðáîëè Γϕ (ïðîõîäæóâàíà çíèçó
ââåðõ àáî çâåðõó âíèç âiäïîâiäíî), à îáðàçîì ïðîìåíÿ {z : arg z = ϕ} ç äðóãî¨
àáî òðåòüî¨ ÷âåðòi ¹ ëiâà ãiëêà ãiïåðáîëè Γϕ (ïðîõîäæóâàíà çíèçó ââåðõ àáî
çâåðõó âíèç âiäïîâiäíî).

Îáðàçàìè ïðîìåíiâ {z : arg z = ϕ} i {z : arg z = −ϕ}, ϕ ∈ (0, π), ¹ îäíà i
òà æ ãiëêà ãiïåðáîëè, àëå ïðîõîäæóâàíà â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ.
Çàóâàæåííÿ 3. Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Er = E 1

r
(ÿê ðiâíiñòü ìíîæèí), àëå äëÿ

r 6= 1 öi åëiïñè ïðîõîäÿòüñÿ â ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ. Ïðè r > 1 åëiïñ Er
ïðîõîäèòüñÿ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, à ïðè r < 1 åëiïñ Er ïðîõîäèòüñÿ
çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ. Öi ôàêòè òàêîæ ëåãêî ç'ÿñóâàòè çà äîïîìîãîþ
ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.4.2).

Ó íàñòóïíåìó òâåðäæåííi ç'ÿñîâàíi îáðàçè îñíîâíèõ îáëàñòåé îäíîëèñòîñòi
ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî.

Òâåðäæåííÿ 6.4.3 1) Ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ êîæíó
ç îáëàñòåé {z : |z| < 1} i {z : |z| > 1} íà îáëàñòü C \ [−1, 1].

2) Ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ âåðõíþ (íèæíþ) ïiâïëî-
ùèíó íà îáëàñòü C \ {[−∞,−1]

⋃
[1,∞]}.

Äîâåäåííÿ. ßê áóëî ç'ÿñîâàíî ðàíiøå, âñi ÷îòèðè îáëàñòi {z : |z| < 1},
{z : |z| > 1}, {z : Im z > 0}, {z : Im z < 0} ¹ îáëàñòÿìè îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨
Æóêîâñüêîãî i çà òâåðäæåííÿì 6.4.1 â áóäü-ÿêié òî÷öi êîæíî¨ ç öèõ îáëàñòåé
âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî ¹ êîíôîðìíèì. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ
öi¹þ ôóíêöi¹þ ¹ êîíôîðìíèì â êîæíié ç öèõ îáëàñòåé. Çàëèøèëîñÿ çíàéòè
îáðàçè öèõ îáëàñòåé.

Çíàéäåìî îáðàç âíóòðiøíîñòi îäèíè÷íîãî êîëà {z : |z| < 1}. Çàïîâíèìî ¨¨
êîëàìè {z : |z| = r}, r ∈ [0, 1). Çà òâåðäæåííÿì 6.4.2 îáðàçîì êîæíîãî ç êië

106



{z : |z| = r}, r ∈ (0, 1), ¹ åëiïñ Er. Êîëè r çðîñòà¹ â ïðîìiæêó (0, 1) ïiââiñü
ar := 1

2

(
r + 1

r

)
åëiïñà Er íåïåðåðâíî i ìîíîòîííî ñïàäà¹ âiä ∞ äî 1, à ïiââiñü

br := 1
2

∣∣r − 1
r

∣∣ � íåïåðåðâíî i ìîíîòîííî ñïàäà¹ âiä ∞ äî 0. Òàêèì ÷èíîì,
åëiïñè Er, r ∈ [0, 1), çàïîâíÿòü îáëàñòü C \ [−1, 1].

Çíàéäåìî îáðàç çîâíiøíîñòi îäèíè÷íîãî êîëà {z : |z| > 1}. Çàïîâíèìî ¨¨
êîëàìè {z : |z| = r}, r ∈ (1,∞]. Îñêiëüêè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Er = E 1

r
(ÿê

ðiâíiñòü ìíîæèí), òî åëiïñè Er, r ∈ (1,∞], çàïîâíÿòü òó æ ñàìó ìíîæèíó, ùî
i åëiïñè Er, r ∈ [0, 1), òîáòî, ìíîæèíó C \ [−1, 1].

Çíàéäåìî îáðàç âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè {z : Im z > 0}. Çàïîâíèìî ¨¨ ïðîìå-
íÿìè {z : arg z = ϕ}, ϕ ∈ (0, π). Çà òâåðäæåííÿì 6.4.2 îáðàçîì êîæíîãî ç ïðî-
ìåíiâ {z : arg z = ϕ} ¹ îäíà ç ãiëîê ãiïåðáîëè Γϕ. Êîëè ϕ çðîñòà¹ â ïðîìiæêó
(0, π2 ) ïðàâi ãiëêè ãiïåðáîë Γϕ çàïîâíþþòü ïðàâó ïiâïëîùèíó {z : Re z > 0} ç
ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ Γ0 = [1,+∞]. Êðiì òîãî, çà òâåðäæåííÿì 6.4.2 ïðî-
ìiíü {z : arg z = π

2} âiäîáðàæà¹òüñÿ â óÿâíó âiñü. Êîëè ϕ çðîñòà¹ â ïðîìiæêó
(π2 , π) ëiâi ãiëêè ãiïåðáîë Γϕ çàïîâíþþòü ëiâó ïiâïëîùèíó {z : Re z < 0} ç
ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ Γ0 = [−∞,−1]. Îòæå, êîëè ϕ çðîñòà¹ â ïðîìiæêó
(0, π) ãiëêè ãiïåðáîë Γϕ çàïîâíþþòü îáëàñòü C \ {[−∞,−1]

⋃
[1,∞]}.

Îáðàçîì íèæíüî¨ ïiâïëîùèíè {z : Im z < 0} ¹ òà æ ñàìà îáëàñòü
C \ {[−∞,−1]

⋃
[1,∞]} îñêiëüêè îáðàçàìè ïðîìåíiâ {z : arg z = ϕ} i

{z : arg z = −ϕ}, ϕ ∈ (0, π), ¹ îäíà i òà æ ãiëêà ãiïåðáîëè, ïðîõîäæóâàíà
â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ.

Òâåðäæåííÿ 6.4.3 äîâåäåíå.
Ïðèêëàä 1. Çíàéòè îáðàç îäèíè÷íîãî ïiâêðóãà {z : |z| < 1, Im z > 0}

ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî.
Çàïîâíèìî ïiâêðóã ðàäióñàìè reiϕ, r ∈ (0, 1), çìiíþþ÷è êóò ϕ â ïðîìiæêó

(0, π). Ðàäióñ reiϕ, r ∈ (0, 1), ìiñòèòüñÿ íà ïðîìåíi {z : arg z = ϕ}, ÿêèé çà
òâåðäæåííÿì 6.4.2 âiäîáðàæå¹òüñÿ â îäíó ç ãiëîê ãiïåðáîëè Γϕ. Ïðè öüîìó
ðàäióñ reiϕ, r ∈ (0, 1), âiäîáðàæà¹òüñÿ â ÷àñòèíó ãiïåðáîëè Γϕ, ùî ðîçìiùå-
íà â íèæíié ïiâïëîùèíi, îñêiëüêè â ïàðàìåòðè÷íîìó ðiâíÿííi öi¹¨ ãiïåðáîëè
(6.4.2) óÿâíà ÷àñòèíà v âiä'¹ìíà äëÿ r ∈ (0, 1). Íåâàæêî ç'ÿñóâàòè, ùî ÷àñòè-
íè ãiïåðáîë Γϕ, (0, π), ÿêi ðîçìiùåíi â íèæíié ïiâïëîùèíi, çàïîâíÿòü íèæíþ
ïiâïëîùèíó,

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé
ïiâêðóã {z : |z| < 1, Im z > 0} íà íèæíþ ïiâïëîùèíó {z : Im z < 0}.
Ïðèêëàä 2. Çíàéòè îáðàç ïîëîñè D := {z : 0 < Re z < π

2} ïðè âiäîáðà-
æåííi ôóíêöi¹þ w = sin z.

Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ w = sin z ñóïåðïîçèöi¹þ ôóíêöié, âèâ÷åíèõ ðàíiøå.
Ìà¹ìî

w = sin z =
eiz − e−iz

2i
=

1

2

(
eiz

i
+

1
eiz

i

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ w = sin z ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ íàñòóïíèõ ôóíêöié w1 = iz,

w2 = ew1, w3 = −iw2, w4 = 1
2

(
w3 + 1

w3

)
.
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Çíàéäåìî D1 := w1(D). Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ w1 = iz çäiéñíþ¹ ïîâîðîò
íà êóò arg i = π

2 , òî D1 := {w1 : 0 < Imw1 <
π
2}.

Çíàéäåìî D2 := w1(D1). Çàïîâíèìî ïîëîñó D1 := {w1 : 0 < Imw1 <
π
2}

ïðÿìèìè {w1 : Imw1 = c}, c ∈ (0, π2 ). Ïðÿìó {w1 : Imw1 = c} ôóíêöiÿ
w2 = ew1 âiäîáðàæà¹ â ïðîìiíü {w2 : argw2 = c} çà òâåðäæåííÿì 6.3.1. Öi
ïðîìåíi çàïîâíþþü ïåðøó ÷âåðòü. Îòæå, D2 = {w2 : 0 < argw2 <

π
2}.

Çíàéäåìî D3 := w3(D2). Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ w3 = −iw2 çäiéñíþ¹ ïî-
âîðîò íà êóò arg(−i) = −π

2 , òî D3 := {w3 : −π
2 < arg w3 < 0}, òîáòî, ÷åòâåðòà

÷âåðòü.
Çíàéäåìî D := w4(D3). Çàïîâíèìî îáëàñòü D3 := {w3 : −π

2 < arg w3 < 0}
ïðîìåíÿìè {w3 : argw3 = ϕ}, ϕ ∈ (−π

2 , 0). Çà òâåðäæåííÿì 6.4.2 (ç óðà-
õóâàííÿì çàóâàæåííÿ 2) îáðàçîì ïðîìåíÿ {w3 : argw3 = ϕ} ¹ ïðàâà ãiëêà
ãiïåðáîëè Γϕ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî öi ãiëêè ãiïåðáîë çàïîâíÿòü ïðàâó ïëîùè-
íó ç ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ [1,+∞].

Òàêèì ÷èíîì, w(D) = {w : Imw > 0} \ [1,+∞].

6.5 Ïðèêëàäè ïîáóäîâè êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü

Îñíîâíîþ çàäà÷åþ òåîði¨ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ïîáóäîâà êîíôîðìíîãî
âiäîáðàæåííÿ w : G1 → G2, äå G1 i G2− çàäàíi îáëàñòi. Íàéâàæëèâiøîþ
òåîðåìîþ, ùî îïèñó¹ óìîâè iñíóâàííÿ òàêîãî âiäîáðàæåííÿ ¹

Òåîðåìà 6.5.1 (Ðiìàí). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G, ìåæà ÿêî¨
ìiñòèòü ùîíàéìåíøå äâi òî÷êè, iñíó¹ ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G ôóíêöiÿ, ÿêà
êîíôîðìíî âiäîáðàçà¹ îáëàñòü G íà îäèíè÷íèé êðóã {z : |z| < 1}.

Îçíà÷åííÿ 6.5.1 Äâi îáëàñòi, êîæíó ç ÿêèõ ìîæíà êîíôîðìíî âiäîáðàçèòè
íà iíøó, íàçèâàþòüñÿ êîíôîðìíî åêâiâàëåíòíèìè.

Íàñëiäîê 6.5.2 Áóäü-ÿêi äâi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi, ìåæi ÿêèõ ìiñòèòü ùî-
íàéìåíøå äâi òî÷êè, ¹ êîíôîðìíî åêâiâàëåíòíèìè.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíî¨ çàäà÷i òåîði¨ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü â êîíêðå-
òíèõ âèïàäêàõ âèêîðèñòîâóþòü ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi êîíêðåòíèõ âiäîáðà-
æåíü. Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ áóäó¹òüñÿ ó äåêiëüêà êðîêiâ, ÿê ñóïåðïîçèöiÿ
êiëüêîõ áiëüø ïðîñòèõ âiäîáðàæåíü.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
{z : Re z > 0, |z − 2| > 2} → {w : Imw > 0}.

Çàóâàæèìî, ùî ìåæåþ âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè {w : Imw > 0} ¹ ïðÿìà, à ÷à-
ñòèíó ìåæi âiäîáðàæóâàíî¨ îáëàñòi {z : Re z > 0, |z − 2| > 2} óòâîðþ¹ êîëî.
Òîìó òðåáà "ñïðÿìèòè" öå êîëî, òîáòî âiäîáðàçèòè éîãî â ïðÿìó. Ïðè öüîìó
iíøó ÷àñòèíó ìåæi âiäîáðàæóâàíî¨ îáëàñòi, � ïðÿìó, òðåáà òàêîæ âiäîáðà-
çèòè â ïðÿìó. Òàêó çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ äðîáîâî-ëiíiéíî¨
ôóíêöi¨, âðàõîâóþ÷è ¨¨ êðóãîâó âëàñòèâiñòü. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i òðå-
áà ñïiëüíó òî÷êó çàçíà÷åíèõ êîëà i ïðÿìî¨, à ñàìå òî÷êó 0, âiäîáðàçèòè ó
íåñêií÷åííiñòü. Ïðèêëàäîì òàêî¨ ôóíêöi¨ ¹ w1 = 1

z .
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Çíàéäåìî îáðàç îáëàñòi D := {z : Re z > 0, |z − 2| > 2} ïðè âiäîáðàæåííi
ôóíêöi¹þ w1 = 1

z . Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî îáðàç ¨¨ ìåæi. Î÷åâèäíî, íà
óÿâíié îñi ôóíêöiÿ w1 = 1

z ïðèéìà¹ ñóòî óÿâíi çíà÷åííÿ. Òîìó îáðàçîì óÿâíî¨
îñi ¹ óÿâíà âiñü. Îñêiëüêè êîëî {z : |z − 2| = 2} ¹ äîòè÷íèì äî óÿâíî¨ îñi, à
äðîáîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ çáåðiãà¹ êóòè ìiæ êðèâèìè, òî îáðàçîì öüîãî êîëà
¹ ïàðàëåëüíà äî óÿâíî¨ îñi ïðÿìà. Äëÿ ¨¨ çíàõîäæåííÿ äîñèòü çíàéòè îäíó
òî÷êó öi¹¨ ïðÿìî¨. Îáåðåìî, íàïðèêëàä, òî÷êó 4 íà êîëi, ¨¨ îáðàç w1(4) = 1

4

ìiñòèòüñÿ íà øóêàíié ïðÿìié. Îòæå, öÿ ïðÿìà � {w1 : Rew1 = 1
4}. Öÿ ïðÿìà

ðàçîì ç óÿâíîþ âiññþ çà ïðèíöèïàìè çáåðåæåííÿ îáëàñòi i âiäïîâiäíîñòi ìåæ
(òåîðåìè 7.2.2, 7.4.2) óòâîðþþòü ìåæó øóêàíî¨ îáëàñòi D1 := w1(D). Òàêèì
÷èíîì, D1 = {w1 : 0 < Rew1 <

1
4}.

Âiäîáðàçèìî òåïåð ïîëîñó D1 = {w1 : 0 < Rew1 <
1
4} íà ïîëîñó D2 =

{w2 : 0 < Imw2 < π}, ÿêó âíàñëiäîê òâåðäæåííÿì 6.3.1 ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ
w = ew2 âiäîáðàæà¹ â ïîòðiáíó âåðõíþ ïiâïëîùèíó. Ùîá âiäîáðàçèòè ïîëîñó
D1 íà ïîëîñó D2 òðåáà âèêîíàòè íàñòóïíi äâà ïåðåâîðåííÿ: ïîâîðîò íà êóò π

2
i ðîçòÿã â 4π ðàçiâ. Öi ïåðåòâîðåííÿ çäiéñíþ¹ ëiíiéíà ôóíêöiÿ w2 = 4πiw1.

Îòæå, øóêàíå êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w : {z : Re z > 0, |z − 2| > 2} →
{w : Imw > 0} çäiéñíþ¹ ñóïåðïîçèöiÿ íàñòóïíèõ òðüîõ ôóíêöié: w1 = 1

z ,
w2 = 4πiw1, w = ew2. Òàêèì ÷èíîì, w = e

4πi
z .

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
{z : Im z > 0} \ [0, ih]→ {w : Imw > 0}, äå h > 0.

Ñïî÷àòêó âiäîáðàçèìî îáëàñòü D := {z : Im z > 0} \ [0, ih] íà ïëîùèíó ç
ðîçðiçîì óçäîâæ ïðîìåíÿ [−h2,+∞]. Äëÿ öüîãî òðåáà âñi êóòè ç âåðøèíîþ
ó òî÷öi 0 çáiëüøèòè âäâi÷i. Òàêå âiäîáðàæåííÿ çäiéñíþ¹ ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ
w1 = z2. Çîêðåìà, âiäðiçîê [0, ih] âiäîáðàçèòüñÿ ó âiäðiçîê [−h2, 0], à ïðîìåíi
[−∞, 0], [0,+∞] � ó ïðîìiíü [0,+∞]. Îòæå, D1 := w1(D) = C \ [−h2,+∞].

Òåïåð çà äîïîìîãîþ çñóâó w2 := w1 +h2 çäiéñíèìî íàñòóïíå âiäîáðàæåííÿ
w2 : D1 → D2 := C \ [0,+∞].

Îòðèìàíà îáëàñòü D2 � öå êóò {w2 : 0 < argw2 < 2π} ç âåðøèíîþ ó
òî÷öi 0. Ùîá îòðèìàòè âåðõíþ ïiâïëîùèíó {w : 0 < argw < π} çàëèøèëîñü
çìåíøèòè éîãî âäâi÷i çà äîïîìîãîþ ïiäõîäÿùî¨ ãiëêè êîðåíÿ w =

√
w2. �¨

ìîæíà âèëäiëèòè, âêàçàâøè ¨¨ çíà÷åííÿ â äåÿêié òî÷öi îáëàñòiD2, íàïðèêëàä,√
−1 = i.
Òàêèì ÷èííîì, øóêàíà ôóíêöiÿ ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ íàñòóïíèõ ôóíêöié w1 =

z2, w2 = w1 + h2, w =
√
w2 òîáòî, w =

√
z2 + h2.

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
C \ [−i,+i]→ {w : Imw > 0}.

Ñïî÷àòêó âiäîáðàçèìî îáëàñòü D := C \ [−i,+i] íà îáëàñòü C \ [0,+∞].
Öå ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ äðîáîâî-ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨, ùî âiäðiçîê [−i, i]
âiäîáðàæà¹ íà ïðîìiíü [0,+∞]. Äëÿ öüîãî îäèí ç êiíöiâ öüîãî âiäðiçêà òðåáà
âiäîáðàçèòè â òî÷êó 0, iíøèé � â íåñêií÷åííiñòü. Òàêié óìîâi çàäîâîëüíÿ¹,
íàïðèêëàä, âiäîáðàæåííÿ w1 = −z+i

z−i . Öÿ ôóíêöiÿ âiäîáðàæà¹ òî÷êó 0 ó òî÷êó
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1. Îòæå, âíàñëiäîê îäíîëèñòîñòi äðîáîâî-ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨, âîíà âiäîáðàæà¹
âiäðiçîê [−i, i] íà ïðîìiíü [0,+∞]. Òîìó çà ïðèíöèïàìè âiäïîâiäíîñòi ìåæ i
çáàðåæåííÿ îáëàñòi (òåîðåìè 7.4.2, 7.2.2) ôóíêöiÿ w1 çäiéñíþ¹ âiäîáðàæåííÿ
îáëàñòi D := C \ [−i,+i] íà îáëàñòü C \ [0,+∞].

Çàëèøèëîñü, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, çà äîïîìîãîþ îäíi¹¨ ç ãiëîê
êîðåíÿ w =

√
w1 âiäîáðàçèòè ïëîùèíó ç ðîçðiçîì C \ [0,+∞] íà âåðõíþ

ïiâïëîùèíó. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî øóêàíå âiäîáðàæåííÿ w =
√
−z+i
z−i .

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
{z : |z| > 1, z 6= [1, 2]} → {w : Imw > 0}.

Çà òâåðäæåííÿì 6.4.3 ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî w1 = 1
2

(
z + 1

z

)
âiäîáðàæà¹

çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî êîëà w : {z : |z| > 1} íà îáëàñòü C \ [−1,+1]. Ïðè
öüîìó âiäðiçîê [1, 2] âiäîáðàæà¹òüñÿ ó âiäðiçîê [w1(1), w1(2)], òîáòî ó âiäðiçîê
[1, 5

2 ]. Îòæå, îáëàñòü D := {z : |z| > 1, z 6= [1, 2]} âiäîáðàæà¹òüñÿ â îáëàñòü
C\ [−1, 5

2 ]. Äàëi, ÿê ó ïðèêëàäi 3, çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ w2 := −w1+1
w1− 5

2

âiäîáðà-

æà¹ìî öþ îáëàñòü â ïëîùèíó ç ðîçðiçîì C \ [0,+∞] i ïîòiì çà äîïîìîãîþ
îäíi¹¨ ç ãiëîê êîðåíÿ w =

√
w2 âiäîáðàçèìî öþ ïëîùèíó ç ðîçðiçîì íà âåðõíþ

ïiâïëîùèíó. Òàêèì ÷èíîì,

w =

√
−w1 + 1

w1 − 5
2

=

√
−

1
2

(
z + 1

z

)
+ 1

1
2

(
z + 1

z

)
− 5

2

.

Ïðèêëàä 5. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
{z : Im z > 0, 0 < Re z < h} → {w : Imw > 0}, äå h > 0.

Ïîâåðíåìî ïiâïîëîñó {z : Im z > 0, 0 < Re z < h} íà êóò π
2 i ðîçòÿãíåìî ¨¨ â

π
h ðàçiâ çà äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ w1 = π

hiz. Îòðèìà¹ìî ïiâïîëîñó
{w1 : Rew1 < 0, 0 < Im z < π}.

Êîæíó ç ïiâïðÿìèõ {w1 : Rew1 < 0, Imw1 = c}, c ∈ (0, π), ùî çàïîâíþþòü
öþ ïiâïîëîñó, ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ w2 = ew1 âiäîáðàæà¹ ó ÷àñòèíó ïðîìåíÿ
{w2 : argw2 = c}, ùî ìiñòèòüñÿ â îäèíè÷íîìó êðóçi {w2 : |w2| < 1}, òîá-
òî ó ðàäióñ öüîãî êðóãà, ÿêèé ìiñòèòüñÿ íà ïðîìåíi {w2 : argw2 = c} (öåé
ôàêò äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i âëàñòèâiñòü 1 òâåðäæåííÿ 6.3.1). Öi ðàäióñè
çàïîâíÿòü âåðõíié îäèíè÷íèé ïiâêðóã {w2 : |z| < 1, Imw2 > 0}.

Çà ïðèêëàäîì 1 ðîçäiëó 6.4 ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî âiäîáðàæà¹ öåé ïiâêðóã

íà íèæíþ ïiâïëîùèíó. Îòæå, ôóíêöiÿ w = −1
2

(
w2 + 1

w2

)
öåé ïiâêðóã âiä-

îáðàæà¹ íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî øóêàíå âiäîáðàæåííÿ

w = −1

2

(
w2 +

1

w2

)
= −1

2

(
ew1 +

1

ew1

)
= −1

2

(
e
π
h iz +

1

e
π
h iz

)
.

Ïðèêëàä 6. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
{z : Im z > 0, |z| < 1, z 6= [0, αi]} → {w : Imw > 0}, äå α ∈ (0, 1).
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Çà ïðèêëàäîì 1 ðîçäiëó 6.4 ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî w1 = 1
2

(
z + 1

z

)
âiäîáðà-

æà¹ ïiâêðóã {z : Im z > 0, |z| < 1} íà íèæíþ ïiâïëîùèíó. Ïðè öüîìó âiäðiçîê
[0, αi] âiäîáðàæà¹òüñÿ â ïðîìiíü [ai,−i∞] óÿâíî¨ îñi, äå a = w1(αi) = i

2(α− 1
α).

Òîäi ôóíêöiÿ w2 = − 1
w1
âiäîáðàçèòü öþ íèæíþ ïëîùèíó ç ðîçðiçîì óçäîâæ

ïðîìåíÿ [ai,−i∞] óÿâíî¨ îñi íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó ç ðîçðiçîì óçäîâæ âiä-
ðiçêà [0, hi], äå h = −1

a .
Äëÿ çàâåðøåííÿ ïîáóäîâè ïîòðiáíîãî âiäîáðàæåííÿ çàëèøèëîñü ñêîðèñòà-

òèñü ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ç ïðèêëàäó 2.

Ïðèêëàä 7. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
{z : Re z < 0, 0 < Im z < π} \ [iπ2 − ai, i

π
2 ]→ {w : Imw > 0}, äå a > 0.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ç ïðèêëàäó 5 áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî åêñïîíåíòà w1 = ez

âiäîáðàæà¹ ïiâïîëîñó {z : Re z < 0, 0 < Im z < π} íà îäèíè÷íèé ïiâêðóã
{w1 : Imw1 > 0, |w1| < 1}. Ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî âiäðiçîê [iπ2 − ai, iπ2 ]
âiäîáðàæà¹òüñÿ ó âiäðiçîê [0, αi], äå α = e−a.

Òàêèì ÷èíîì, ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ w1 = ez âiäîáðàæà¹ çàäàíó îáëàñòü
{z : Re z < 0, 0 < Im z < π} \ [iπ2 − ai, i

π
2 ] íà îäèíè÷íèé ïiâêðóã ç ðîçðiçîì

{w1 : Imw1 > 0, |w1| < 1, w1 6= [0, αi]}.
Äëÿ çàâåðøåííÿ ïîáóäîâè ïîòðiáíîãî âiäîáðàæåííÿ çàëèøèëîñü ñêîðèñòà-

òèñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó.

Âïðàâà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi åëåìåíòàðíõ ôóíêöié
ïåðåâiðèòè, ùî âñi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi óòâîðþþòü ñóïåðïîçèöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çà-
äà÷ ç ïðèêëàäiâ 1�7 ¹ êîíôîðìíèìè. Òîìó i ôóíêöi¨, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè öèõ
çàäà÷ çäiéñíþþòü êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ.

111



Ðîçäië 7

Îñíîâíi ïðèíöèïè òåîði¨ êîíôîðìíèõ
âiäîáðàæåíü

7.1 Ïðèíöèï àðãóìåíòó. Òåîðåìà Ðóøå

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z) ðåãóëÿðíà i íå äîðiâíþ¹ íóëþ â ïðîêîëîòîìó îêîëi 0 <
|z − a| < r òî÷êè a 6= ∞. Òîäi ôóíêöiÿ Ln f(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ â öüîìó îêîëi
i çà òåîðåìîþ ïðî ìîíîäðîìiþ (òåîðåìà 5.2.1) ðîçïàäàåòüñÿ â ïðîêîëîòîìó
îêîëi 0 < |z−a| < r ç ðîçðiçîì óçäîâæ äîâiëüíîãî ðàäióñà íà ðåãóëÿðíi ãiëêè.

Îçíà÷åííÿ 7.1.1 Ïîõiäíà ðåãóëÿðíî¨ ãiëêè àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ln f(z) íà-
çèâà¹òüñÿ ëîãàðèôìi÷íîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f(z), òîáòî, ëîãàðèôìi÷íà ïîõi-
äíà ôóíêöi¨ f(z) äîðiâíþ¹

d

dz
Ln f(z) =

f ′(z)

f(z)
.

Îçíà÷åííÿ 7.1.2 Ëîãàðèôìi÷íèì ëèøêîì ôóíêöi¨ f(z) â içîëüîâàíié îñî-
áëèâié òî÷öi a íàçèâà¹òüñÿ ëèøîê ¨¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi.

Ç îçíà÷åííÿ ëîãàðèìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ çðîçóìiëî, ùî íóëi ôóíêöi¨ ¹ îñîáëèâè-
ìè òî÷êàìè ¨¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨. Òîìó ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè íåíóëüîâèé
ëîãàðèôìi÷íèé ëèøîê ó ñâî¨õ íóëÿõ.

Ëåìà 7.1.1 Ëîãàðèôìi÷íèé ëèøîê ðåãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi, ùî ¹ íóëåì
öi¹¨ ôóíêöi¨, äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó öüîãî íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a− íóëü ïîðÿäêó n, n ∈ N, ðåãóëÿðíî¨ â òî÷öi a ôóí-
êöi¨ f . Çà êðèòåði¹ì ïîðÿäêó íóëÿ (òâåðäæåííÿ 3.7.1) â îêîëi òî÷êè a ôóíêöiÿ
f äîïóñêà¹ ïîäàííÿ f(z) = (z−a)nh(z), äå h(z)− ðåãóëÿðíà â òî÷öi aôóíêöiÿ,
ïðè÷îìó h(a) 6= 0. Òîäi

f ′(z)

f(z)
=
n(z − a)n−1h(z) + (z − a)nh′(z)

(z − a)nh(z)
=

n

z − a
+
h′(z)

h(z)
.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ h′(z)
h(z) ¹ ðåãóëÿðíîþ â òî÷öi a, çà òåîðåìîþ Òåéëîðà ¨¨ ìîæíà

ðîçãîðíóòè â îêîëi òî÷êè a ó çáiæíèé ñòåïåíåâèé ðÿä. Îòæå, ìà¹ìî ðîçâèíå-
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ííÿ ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f â ðÿä Ëîðàíà

f ′(z)

f(z)
=

n

z − a
+
∞∑
k=0

ck(z − a)k.

Ç öüîãî ðîçâèíåííÿ çà òâåðäæåííÿì 4.3.2 îòðèìó¹ìî resz=a
f ′(z)
f(z) = c−1 = n.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 7.1.2 Ëîãàðèôìi÷íèé ëèøîê ðåãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨ â ¨¨ ïîëþñi, äîðiâíþ¹
ïîðÿäêó öüîãî ïîëþñà çi çíàêîì ìiíóñ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a− ïîëþñ ïîðÿäêó n, n ∈ N, ðåãóëÿðíî¨ â ïðîêîëîòîìó
îêîëi òî÷êè a ôóíêöi¨ f . Çàóâàæèìî, ùî

f ′(z)

f(z)
= − d

dz
Ln

1

f(z)
= −g

′(z)

g(z)
, g(z) :=

1

f(z)
.

Çà òâåðäæåííÿì 4.2.6 ôóíêöiÿ g(z) = 1
f(z) ìà¹ â òî÷öi a íóëü ïîðÿäêó n. Äëÿ

çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè çàëèøèëîñü çàñòîñóâàòè ëåìó 7.1.1.

Îçíà÷åííÿ 7.1.3 Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ìåðîìîðôíîþ â îáëàñòi G, ÿêùî â
öié îáëàñòi âîíà íå ìà¹ iíøèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, îêðiì ïîëþñiâ.

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ìåðîìîðôíîþ â çàìêíåíié îáëàñòi G, ÿêùî âîíà
ìåðîìîðôíà â òàêié îáëàñòi D, ùî G ⊂ D.

Îçíà÷åííÿ 7.1.4 Ñèìâîëàìè N(f) i P (f) ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü íóëiâ (ïîëþ-
ñiâ) ôóíêöi¨ f îáëàñòi G ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé, òîáòî êîæíèé íóëü ÷è
ïîëþñ áóäåìî ðàõóâàòè ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêèé éîãî ïîðÿäîê.

Òåîðåìà 7.1.3 (ïðèíöèï àðãóìåíòó). ßêùî ôóíêöiÿ f ìåðîìîðôíà â çà-
ìêíåíié îáëàñòi G êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè (G ⊂ C) i íå òîòîæíà íóëþ â
îáëàñòi G, à ìåæà öi¹¨ îáëàñòi ¹ çâ'ÿçíîþ ñïðÿìëþâàíîþ êðèâîþ i íå ìi-
ñòèòü íi íóëiâ, íi ïîëþñiâ ôóíêöi¨ f , òî

N(f)− P (f) =
1

2πi

∫
∂G

f ′(z)

f(z)
dz. (7.1.1)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ â îáëàñòi G ñêií÷åííó
êiëüêiñòü ïîëþñiâ p1, p2, ..., pn i ñêií÷åííó êiëüêiñòü íóëiâ a1, a2, ..., am.

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü G ìiñòèòü ïîñëiäîâíiñòü ïîëþñiâ ôóí-
êöi¨ f . Òîäi âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè G ç öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîëþñiâ
ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó äî òî÷êè ìíîæèíè G ïiäïîñëiäîâíiñòü i öÿ òî÷êà ¹
íåiçîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f , ùî ñóïåðå÷èòü ¨¨ ìåðîìîðôíîñòi
â çàìêíåíié îáëàñòi G.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî îáëàñòü G ìiñòèòü ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ an ôóíêöi¨
f . Òîäi âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè G ç öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ ìîæíà
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âèäiëèòè çáiæíó äî òî÷êè a ∈ G ïiäïîñëiäîâíiñòü. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ íå ìà¹ â
çàìêíåíié îáëàñòi G iíøèõ îñîáëèâèõ òî÷îê, îêðiì ïîëþñiâ, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ
lim
z→a

f(z). Áiëüøå òîãî, öÿ ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè òî÷êà a ¹ ãðàíè÷íî

äëÿ íóëiâ ôóíêöi¨ f . Îòæå, òî÷êà a ¹ íóëåì ôóíêöi¨ f . Çà óìîâîþ ìåæà îáëàñòi
íå ìiñòèòü íóëiâ ôóíêöi¨ f . Òàêîæ òî÷êà a íå ìîæå çáiãàòèñÿ ç îäíi¹þ ç òî÷îê
p1, p2, ..., pn. Òîìó âîíà íàëåæèòü îáëàñòiD := G\{p1, p2, ..., pn}. Â öié îáëàñòi
D ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà i ìíîæèíà ¨¨ íiëiâ ìà¹ ãðàíè÷íó òî÷êó a ∈ D. Òîäi
çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi (òåîðåìà 3.7.4) ôóíêöiÿ f òîòîæíà íóëþ â îáëàñòi D.
Çâiäñè îäðàçó âèïëèâà¹, ùî f ≡ 0 â îáëàñòi G, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f ìà¹ â îáëàñòi G ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïîëþñiâ
p1, p2, ..., pn i ñêií÷åííó êiëüêiñòü íóëiâ a1, a2, ..., am. Òîäi ôóíêöiÿ g(z) := f ′(z)

f(z)

¹ ðåãóëÿðíîþ â çàìêíåíié îáëàñòi G çà âèíÿòåîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê,
ùî ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòi G. Îòæå, âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè Êîøi ïðî ëèøêè
(òåîðåìà 6.3.1). Çàñòîñîâóþ÷è öþ òåîðåìó òà ëåìè 7.1.1 i 7.1.2, îòðèìà¹ìî

1

2πi

∫
∂G

f ′(z)

f(z)
dz =

m∑
k=1

res
z=ak

g(z)−
n∑
k=1

res
z=pk

g(z) = N(f)− P (f).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ãåîìåòðè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïà àðãóìåíòó. Ïðèïóñòèìî äî-
äàòêîâî äî óìîâ òåîðåìè 7.1.3, ùî ìåæà ∂G îáëàñòi G ¹ êóñêîâî-ãëàäêîþ
êðèâîþ. Íåõàé z = z(t), t ∈ [α, β], � ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ìåæi ∂G îáëàñòi
G. Òîäi ∫

∂G

f ′(z)

f(z)
dz =

β∫
α

f ′(z(t))

f(z(t))
z′(t)dt.

Î÷åâèäíî, ùî ïåðâiñíîþ äëÿ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ â ïðàâîìó iíòåãðàëi öi¹¨
ðiâíîñòi ¹ ôóíêöiÿ Φ(t) := ln f(z(t)), äå ln f(z)− äîâiëüíà ðåãóëÿðíà ãiëêà
ëîãàðèôìà Ln f(z). Òîìó çà ôîðìóëîþ Íüþòîíà-Ëåéáíiöà∫

∂G

f ′(z)

f(z)
dz = Φ(β)− Φ(α).

Îñêiëüêè Ln f(z) = ln |f(z)| + iArg f(z), òî äëÿ âèäiëåííÿ ðåãóëÿðíî¨ ãiëêè
ëîãàðèôìà Ln f(z) óçäîâæ ìåæi îáëàñòi G äîñèòü âèäiëèòè íåïåðåðâíó ãiëêó
arg f(z) óçäîâæ öi¹¨ ìåæi. Çàçíà÷èìî, ùî ïðèðiñò ln |f(z)| óçäîâæ çàìêíóòî¨
êðèâî¨ ∂G äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó∫

∂G

f ′(z)

f(z)
dz = Φ(β)− Φ(α) = i{arg f(β)− arg f(α)} =: i∆∂G arg f. (7.1.2)
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Îçíà÷åííÿ 7.1.5 Âåëè÷èíà ∆∂G arg f := {arg f(β) − arg f(α)}, äå z = z(t),
t ∈ [α, β], � ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ìåæi ∂G îáëàñòi G, íàçèâà¹òüñÿ ïðèðî-
ñòîì àðãóìåíòó ôóíêöi¨ f óçäîâæ ìåæi îáëàñòi G.

Ç ïðîâåäåíèõ ìiðêóâàíü i ðiâíîñòåé (7.1.1) i (7.1.2) îòðèìó¹ìî

Òåîðåìà 7.1.4 (ãåîìåòðè÷íèé âàðiàíò ïðèíöèïó àðãóìåíòó). ßêùî çà
óìîâ òåîðåìè 7.1.3 ìåæà ∂G îáëàñòi G ¹ êóñêîâî-ãëàäêîþ êðèâîþ, òî

N(f)− P (f) =
1

2π
∆∂G arg f.

Çàóâàæåííÿ 1. Âåëè÷èíà ∆∂G arg f := {arg f(β)− arg f(α)} äëÿ çàìêíó-
òî¨ êðèâî¨ ∂G îáëàñòi G ¹ ÷èñëîì âèäó 2πk, k ∈ Z. Òàêèì ÷èíîì, âåëè÷èíà
1

2π∆∂G arg f ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ãåîìåòðè÷íîãî âàðiàíòó ïðèíöèïó àðãóìåíòó ¹
÷èñëîì îáîðîòiâ, ùî çäiéñíþ¹ âåêòîð f(z), êîëè âåêòîð z ïðîáiãà¹ ìåæó ∂G
îáëàñòi G.

Òåîðåìà 7.1.5 (òåîðåìà Ðóøå). ßêùî ôóíêöi¨ f i g ðåãóëÿðíi â çàìêíåíié
îáëàñòi G êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè (G ⊂ C), ìåæà ÿêî¨ ∂G ¹ çâ'ÿçíîþ êóñêîâî-
ãëàäêîþ êðèâîþ, ïðè÷îìó íà öié ìåæi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(z)| > |g(z)|, z ∈ ∂G, (7.1.3)

òî
N(f) = N(f + g),

äå N(f)− ÷èñëî íóëiâ ôóíêöi¨ f â îáëàñòi G ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî, ùî çà óìîâ òåîðåìè Ðóøå äëÿ êîæíî¨ ç ôóíêöié
f i f + g âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïðèíöèïó àðãóìåíòó. Äiéñíî, æîäíà ç íèõ íå
ìà¹ ïîëþñiâ â çàìêíåíié îáëàñòi G, çîêðåìà, íà ìåæi öi¹¨ îáëàñòi. Êðiì òîãî,
ç óìîâè (7.1.3) âèïëèâà¹, ùî öi ôóíêöi¨ íà ìàþòü íóëiâ íà ìåæi îáëàñòi. Òîìó
âíàñëiäîê ¨õ ðåãóëÿðíîñòi â çàìêíåíié îáëàñòi G æîäíà ç ôóíêöié f i f + g
íå òîòîæíà íóëþ â îáëàñòi G. Îòæå, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 7.1.4, îòðèìà¹ìî

N(f) =
1

2π
∆∂G arg f, N(f + g) =

1

2π
∆∂G arg(f + g).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè Ðóøå çàëèøèëîñü äîâåñòè ðiâíiñòü

∆∂G arg(f + g) = ∆∂G arg f.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íå ìà¹ íóëiâ íà ìåæi ∂G îáëàñòi G, äëÿ òî÷îê z ∈ ∂G
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(z) + g(z) = f(z)(1 + g(z)

f(z)). Òîìó

∆∂G arg(f + g) = ∆∂G arg f + ∆∂G arg

(
1 +

g

f

)
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i äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü äîâåñòè ðiâíiñòü

∆∂G arg

(
1 +

g

f

)
= 0.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ (7.1.3) äëÿ âåêòîðà g(z)
f(z) , z ∈ ∂G, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

| g(z)
f(z)| < 1, òî äëÿ âåêòîðà 1 + g(z)

f(z) ìà¹ìî íåðiâíiñòü Re
(

1 + g(z)
f(z)

)
> 0, z ∈ ∂G,

òîáòî öåé âåêòîð çàëèøà¹òüñÿ â ïðàâié ïiâëîùèíi, êîëè àðãóìåíò z ïðîáiãà¹
ìåæó ∂G îáëàñòiG. Îòæå, öåé âåêòîð íå ìîæå çðîáèòè ïîâíèé îáîðîò íàâêîëî

òî÷êè íóëü i òîìó ∆∂G arg
(

1 + g
f

)
= 0.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ïðèêëàä . Çíàéòè ÷èñëî êîðåíiâ ðiâíÿííÿ

P (z) = 0 (7.1.4)

â êiëüöi 1 < |z| < 2, äå P (z) := z8 − 5z5 − 2z + 1 .
×åðåç N1 ïîçíà÷èìî ÷èñëî êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (7.1.4) â êðóçi |z| < 2, à ñèì-

âîëîì N2− ÷èñëî êîðåíiâ öüîãî ðiâíÿííÿ â çàìêíåíîìó êðóçi |z| ≤ 1. Òîäi
øóêàíå ÷èñëî êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (7.1.4) â êiëüöi 1 < |z| < 2 äîðiâíþ¹ N1−N2.

Çíàéäåìî N1. Íåõàé f1(z) := z8, g1(z) := −5z5−2z+1. Òîäi íà êîëi |z| = 2
ìà¹ìî

|f1(z)| = 28 = 256, |g1(z)| ≤ 5 · 25 + 2 · 2 + 1 = 5 · 32 + 5 = 165.

Îòæå, âèêîíàíà óìîâà (7.1.3) òåîðåìè Ðóøå, òîáòî, |f1(z)| > |g1(z)| äëÿ òî÷îê
z êîëà {z : |z| = 2} . Òîìó çà öi¹þ òîåðåìîþ ìà¹ìî

N1 = N(P ) = N(f1 + g1) = N(f1) = 8,

äå 8−÷èñëî êîðåíiâ (ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé) ðiâíÿííÿ z8 = 0 â êðóçi
|z| < 2,

Çíàéäåìî òåïåð N2. Íåõàé f2(z) := −5z5 + 1, g2(z) := z8− 2z. Òîäi íà êîëi
|z| = 1 ìà¹ìî

|f2(z)| = |5z5 − 1| ≥ 5|z|5 − 1 = 5− 1 = 4, |g2(z)| ≤ |z|8 + 2|z| = 1 + 2 = 3.

Îòæå, âèêîíàíà óìîâà (7.1.3) òåîðåìè Ðóøå, òîáòî, |f2(z)| > |g2(z)| äëÿ òî÷îê
z êîëà {z : |z| = 1} . Òîìó ðiâíÿííÿ (7.1.4) íå ìà¹ êîðåíiâ íà êîëi {z : |z| = 1}
(îñêiëüêè P (z) = f2(z) + g2(z)) i çà òîåðåìîþ Ðóøå ìà¹ìî

N2 = N(P ) = N(f2 + g2) = N(f2) = 5,

äå 5−÷èñëî êîðåíiâ (ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé) ðiâíÿííÿ 5z5 = 1 â êðóçi
|z| < 1,

Òàêèì ÷èíîì, øóêàíå ÷èñëî êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (7.1.4) â êiëüöi 1 < |z| < 2
äîðiâíþ¹ N1 −N2 = 8− 5 = 3.
Âïðàâà . Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ðóøå äîâåñòè îñíîâíó òåîðåìó àëãåáðè.
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7.2 Ïðèíöèï çáåðåæåííÿ îáëàñòi

Òåîðåìà 7.2.1 ßêùî ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G i íå ¹ ñòàëîþ â
öié îáëàñòi, òî îáðàçîì f(G) îáëàñòi G ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ f ¹
îáëàñòü.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà f(G) := {w : w = f(z), z ∈ G} ¹
çâ'ÿçíîþ. Íåõàé w1 i w2− äîâiëüíi òî÷êè ìíîæèíè f(G), à z1 i z2− ¨õ ïðî-
îáðàçè, òîáòî, w1 = f(z1) i w2 = f(z2), z1, z2 ∈ G. Îñêiëüêè ìíîæèíà G ¹
îáëàñòþ, òî÷êè z1 i z2 ìîæíà ç'¹äíàòè êðèâîþ γ, ùî ìiñòèòüñÿ â îáëàñòi G.
Òîäi îáðàç öi¹¨ êðèâî¨ f(γ) ¹ êðèâîþ, ÿêà ç'¹äíó¹ òî÷êè w1 i w2 i ìiñòèòüñÿ â
ìíîæèíi f(G). Îòæå, ìíîæèíà f(G) ¹ çâ'ÿçíîþ.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ìíîæèíà f(G) ¹ âiäêðèòîþ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî-
÷êó w0 ∈ f(G) i íåõàé z0− ¨¨ ïðîîáðàç, òîáòî, w0 = f(z0), z0 ∈ G. Îñêiëü-
êè ìíîæèíà G ¹ îáëàñòþ, iñíó¹ îêië B(z0, r) öi¹¨ òî÷êè, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â
îáëàñòi G, ïðè÷îìó öåé îêië ìîæíà îáðàòè òàê, ùîá B(z0, r) ⊂ G. Áiëü-
øå òîãî, çà òåîðåìîþ ¹äèíîñòi (òåîðåìà 3.7.4) iñíó¹ òàêèé îêië O(z0) òî÷êè
z0, â ÿêîìó ôóíêöiÿ f(z) − w0 íå ìà¹ iíøèõ íóëiâ, îêðiì òî÷êè z0 (iíàêøå
ôóíêöiÿ f(z) − w0 áóëà á òîòîæíà íóëþ, ùî íåìîæëèâî çà óìîâîþ òåîðå-
ìè). Çìåíøóþ÷è ó ðàçi ïîòðåáè ðàäióñ r îêîëó B(z0, r), ìîæíà ââàæàòè, ùî
B(z0, r) ⊂ O(z0). Íåõàé γ := {z : |z − z0| = r}− ìåæåâå êîëî öüîãî îêîëó.
Ïîêëàäåìî R := min

z∈γ
|f(z)−w0|. Âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ B(z0, r) ⊂ O(z0) ìà¹

ìiñöå íåðiâíiñòü R > 0 (áî iíàêøå ôóíêöiÿ f(z)− w0 ìàëà á íóëü íà êîëi γ).
Äîâåäåìî, ùî B(w0, R) ⊂ f(G) (öå i áóäå îçíà÷àòè, ùî ìíîæèíà f(G)

âiäêðèòà). Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó w1 ∈ B(w0, R), òîáòî, äëÿ
öi¹¨ òî÷êè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |w1 − w0| < R, i äîâåäåìî, ùî w1 ∈ f(G).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(z)− w1 â îêîëi B(z0, r). Ïðåäñòàâèìî ¨¨ ó âèãëÿäi

f(z)− w1 = f(z)− w0 + w0 − w1.

Äëÿ òî÷îê z ìåæåâîãî êîëà γ îêîëó B(z0, r) âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ R i âèáîðó
òî÷êè w1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(z)− w0| ≥ R > |w1 − w0|, z ∈ γ.
Òîìó çà òåîðåìîþ Ðóøå (òåîðåìà 7.1.5) ìà¹ìî ðiâíiñòü

N(f(z)− w1) = N(f(z)− w0),

äå N(f)− ÷èñëî íóëiâ (ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé) ôóíêöi¨ f â îêîëi
B(z0, r). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(z) − w0 ìà¹ íóëü â îêîëi B(z0, r) (òî÷êó z0),
òî âíàñëiäîê îñòàííüî¨ ðiâíîñòi i ôóíêöiÿ f(z) − w1 òàêîæ ìà¹ íóëü â öüî-
ìó îêîëi, òîáòî, iñíó¹ òàêà òî÷êà z1 ∈ B(z0, r), ùî f(z1) = w1. Îñêiëüêè
B(z0, r) ⊂ G, öå îçíà÷à¹, ùî w1 ∈ f(G). Òàêèì ÷èíîì, B(w0, R) ⊂ f(G) i
âiäêðèòiñòü ìíîæèíè f(G) äîâåäåíà.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè 7.2.1 âiäîáðàæåííÿ ôóíêöi¹þ f ìîæå íå

áóòè êîíôîðìíèì, îñêiëüêè â öié òåîðåìi íåìà¹ óìîâè îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨.
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Áóäåìî òåïåð ðîçãëÿäàòè îäíîëèñòi ôóíêöi¨. Òîäi òåîðåìà 7.2.1 ìîæå áóòè
óòî÷íåíà íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 7.2.2 (óìîâà êîíôîðìíîñòi âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi íà îáëàñòü).
Ðåãóëÿðíà i îäíîëèñòà â îáëàñòi G ôóíêöiÿ f êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹

îáëàñòü G íà îáëàñòü f(G).

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè 7.2.2 âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 7.2.1 îñêiëüêè
îäíîëèñòà ôóíêöiÿ íå ìîæå áóòè ñòàëîþ. Òîìó îáðàçîì îáëàñòi G ¹ îáëàñòü
f(G) çà òåîðåìîþ 7.2.1 i çàëèøèëîñü äîâåñòè êîíôîðìíiñòü â êîæíié òî÷öi
âiäîäîáðàæåííÿ ðåãóëÿðíîþ i îäíîëèñòîþ â îáëàñòi G ôóíêöi¹þ f . Äëÿ öüîãî
çà òâåðäæåííÿì 2.7.3 äîñèòü ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ óìîâè f ′(z) 6= 0 â êîæíié
òî÷öi z ∈ G.

Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Íåõàé iñíó¹ òàêà òî÷êà z0 ∈ G, ùî f ′(z0) = 0.
×åðåç n, n ∈ N, n ≥ 2, ïîçíà÷èìî íàéìåíøèé íîìåð ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f â
òî÷öi z0, ÿêà íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Òàêèé ñêií÷åííèé íîìåð iñíó¹, áî iíàêøå çà

òåîðåìîþ Òåéëîðà f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(z0)
k! ck(z − z0)

k ôóíêöiÿ f áóëà á ñòàëîþ c0 â

îêîëi òî÷êè z0, ùî íåìîæëèâî äëÿ îäíîëèñòî¨ ôóíêöi¨.
Íåõàé w0 := f(z0). Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.2.1,

ïîáóäó¹ìî òàêèé îêië B(z0, r) òî÷êè z0, ùî B(z0, r) ⊂ G, â ÿêîìó ôóíêöiÿ
f(z)−w0 íå ìà¹ iíøèõ íóëiâ, îêðiì òî÷êè z0. Áiëüøå òîãî, çìåíøóþ÷è ó ðàçi
ïîòðåáè ðàäióñ r öüîãî îêîëó, ìîæíà ââàæàòè, âíàñëiäîê òåîðåìè ¹äèíîñòi
(òåîðåìà 3.7.4), ùî f ′(z) 6= 0, z ∈ B(z0, r) \ {z0}.

ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 7.2.1 ïîáóäó¹ìî îêië B(w0, R) òî÷êè w0, äå
R := min

z∈γ
|f(z) − w0| > 0, à γ := {z : |z − z0| = r}− ìåæåâå êîëî îêîëó

B(z0, r). Çàôiêñó¹ìî w1 ∈ B(w0, R), w1 6= w0, i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(z)−w1
â îêîëi B(z0, r). Ïðåäñòàâèìî ¨¨ ó âèãëÿäi

f(z)− w1 = f(z)− w0 + w0 − w1.

Ïðè öüîìó, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 7.2.1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(z)− w0| ≥ R > |w1 − w0|, z ∈ γ.
Òîìó çà òåîðåìîþ Ðóøå (òåîðåìà 7.1.5) îòðèìó¹ìî

N(f(z)− w1) = N(f(z)− w0),

äå N(f)− ÷èñëî íóëiâ (ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé) ôóíêöi¨ f â îêîëi
B(z0, r). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(z)−w0 ìà¹ (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòåé) â îêîëi
B(z0, r) íå ìåíøå äâîõ íóëiâ çà ïðèïóùåííÿì (f(z0)−w0 = 0, f ′(z0) = 0), òî
âíàñëiäîê îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ç òåîðåìè Ðóøå i ôóíêöiÿ f(z)−w1 â öüîìó îêîëi
òàêîæ ìà¹ íå ìåíøå n íóëiâ (ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé). Àëå ïîõiäíà f ′ íå
ìà¹ íóëiâ â ïðîêîëîòîìó îêîëi z ∈ B(z0, r)\{z0} çà ïîáóäîâîþ. Òîìó ôóíêöiÿ
f(z)−w1 íå ìà¹ êðàòíèõ íóëiâ â öüîìó îêîëi. Îòæå, iñíóþòü n, n ≥ 2, ðiçíèõ
òî÷îê z1, z2, ..., zn ∈ B(z0, r), äëÿ ÿêèõ f(z1) = f(z2) = ... = f(zn) = w1, ùî
ñóïåðå÷èòü îäíîëèñòîñòi ôóíêöi¨ f . Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü f ′(z) 6= 0, z ∈ G,
äîâåäåíà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 7.2.2 âñòàíîâëåíî
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Íàñëiäîê 7.2.3 Äëÿ ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ â îáëàñòi G ôóíêöi¨ f â êî-
æíié òî÷öi îáëàñòi G âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f ′(z) 6= 0.

7.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìó ìîäóëÿ. Ëåìà Øâàðöà

Òåîðåìà 7.3.1 (ïðèíöèï ìàêñèìóìó ìîäóëÿ).
ßêùî ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G, à ¨¨ ìîäóëü äîñÿãà¹ ñâîãî ëîêàëü-

íîãî ìàêñèìóìà â äåÿêié òî÷öi z0 öi¹¨ îáëàñòi, òî ôóíêöiÿ f ¹ ñòàëîþ â
îáëàñòi G.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì òî÷êà z0 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ìî-
äóëÿ ôóíêöi¨ f , ÿêùî iñíó¹ îêië B := B(z0, r) öi¹¨ òî÷êè, â ÿêîìó ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü

|f(z)| ≤ |f(z0)|, z ∈ B := B(z0, r). (7.3.1)

Äîâåäåìî òåîðåìó âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ñòà-
ëîþ. Òîäi çà òåîðåìîþ 7.2.1 îáðàçîì f(B) îáëàñòi B := B(z0, r) ¹ îáëàñòü.
Çîêðåìà, f(B) ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ñâîþ òî÷êó w0 := f(z0) ìiñòèòü
ðàçîì ç äåÿêèì îêîëîì B1 := B(w0, R), òîáòî, B1 ⊂ f(B). Â öüîìó îêîëi B1
çíàéäåòüñÿ òàêà òî÷êà w1, ùî |w1| > |w0|. Äiéñíî, ÿêùî w0 = 0, öå î÷åâèäíî.
ßêùî æ w0 6= 0, òî ç'¹äíà¹ìî òî÷êè 0 i w0 âiäðiçêîì [0, w0] i òîäi íà ïðîäîâ-
æåííi öüîãî âiäðiçêà, ùî çíàõîäèòüñÿ â îêîëi B(w0, R), çíàéäåòüñÿ øóêàíà
òî÷êà w1 ∈ B1, |w1| > |w0|. Îñêiëüêè B1 ⊂ f(B), òî w1 ∈ f(B), òîáòî, iñíó¹
òàêà òî÷êà z1 ∈ B, ùî w1 = f(z1). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òî÷êè z1 ∈ B ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü |f(z1)| = |w1| > |w0| = |f(z0)|, ùî ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (7.2.1).

Íàñëiäîê 7.3.2 ßêùî ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G i íåïåðåðâíà â çà-
ìèêàííi G öi¹¨ îáëàñòi, òî ¨¨ ìîäóëü |f | äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìà íà ìåæi
∂G îáëàñòi G.

Â òåîði¨ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 7.3.3 (Øâàðö).
Íåõàé ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â îäèíè÷íîìó êðóçi B := {z : |z| < 1} i

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:
1) |f(z| ≤ 1, z ∈ B,
2) f(0) = 0 .

Òîäi
|f(z)| ≤ |z|, z ∈ B. (7.3.2)

Áiëüøå òîãî, ÿêùî íåðiâíiñòü (7.3.2) â äåÿêié òî÷öi z0 ∈ B, z0 6= 0,
îáåðòà¹òüñÿ â ðiâíiñòü, òî ôóíêöiÿ f ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âèäó f(z) = eiαz,
äå α ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Ðîçëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ(z) := f(z)
z . Îñêiëüêè â òî÷öi 0 ôóíêöiÿ

f(z) ìà¹ íóëü, òî ôóíêöiÿ ϕ(z) â òî÷öi 0 ìà¹ óñóâíó îñîáëèâiñòü i, ïiñëÿ
äîâèçíà÷åííÿ â öié òî÷öi çà íåïåðåðâíiñòþ, ñòà¹ ðåãóëÿðíîþ â òî÷öi 0 i â
îäèíè÷íîìó êðóçi B := {z : |z| < 1}.
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Çàôiêñó¹ìî r < 1. Çà íàñëiäêîì 7.3.21 ç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ôóí-
êöiÿ ϕ(z) â êðóçi Br := {z : |z| ≤ r} äîñÿãà¹ ìàêñèìóìà ñâîãî ìîäóëÿ |ϕ| íà
ìåæåâîìó êîëi γr := {z : |z| = r} êðóãà Br. Òîáòî, âðàõîâóþ÷è óìîâó 1) ëåìè,
ìà¹ìî ∣∣∣∣f(z)

z

∣∣∣∣ ≤ max
z∈γr
|f(z)|

r
≤ 1

r
, z ∈ Br, r < 1. (7.3.3)

Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîâiëüíó òî÷êó z ∈ B i îáåðåìî òàêå ÷èñëî r < 1, ùî
|z| < r. Òîäi z ∈ Br i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (7.3.3). Ïåðåõîäÿ÷è â íié äî
ãðàíèöi ïðè r → 1, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (7.3.2).

Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ ëåìè. Íåõàé iñíó¹ òàêà òî÷êà z0 ∈ B, z0 6= 0,
ùî |f(z0)| = |z0|. Öå îçíà÷à¹, ùî ðåãóëÿðíà â îäèíè÷íîìó êðóçi B ôóíêöiÿ
ϕ(z) := f(z)

z äîñÿãà¹ ìàêñèìóìà ñâîãî ìîäóëÿ â òî÷öi z0 öi¹¨ îáëàñòi B. Òîäi
çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ìîäóëÿ (òåîðåìà 7.3.1) ôóíêöiÿ ϕ(z) ¹ ñòàëîþ, ùî
äîðiâíþ¹ 1 çà ìîäóëåì, òîáòî, ϕ(z) = eiα, α ∈ R. Îòæå, f(z) = eiαz.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ëåìè Øâàðöà. Ëiíiéíà ôóíêöiÿ f(z) = eiαz, ÿê
âiäîìî, çäiéñíþ¹ ïîâîðîò íà êóò α.

ßêùî íåðiâíiñòü (7.3.2) ¹ ñòðîãîþ, òîáòî, |f(z)| < |z| äëÿ âñiõ z ∈ B, z 6= 0,
òî ôóíêöiÿ f(z) âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé êðóã B := {z : |z| < 1} íà îäèíè÷íèé
êðóã B. Ïðè öüîìó, êîæíå êîëî γr := {z : |z| = r}, r < 1, âiäîáðàæà¹òñÿ
ó âíóòðiøíiñòü {z : |z| < r} öüîãî êîëà. ßêùî æ iñíó¹ òî÷êà z0 ∈, z0 ∈ γr,
r ∈ (0, 1), ÿêà âiäîáðàæà¹òüñÿ â òî÷êó öüîãî æ êîëà γr, òî âiäîáðàæåííÿ
ôóíêöi¹þ f(z) ¹ ïîâîðîòîì íà äåÿêèé êóò.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìiñòèòü ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ëåìèØâàðöà â òåîði¨
êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü. Ðàíiøå â ïðèêëàäi 2 ðîçäiëó 6.1 áóëî çíàéäåíî çà-
ãàëüíèé âèä äðîáîâî-ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨, ùî çäiéñíþ¹ âiäîáðàæåííÿ îäèíè÷íîãî
êðóãà B := {z : |z| < 1} íà îäèíè÷íèé êðóã B. Öÿ ôóíêöiÿ ìà¹ âèä

w = eiα
z − a
az − 1

, |a| < 1, α ∈ R.

Ç íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî öi¹þ ôîðìóëîþ çàäà¹òüñÿ çàãàëüíèé
âèä êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ îäèíè÷íîãî êðóãà B íà îäèíè÷íèé êðóã B.

Òâåðäæåííÿ 7.3.4 Áóäü-ÿêå êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îäèíè÷íîãî êðóãà
B := {z : |z| < 1} íà îäèíè÷íèé êðóã B ¹ äðîáîâî-ëiíiéíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ f(z) êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îäèíè-
÷íèé êðóã B := {z : |z| < 1} íà îäèíè÷íèé êðóã B. Ïîêëàäåìî a := f(0) i ðîç-
ãëÿíåìî ôêíêöiþ L(z) := z−a

az−1 . Âîíà êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé êðóã
B íà îäèíè÷íèé êðóã B, ïðè÷îìó L(a) = 0. Òîäi ôóíêöiÿ ϕ(z) := L(f(z))
ðåãóëÿðíà â B, êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ B íà B i ϕ(0) = 0. Òàêèì ÷èíîì,
ôóíêöiÿ ϕ(z) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè Øâàðöà. Çà ëåìîþ Øâàðöà ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü |ϕ(z)| ≤ |z|, z ∈ B.
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Îáåðíåíà ôóíêöiÿ ϕ−1(w) òàêîæ ðåãóëÿðíà â B, êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹
B íà B i ϕ−1(0) = 0. Îòæå, ôóíêöiÿ ϕ−1(w) òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëå-
ìè Øâàðöà. Çà ëåìîþ Øâàðöà ìà¹ìî |ϕ−1(w)| ≤ |w|, w ∈ B. Ïîêëàâøè
w = f(z), ïåðåïèøåìî öþ íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi |z| ≤ |ϕ(z)|, z ∈ B. Âðàõî-
âóþ÷è äîâåäåíó ðàíiøå íåðiâíiñòü ïðîòèëåæíîãî ñåíñó, ìà¹ìî |ϕ(z)| = |z|,
z ∈ B. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi, çà äðóãîþ ÷àñòèíîþ ëåìè Øâàðöà, ðîáèìî âèñíîâîê,
ùî ôóíêöiÿ ϕ(z) ¹ ëiíiéíîþ. Òîäi ôóíêöiÿ f = L−1(ϕ) ¹ äðîáîâî-ëiíiéíîþ,
ÿê ñóïåðïîçèöiÿ äðîáîâî-ëiíiéíèõ.

Òâåðäæåííÿ 7.3.4 äîâåäåíå.

7.4 Ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi ìåæ

Öåé ïðèíöèï ñêëàäàþòü äâi òåîðåìè. Ïðÿìèé ïðèíöèï ñôîðìóëüîâàíî íèæ÷å
áåç äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 7.4.1 Íåõàé G i D− îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
îáìåæåíi çàìêíóòèìè, æîðäàíîâèìè, êóñêîâî-ãëàäêèìè êðèâèìè. ßêùî
ôóíêöiÿ f êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G íà îáëàñòü D, òî ¨¨ ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî ãîìåîìîðôiçìó çàìèêàíü G i D öèõ îáëàñòåé. Çîêðåìà,
ïðîäîâæåíà ôóíêöiÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî i âçà¹ìíî íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹
ìåæó ∂G îáëàñòi G íà ìåæó ∂D îáëàñòi D.

Äëÿ ïîáóäîâè êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi G íà îáëàñòü D áiëüø
âàæëèâèì ¹ çâîðîòíèé ïðèíöèï.

Òåîðåìà 7.4.2 (çâîðîòíèé ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi ìåæ) Íåõàé G i D−
îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, îáìåæåíi çàìêíóòèìè, æîðäà-
íîâèìè, êóñêîâî-ãëàäêèìè êðèâèìè. ßêùî ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòi
G, íåïåðåðâíà â ¨¨ çàìèêàííi G, i âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ ìåæó ∂G
îáëàñòi G íà ìåæó ∂D îáëàñòi D, òî f êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G
íà îáëàñòü D.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïðèíöèïîì çáåðåæåííÿ îáëàñòi (òåîðåìà 7.2.2) äëÿ
äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî äîâåñòè, ïî-ïåðøå, ùî ôóíêöiÿ f îäíîëèñòà â
îáëàñòi G, i, ïî-äðóãå, ùî f(G) = D. Äëÿ öüîãî, â ñâîþ ÷åðãó, äîñèòü äîâåñòè
âèêîíàííÿ äâîõ íàñòóïíèõ óìîâ:

1) ôóíêöiÿ f ïðèéìà¹ áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ ç îáëàñòi D ðiâíî â îäíié òî÷öi
îáëàñòi G;

2) Ôóíêöiÿ f íå ïðèéìà¹ â îáëàñòi G çíà÷åíü, ùî íå íàëåæàòü îáëàñòi D.
Äîâåäåìî âèêîíàííÿ ïåðøî¨ óìîâè. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå çíà÷åííÿ w0 ∈ D

i ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà z0 ∈ G, äëÿ ÿêî¨ w0 = f(z0). Äëÿ öüîãî
ïiäðàõó¹ìî ÷èñëî íóëiâ NG(f(z)− w0) ôóíêöi¨ f(z)− w0 â îáëàñòi G. Çàóâà-
æèìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ f(z) − w0 íå ìà¹ íóëiâ íà ìåæi ∂G îáëàñòi G, áî çà
óìîâîþ ôóíêöiÿ f âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ ∂G íà ∂D, à w0 /∈ ∂D.
Òîìó âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiÿ f(z) − w0 íå ìà¹ íóëiâ â äåÿêié ìå-
æåâié ïîëîñi, òîáòî, iñíó¹ òàêà êðèâà γ ⊂ G, ùî ãîìîòîïíà ∂G, à çàìèêàííÿ
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ïîëîñè ç ìåæåþ ∂G
⋃
γ−1 íå ìiñòèòü íóëiâ ôóíêöi¨ f(z)−w0. Öåé ôàêò ëåãêî

âèïëèâà¹ ç ëåìè Ãåéíå-Áîðåëÿ (ëåìà 3.2.3).
Íåõàé G0 := intG. Òîäi ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â çàìèêàííi G0. Çà ïðèíöè-

ïîì àðãóìåíòà (òåîðåìà 7.1.4 ) ìà¹ìî

NG(f(z)− w0) = NG0
(f(z)− w0) =

1

2π
∆γ(arg f(z)− w0),

äå ND(f)− ÷èñëî íóëiâ (ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé) ôóíêöi¨ f â îáëàñòi D.
Çàçíà÷èìî, ùî ïðèðiñò àðãóìåíòó ∆γ(arg f(z)− w0) óçäîâæ êðèâî¨ γ íåïå-

ðåðâíî çìiíþ¹òüñÿ ïðè íåïåðåðâíié äåôîðìàöi¨ êðèâî¨ γ. Ðàçîì ç òèì âåëè-
÷èíà 1

2π∆γ(arg f(z)− w0) ¹ öiëî÷èñåëüíîþ. Òîìó ïðè íåâåëèêié äåôîðìàöi¨
êðèâî¨ γ âåëè÷èíà 1

2π∆γ(arg f(z)− w0) çàëèøà¹òüñÿ ñòàëîþ. Îòæå, ìîæíà
ââàæàòè, ùî

∆γ(arg f(z)− w0) = ∆∂G(arg f(z)− w0).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ðiâíiñòü

NG(f(z)− w0) =
1

2π
∆∂G(arg f(z)− w0),

äå âåëè÷èíà 1
2π∆∂G(arg f(z)− w0) ¹ ÷èñëîì îáîðîòiâ, ùî çäiéñíþ¹ âåêòîð

f(z)−w0, êîëè âåêòîð z ïðîáiãà¹ ìåæó ∂G îáëàñòi G. Àëå ôóíêöiÿ f âçà¹ìíî-
îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ ìåæó ∂G îáëàñòi G íà ìåæó ∂D îáëàñòi D. Òîìó âå-
êòîð f(z)− w0 çäiéñíþ¹ ðiâíî îäèí îáîðîò êîëè âåêòîð z ïðîáiãà¹ ìåæó ∂G
îáëàñòi G. Òîäi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü NG(f(z)−w0) = 1. Âîíà îçíà÷à¹, ùî iñíó¹
¹äèíà òî÷êà z0 ∈ G, äëÿ ÿêî¨ f(z0) = w0. Îòæå, ïåðøà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ.

Äîâåäåìî âèêîíàííÿ äðóãî¨ óìîâè. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f íå
ïðèéìà¹ çíà÷åíü w1 /∈ D, òîáòî, çíà÷åíü iç çîâíiøíîñòi ìåæi ∂D îáëàñòi D.
Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ iç äîâåäåííÿ âèêîíàííÿ ïåðøî¨ óìîâè, îòðèìà¹ìî

NG(f(z)− w1) =
1

2π
∆∂G(arg f(z)− w1),

Ïîêàæåìî, ùî ∆∂G(arg f(z)− w1) = 0, òîáòî, âåêòîð f(z) − w1 íå ðîáèòü
æîäíîãî îáîðîòó, êîëè âåêòîð z ïðîáiãà¹ ìåæó ∂G îáëàñòiG. Äiéñíî, îñêiëüêè
çîâíiøíiñòü ìåæi ∂D îáëàñòi D ¹ îáëàñòþ i ìiñòèòü òî÷êè w1 i ∞, òî iñíó¹
êðèâà γ, ùî ç'¹äíó¹ öi òî÷êè i ìiñòèòüñÿ ó çîâíiøíîñòi ìåæi ∂D îáëàñòi D.
Òîìó êðèâà γ íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìåæåþ ∂D îáëàñòi D. À êîëè âåêòîð z
ïðîáiãà¹ ìåæó ∂G îáëàñòi G, âåêòîð f(z) çà óìîâîþ ïðîáiãà¹ ìåæó ∂D îáëàñòi
D. Òîìó âåêòîð f(z)−w1 íå ïåðåòèíà¹ êðèâó γ, i íå ðîáèòü ïîâíîãî îáîðîòó.
Îòæå, NG(f(z)−w1) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f(z) íå ïðèéìà¹ â îáëàñòi
G çíà÷åíü iç çîâíiøíîñòi ìåæi ∂D îáëàñòi D.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(z) íå ïðèéìà¹ â îáëàñòi G çíà÷åíü ç
ìåæi ∂D îáëàñòi D. Öå îäðàçó âèïëèâà¹ iç ùîéíî äîâåäåíîãî ôàêòó i ïðèí-
öèïó çáåðåæåííÿ îáëàñòi (òåîðåìà 7.2.1).

Òàêèì ÷èíîì, äðóãà óìîâà òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ i òåîðåìà äîâåäåíà.
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Ïðèêëàä. Çíàéòè îáðàç îáëàñòi G := {z : Im z > 0, |z| > 1} ïðè âiäîáðà-
æåííi ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî w = 1

2

(
z + 1

z

)
. ×è ¹ êîíôîðìíèì öå âiäîáðà-

æåííÿ?
Çàçíà÷èìî, ùî ìåæà ∂G îáëàñòi G ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîìåíiâ [−∞,−1], [1,∞]

i ïiâêðóãà G := {z : Im z > 0, |z| = 1}, ÿêi ïðîõîäÿòüñÿ çëiâà íàïðàâî.
�õ îáðàçàìè ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî ¹ ïðîìåíi [−∞,−1],
[1,∞] i âiäðiçîê [−1, 1] âiäïîâiäíî (ïðîõîäæóâàíi çëiâà íàïðàâî). Îòæå, ãðà-
íèöÿ îáëàñòi G âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî
ó ãðàíèöþ âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè G := {z : Im z > 0}. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ
Æóêîâñüêîãî ¹ ðåãóëÿðíîþ â îáëàñòi G i íåïåðâíîþ â çàìèêàííi öi¹¨ îáëà-
ñòi. Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè çâîðîòíîãî ïðèíöèïó âiäïîâiäíîñòi
ìåæ. Òîìó îáðàçîì îáëàñòi G ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ Æóêîâñüêîãî ¹
âåðõíÿ ïiâïëîùèíà D := {z : Im z > 0}. Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ w : G→ D
¹ êîíôîðìíèì çà òèì æå çâîðîòíèì ïðèíöèïîì.

7.5 �äèíiñòü êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ

Òåîðåìà Ðiìàíà (òåîðåìà 6.5.1) äà¹ äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ êîíôîðìíîãî
âiäîáðàæåííÿ îäíi¹¨ îáëàñòi íà iíøó.

Çãiäíî ç öi¹þ òåîðåìîþ áóäü-ÿêó îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü, ìåæà ÿêî¨ ìiñòèòü
ùîíàéìåíøå äâi òî÷êè, ìîæíà êîíôîðìíî âiäîáðàçèòè ðåãóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ
íà îäèíè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} .

Çîêðåìà, êîæíó ç áóäü-ÿêèõ äâîõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé, ìåæi ÿêèõ ìi-
ñòèòü ùîíàéìåíøå äâi òî÷êè, ìîæíà êîíôîðìíî âiäîáðàçèòè íà iíøó.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíþ óìîâó ¹äèíîñòi êîíôîðìíîãî âiäîáðàæå-
ííÿ îäíi¹¨ îáëàñòi íà iíøó.

Òåîðåìà 7.5.1 (òåîðåìà ¹äèíîñòi). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi G,
ìåæà ÿêî¨ ìiñòèòü ùîíàéìåíøå äâi òî÷êè, i çàäàíî¨ ïàðè ÷èñåë z0 i α, äå
z0 ∈ G, α ∈ R, iñíó¹ ¹äèíà ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ f , ÿêà êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹
îáëàñòü G íà îäèíè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

f(z0) = 0, arg f ′(z0) = α. (7.5.1)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w−äîâiëüíà ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ, ÿêà çäiéñíþ¹ êîí-
ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w : G→ {z : |z| < 1}. Iñíóâàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ ãàðàíòó¹
òåîðåìà Ðiìàíà. Íåõàé äàëi

a := w(z0), β := argw′(z0).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ç ïðèêëàäó 2 ðîäiëó 6.1

L(z) = ei(α−β) z − a
az − 1

.

Âîíî âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} íà îäèíè÷íèé êðóã i çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè

L(a) = 0, argL′(a) = α− β.
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Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f(z) := L(w(z)) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè. Äiéñíî,
ïî-ïåðøå, ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà i êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G íà îäè-
íè÷íèé êðóã {z : |z| < 1}. Äîâåäåìî, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (7.5.1).
Ìà¹ìî

f(z0) = L(w(z0)) = L(a) = 0,

arg f ′(z0) = argL′(w(z0)) · w′(z0) = argL′(a) + argw′(z0) = (α− β) + β = α.

Îòæå, iñíóâàííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ äîâåäåíî.
Äîâåäåìî ¨¨ ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, iñíóþòü äâi ðåãóëÿðíi ôóíêöi¨ f1 i f2,

ÿêi êîíôîðìíî âiäîáðàæàþòü îáëàñòü G íà îäèíè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} i
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (7.5.1), òîáòî

fi(z0) = 0, arg f ′i(z0) = α, i = 1, 2.

Ðîçãëÿíîìî ôóíêöiþ F (w) := f1(f
−1
2 (w)). Âîíà ¹ ðåãóëÿðíîþ â îäèíè÷íîìó

êðóçi B := {w : |w| < 1} i êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ éîãî â îäèíè÷íèé êðóã
B, ïðè÷îìó f(0) = 0. Îòæå, ðåãóëÿðíà ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè
Øâàðöà (ëåìà 7.3.3). Çà öi¹þ ëåìîþ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü |F (w)| ≤ |w|, w ∈ B,
òîáòî, |f1(f

−1
2 (w))| ≤ |w|. Ïîêëàâøè â öié íåðiâíîñòi w = f2(z), îòðèìà¹ìî

|f1(z)| ≤ |f2(z)|, z ∈ B. Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè ôóíêöi¨ f1 i f2 i ïîâòîðèâøè
ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü |f2(z)| ≤ |f1(z)|, z ∈ B. Òàêèì ÷èíîì,
|f1(z)| = |f2(z)|, z ∈ B.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ(z) := f1(z)
f2(z) . Äîâèçíà÷èâøè ¨¨ â òî÷öi z0 ðiâíiñòþ

ϕ(z0) := f ′1(z0)
f ′2(z0) , îòðèìà¹ìî ðåãóëÿðíó â îäèíè÷íîìó êðóçi B ôóíêöiþ, ìîäóëü

ÿêî¨ ¹ êîñòàíòîþ, à ñàìå, |ϕ(z)| = 1, z ∈ B. Çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ìîäóëÿ
(òåîðåìà 7.3.1) ìà¹ìî ϕ(z) = eiγ, äå γ ∈ R. Ïîêàæåìî, ùî γ = 0. Äiéñíî,

γ = argϕ(z) = argϕ(z0) = arg f ′1(z0)− arg f ′2(z0) = α− α = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ϕ(z) = 1, z ∈ B, òîáòî f1(z) = f2(z), z ∈ B.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

7.6 Ïðèíöèï ñèìåòði¨ Ðiìàíà-Øâàðöà

Ó ðîçäiëi 5 ðîçãëÿíóòî âèäè àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ. Àëå æîäåí ç íèõ íå
äà¹ åôåêòèâíîãî àëãîðèòìó àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ. Ñàìå òàêèé àëãîðèòì
ìiñòèòüñÿ â ïðèíöèïi ñèìåòði¨ Ðiìàíà-Øâàðöà. Äëÿ ïîäàëüøîãî íåîáõiäíi äå-
ÿêi äîäàòêîâi âiäîìîñòi ç òåîði¨ iíòåãðàëó, çîêðåìà, óçàãàëüíåííÿ iíòåãðàëüíî¨
òåîðåìè i ôîðìóëè Êîøi, à òàêîæ iíòåãðàë òèïó Êîøi.

Òåîðåìà 7.6.1 (óçàãàëüíåííÿ iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi). ßêùî ôóíêöiÿ
f ¹ ðåãóëÿðíîþ â îáëàñòi G i íåïåðåðâíîþ â ¨¨ çàìèêàííi G ∈ C, òî∫

∂G

f(ξ)dξ = 0.
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Òåîðåìà 7.6.2 (óçàãàëüíåííÿ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi). ßêùî ôóíêöiÿ
f ¹ ðåãóëÿðíîþ â îáëàñòi G i íåïåðåðâíîþ â ¨¨ çàìèêàííi G ∈ C, òî äëÿ
äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ G ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

f(z) =
1

2πi

∫
∂G

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Îçíà÷åííÿ 7.6.1 Íåõàé γ−äîâiëüíà ñïðÿìëþâàíà êðèâà, à ôóíêöiÿ f íåïå-
ðåðâíà íà öié êðèâié. Òîäi iñíó¹ iíòåãðàë

F (z) :=
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ, z /∈ γ.

Öåé iíòåãðàë íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì òèïó Êîøi.

Òåîðåìà 7.6.3 (ïðî ðåãóëÿðíiñòü iíòåãðàëó òèïó Êîøi). Çà óìîâ îçíà÷åí-
íÿ 7.6.1 iíòåãðàë òèïó Êîøi F (z) ¹ ôóíêöi¹þ ðåãóëÿðíîþ â áóäü-ÿêié îáëà-
ñòi, ùî íå ìiñòèòü òî÷îê êðèâî¨ γ, i äëÿ éîãî ïîõiäíèõ k-ãî ïîðÿäêó k ∈ N,
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F (k)(z) :=
k!

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ, z /∈ γ. (7.6.1)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ðiâíiñòü (7.6.1) äëÿ k = 1. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó
òî÷êó z /∈ γ. Íåõàé d := ρ(z, γ). Òîäi d > 0. Îáåðåìî h ∈ C, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó |h| < d

2 . Îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äîãðàíè÷íî¨ ðiçíèöi
äëÿ ïîõiäíî¨ F ′(z). Ìà¹ìî

F (z + h)− F (z)

h
=

1

h

 1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − z − h
dξ − 1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ

 =

=
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z − h)(ξ − z)
dξ.

Ïîêëàäåìî

r :=
F (z + h)− F (z)

h
− 1

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó âèïàäêó k = 1 äîñèòü ïîêàçàòìè, ùî r → 0 ïðè
h→ 0. Äëÿ öüîãî îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ðiçíèöi r. Ìà¹ìî

r =
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z − h)(ξ − z)
dξ − 1

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ =
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=
h

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z − h)(ξ − z)2
dξ

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî r → 0 ïðè h → 0, îöiíèìî |r| çâåðõó. Âðàõîâóþ÷è,
ùî äëÿ òî÷îê ξ ∈ γ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|ξ − z| ≥ d, |ξ − z − h| ≥ |ξ − z| − |h| ≥ d− d

2
=
d

2
,

ìà¹ìî

|r| ≤ |h|
2π

∫
γ

|f(ξ)|
|ξ − z − h||ξ − z|2

|dξ| ≤ |h|
2π

max
ξ∈γ
|f(ξ)|

d
2 · d2

· l(γ),

äå l(γ)−äîâæèíà êðèâî¨ γ. Ç öi¹¨ îöiíêè îäðàçó îòðèìó¹ìî r → 0 ïðè h→ 0.
Ðiâíiñòü (7.6.1) äëÿ k = 1 äîâåäåíà. Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë òèïó Êîøi F (z)

¹ ôóíêöi¹þ ðåãóëÿðíîþ â áóäü-ÿêié îáëàñòi, ùî íå ìiñòèòü òî÷îê êðèâî¨ γ.
Ðiâíiñòü (7.6.1) äëÿ k > 1 äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà

äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ òèì, ùî áóëè çàñòîñîâàíi ó âèïàäêó k = 1.

Îçíà÷åííÿ 7.6.2 (àíàëiòè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ÷åðåç äóãó êðèâî¨).
Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåòíîì íàçèâàþòüñÿ ïàðà (G, f), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îáëà-

ñòi G i ðåãóëÿðíî¨ â íié ôóíêöi¨ f .
Íåõàé (G1, f1) i (G2, f2)−äâà åëåìåíòè , â ÿêèõ îáëàñòi G1 i G2 íå ïåðå-

òèíàþòüñÿ, à ¨õ ìåæi ∂G1 i ∂G2 ïåðåòèíàþòüñÿ ïî âiäêðèòié äóçi δ, ïðè÷îìó
ìíîæèíà G := G1

⋃
G2

⋃
δ ¹ îáëàñòþ.

Ãîâîðÿòü, ùî êîæíà ç ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié f1 i f2 ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâ-
æåííÿì iíøî¨ ÷åðåç äóãó δ, ÿêùî iñíó¹ ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G ôóíêöiÿ f , ÿêà
çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ fi â îáëàñòi Gi, i = 1, 2.

Òåîðåìà 7.6.4 (ïðî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ÷åðåç äóãó êðèâî¨).
Íåõàé îáëàñòi G1 i G2 íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à ¨õ ìåæi ∂G1 i ∂G2 ïåðåòèíà-

þòüñÿ ïî âiäêðèòié äóçi δ, ïðè÷îìó ìíîæèíà G := G1

⋃
G2

⋃
δ ¹ îáëàñòþ.

ßêùî ôóíêöi¨ f1 i f2 ¹ ðåãóëÿðíèìè â îáëàñòÿõ G1 i G2 âiäïîâiäíî, i íå-
ïåðåðâíèìè â çàìèêàííÿõ G1 i G2 âiäïîâiäíèõ îáëàñòåé, à íà äóçi δ âîíè
çáiãàþòüñÿ, òîáòî, f1(z) = f2(z), z ∈ δ, òî êîæíà ç öèõ ôóíêöié ¹ àíàëi-
òè÷íèì ïðîäîâæåííÿì iíøî¨ ÷åðåç äóãó δ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ

f(z) :=

{
f1(z), ÿêùî z ∈ G1;
f2(z), ÿêùî z ∈ G2.

�¨ îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì, îñêiëüêè f1(z) = f2(z), z ∈ G1

⋂
G2 =: δ, ïðè÷îìó

ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â ∂G1

⋃
∂G2 i ðåãóëÿðíà â êîæíié ç îáëàñòåé G1 i G2.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 7.6.2 äîñèòü äîâåñòè ðåãóëÿð-
íiñòü ôóíêöi¨ f â îáëàñòi G. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë òèïó Êîøi

F (z) :=
1

2πi

∫
∂G

f(ξ)

ξ − z
dξ, z ∈ G.
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Çà òåîðåìîþ 7.6.3 öåé iíòåãðàë F (z) ¹ ðåãóëÿðíîþ â îáëàñòi G ôóíêöi¹þ.
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü äîâåñòè ðiâíiñòü

F (z) = f(z), z ∈ G.

Íåõàé ñïî÷àòêó z /∈ δ. Òîäi iíòåãðàë F (z) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

F (z) :=
1

2πi

∫
∂G1

f(ξ)

ξ − z
dξ +

1

2πi

∫
∂G2

f(ξ)

ξ − z
dξ =: I1 + I2,

îñêiëüêè â öié ôîðìóëi iíòåãðóâàííÿ óçäîâæ ñïiëüíî¨ äëÿ ìåæ ∂G1 i ∂G2 äóãè
δ ïðîâîäèòüñÿ äâi÷i ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ.

ßêùî z ∈ G1, òî I1 = f(z) çà iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi (òåîðåìà
7.6.2), à I2 = 0 çà iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Êîøi (òåîðåìà 7.6.1).

ßêùî z ∈ G2, òî I2 = f(z) çà iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi (òåîðåìà
7.6.2), à I1 = 0 çà iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Êîøi (òåîðåìà 7.6.1).

Îòæå, F (z) = f(z) äëÿ z ∈ G1

⋃
G2. Çâiäñè ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì îòðè-

ìó¹ìî ðiâíiñòü F (z) = f(z) äëÿ z ∈ δ âíàñëiäîê íåïåðåâíîñòi ôóíêöié F (z) i
f(z) íà äóçi δ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 7.6.5 (ïðèíöèï ñèìåòði¨ Ðiìàíà-Øâàðöà).
Íåõàé G−îáëàñòü, ùî íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç äiéñíîþ âiññþ, à ïåðåòèíîì ¨¨

ìåæi ∂G ç äiéñíîþ âiññþ ¹ âiäêðèòèé iíòåðâàë δ. Íåõàé äàëi G∗−îáëàñòü,
ñèìåòðè÷íà äî îáëàñòi G âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi.

ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ ðåãóëÿðíîþ â îáëàñòi G i íåïåðåðâíîþ â ¨¨ çàìèêàííi,
à â iíòåðâàëi δ âîíà ïðèéìà¹ äiéñíi çíà÷åííÿ, òî ¨¨ ìîæíà àíàëiòè÷íî
ïðîäîâæèòè ÷åðåç iíòåðâàë δ â îáëàñòü G∗ çà ôîðìóëîþ

F (z) :=

{
f(z), ÿêùî z ∈ G

⋃
δ;

f(z), ÿêùî z ∈ G∗.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f1(z) := f(z) ðåãóëÿðíà â îáëàñòi G∗.
Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ G∗ ìà¹ìî z ∈ G i òîìó, âíàñëiäîê ðåãóëÿðíîñòi
ôóíêöi¨ f â îáëàñòi G, îòðèìó¹ìî

lim
h→0

f1(z + h)− f1(z)

h
= lim

h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

h→0

(
f(z + h)− f(z)

h

)
= f ′(z).

Îòæå, ôóíêöiÿ f1(z) ðåãóëÿðíà â îáëàñòiG∗. Îêðiì òîãî, âîíà íåïåðåðâíà â
çàìèêàííi îáëàñòi G∗, îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(z) íåïåðåðâíà â çàìèêàííi îáëàñòi
G, i îïåðàöiÿ ñïðÿæåííÿ òåæ ¹ íåïåðåðâíîþ. Íàðåøòi, îñêiëüêè çà óìîâîþ
ôóíêöiÿ f(z) ïðèéìà¹ äiéñíi çíà÷åííÿ íà äiéñíié îñi, òî äëÿ z = x ∈ δ ìà¹ìî

f1(z) = f1(x) = f(x) = f(x) = f(x) = f(z),

òîáòî, çíà÷åííÿ ôóíêöié f i f1 íà iíòåðâàëi δ çáiãàþòüñÿ.
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Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè 7.6.4 i çà öi¹þ òåîðåìîþ ôóíêöiÿ
f1(z) := f(z) ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f ÷åðåç äóãó δ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèíöèï ñèìåòði¨ Ðiìàíà-Øâàðöà äîïóñêà¹ íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ. Çàçíà-
÷èìî, ùî ó ôîðìóëþâàííi öüîãî ïðèíöèïó òåðìií êîëî âæèâà¹òüñÿ ó øèðî-
êîìó ñåíñi (îçíà÷åííÿ 6.1.2).

Òåîðåìà 7.6.6 (óçàãàëüíåíèé ïðèíöèï ñèìåòði¨ Ðiìàíà-Øâàðöà).
Íåõàé G−îáëàñòü, ùî íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç êîëîì K1, à ïåðåòèíîì ¨¨

ìåæi ∂G ç êîëîì K1 ¹ âiäêðèòà äóãà δ öüîãî êîëà. Íåõàé äàëi G∗−îáëàñòü,
ñèìåòðè÷íà äî îáëàñòi G âiäíîñíî êîëì K1 (äèâ. îçíà÷åííÿ 6.1.3).

ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ ðåãóëÿðíîþ â îáëàñòi G i íåïåðåðâíîþ â ¨¨ çàìèêàííi,
à íà äóçi δ âîíà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ, ùî ìiñòÿòüñÿ íà êîëi K2, òî ¨¨ ìîæíà
àíàëiòè÷íî ïðîäîâæèòè ÷åðåç äóãó δ â îáëàñòü G∗ çà ôîðìóëîþ

F (z) :=

{
f(z), ÿêùî z ∈ G

⋃
δ;

f ∗(z∗), ÿêùî z ∈ G∗,

äå z∗−òî÷êà, ñèìåòðè÷íà äî òî÷êè z âiäíîñíî êîëà K1, à f
∗(w)−òî÷êà ñè-

ìåòðè÷íà äî òî÷êè f(w) âiäíîñíî êîëà K2.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé G := {z : 1 < |z| < 2, Im z > 0}. Çíàéòè àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f(z) := ln |z|+i arg z ç îáëàñòi G â ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî
äiéñíî¨ îñi îáëàñòü G∗ := {z : 1 < |z| < 2, Im z < 0} ÷åðåç êîæíèé ç
iíòåðâàëiâ δ1 := (1, 2) i δ2 := (−2,−1), äå ñèìâîëîì arg z ïîçíà÷åíî ãîëîâíå
çíà÷åííÿ àðãóìåíòà, ÿêå ìiñòèòüñÿ â ïðîìiæêó (−π, π].

Ñïî÷àòêó äîâèçíà÷èìî çà íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöiþ f íà iíòåðâàëàõ δ1 i δ2.
Ìà¹ìî

f(z) = ln |z|, z ∈ δ1, f(z) = ln |z|+ iπ, z ∈ δ2.

×åðåç f1 (f2) ïîçíà÷èìî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f ÷åðåç iíòåðâàë δ1 (δ2)
âiäïîâiäíî. Çà òåîðåìîþ 7.6.5 îòðèìó¹ìî

f1(z) = f(z) = ln |z|+ i arg z = ln |z| − i arg z = ln |z|+ i arg z.

Çàóâàæèìî äàëi, ùî îáðàç âiäðiçêà δ2 ìiñòèòüñÿ íà ïðÿìié Imw = π. ×åðåç
w∗ ïîçíà÷èìî òî÷êó ñèìåòðè÷íó äî òî÷êè w âiäíîñíî öi¹¨ ïðÿìî¨. Î÷åâèäíî,
ùî Imw + Imw∗ = 2π, òîáòî, Imw∗ = 2π − Imw. Òîìó, çà òåîðåìîþ 7.6.6
ìà¹ìî

f2(z) = f ∗(z) = (ln |z|+ i arg z)∗ = (ln |z| − i arg z)∗ = ln |z|+ i(2π + arg z).

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ùî îäðàçó âèïëèâà¹ ç ïðèíöèïó ñèìåòði¨ Ðiìàíà-
Øâàðöà ¹ îñíîâîþ äëÿ çàñòîñóâàíü öüîãî ïðèíöèïó ïðè ïîáóäîâi êîíôîðìíèõ
âiäîáðàæåíü ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi îáëàñòåé.
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Íàñëiäîê 7.6.7 ßêùî çà óìîâ òåîðåìè 7.6.5 ôóíêöiÿ f êîíôîðìíî âiäîáðà-
æà¹ îáëàñòü G íà îáëàñòü D, à îáðàçîì ìåæåâîãî âiäðiçêà δ ïðè âiäîáðà-
æåííi ôóíêöi¹þ f ¹ âiäðiçîê δ′ ⊂ R, òî ôóíêöiÿ

F (z) :=

{
f(z), ÿêùî z ∈ G

⋃
δ;

f(z), ÿêùî z ∈ G∗,

ùî ¹ àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f ÷åðåç äóãó δ, êîíôîðìíî âiä-
îáðàæà¹ îáëàñòü G

⋃
δ
⋃
G∗ íà îáëàñòü D

⋃
δ′
⋃
D∗, äå D∗−îáëàñòü, ñèìå-

òðè÷íà äî îáëàñòi D âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ôóíêöiþ, ùî çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w :
G0 := C\ {[−3i, 3i]

⋃
[−4,∞]} → {w : Imw > 0}.

Ðîçãëÿíåìî âåðõíþ ïîëîâèíó îáëàñòi G0, à ñàìå, âåðõíþ ïiâïëîùèíó ç ðîç-
ðiçîì ïî âiäðiçêó [0, 3i], òîáòî, G := {z : Im z > 0}\ [0, 3i]. Çà ïðèêëàäîì 2
ðîçäiëó 6.5 îäíà ç ðåãóëÿðíèõ ãiëîê êîðåíÿ w1 :=

√
z2 + 9 êîíôîðìíî âiä-

îáðàæà¹ îáëàñòü G íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó D := {w1 : Imw1 > 0}.
Íåõàé δ := [−∞,−4]. Çàóâàæèìî, ùî G0 = G

⋃
δ
⋃
G∗, äå G∗−îáëàñòü,

ñèìåòðè÷íà äî îáëàñòi G âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi, ïðè öüîìó ôóíêöiÿ w1 âiäîáðà-
æà¹ ïðîìiíü δ ó ïðîìiíü δ′ := [−∞,−5]. Òîäi çà íàñëiäêîì 7.6.7 àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ w1 ÷åðåç äóãó δ, òîáòî âiäïîâiäíà ðåãóëÿðíà ãiëêà êîðå-
íÿ
√
z2 + 9 â îáëàñòi C0, êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G0 = G

⋃
δ
⋃
G∗ íà

îáëàñòü D0 = D
⋃
δ′
⋃
D∗, äå D∗−îáëàñòü, ñèìåòðè÷íà äî îáëàñòi D âiäíîñíî

äiéñíî¨ îñi, òîáòî, íèæíÿ ïiâïëîùèíà. Î÷åâèäíî, ùî D0 = C \ [−5,∞].
Çàëèøèëîñü âiäîáðàçèòè îáëàñòüD0 íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó. Öå ìîæíà çðî-

áîèòè òàê ñàìî, ÿê ó ïðèêëàäi 2 ðîçäiëó 6.5. Ñïî÷àòêó çà äîïîìîãîþ çñóâó
w2 := w1 + 5 âiäîáðàæà¹ìî îáëàñòü D0 íà îáëàñòü D1 = C \ [0,∞], òîáòî, íà
êóò {w2 : 0 < argw2 < 2π} ç âåðøèíîþ ó òî÷öi 0, i ïîòiì çìåíøó¹ìî öåé êóò
âäâi÷i çà äîïîìîãîþ ïiäõîäÿùî¨ ðåãóëÿðíî¨ ãiëêè êîðåíÿ w =

√
w2.

Îòæå øóêàíà ôóíêöiÿ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ w =
√

5 +
√
z2 + 9.
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