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Передмова 

Більшість сучасних природничих та технічних дисциплін буквально 

пронизані вищою математикою. Саме тому без вищої математики годі  собі 

уявити підготовку фахівців цих галузей. Важливими розділами вищої  є теми, 

пов’язані з матричною алгеброю, лінійною алгеброю. Зокрема ці теми широко 

застосовуються в системах штучного інтелекту.  

Метою цього посібника є ознайомлення здобувачів вищої освіти з 

елементами матричної та лінійної алгебри. Перший розділ методичних вказівок 

присвячений матрицям: основним означенням та діям над ними. Другий та третій 

– визначникам матриць.  Четвертий – практичному прийому обчислення 

визначників, який полягає в накопиченні нулів у одному з рядків або стовпців 

матриці, визначник якої обчислюється. П’ятий – методу Крамера розв’язання 

систем лін6ійних рівнянь. Шостий – поняттю оберненої матриці. Сьомий – 

матричному методу розв’язання систем лінійних рівнянь. Восьмий – методу 

Гаусса розв’язання систем лінійних рівнянь. 

  

1. Матриці: основні означення та дії над ними. 

Означення. Матрицею розміру nm   (читається «розміру m на n») 

називається прямокутна таблиця чисел,  у якій m стовпців та  n рядків. Наприклад:  















 

22111

1123

54310

 

є матриця розміру 3 на 4 (три рядки та чотири стовпці). Загальний вигляд матриці 

nm  такий  





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

....

...

...

21

22221

11211

 

(1-й індекс позначає номер рядка, в якому стоїть елемент матриці, 2-й –стовпця). 



 

 5 

 Означення. Нульовою матрицею називають матрицю, всі елементи якої – 

нулі. Приклад нульової матриці розміру 43  –  

.

0000

0000

0000

















 

Означення. Якщо кількість стовпців матриці дорівнює кількості рядків 

(m=n), матрицю називають квадратною порядку n.  

Приклад квадратної матриці порядку 4  – 

.

1212

2133

2421

1132





























 

Загальний вигляд  квадратної матриці порядку 4  – 

.

44434241

34333231

24232221

14131211





















aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

 

Означення. Головною діагоналлю квадратної матриці порядку n називають 

послідовність nnaaa ,,, 2211     елементів, що знаходяться вздовж уявної лінії, котра 

з’єднує лівий верхній кут квадратної матриці з правим нижнім.  

Іноді також розглядають т. зв. побічну діагональ квадратної матриці. 

Означення. Побічною діагоналлю квадратної матриці називають 

послідовність елементів, що знаходяться вздовж уявної лінії, котра з’єднує правий 

верхній кут квадратної матриці з лівим  нижнім. 

Означення. Діагональною матрицею порядку n називають квадратну 

матрицю порядку n, за межами головної діагоналі якої скрізь стоять нулі.  

Діагональна матриця порядку n має вигляд  





















n





...00

....

0...0

0...0

2

1
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Означення. Одиничною матрицею порядку n називають квадратну матрицю 

порядку n, всі елементи головної діагоналі якої дорівнюють одиниці, а за межами 

головної діагоналі скрізь стоять нулі. 

Одинична матриця порядку 2 має вигляд ,
10

01








 одинична матриця порядку 

3  – вигляд ,

100

010

001

















 одинична матриця порядку 4 – вигляд ,

1000

0100

0010

0001





















 і т.д.  

Перейдемо до дій над матрицями. 

Означення. Нехай  













































mnmm

n

n

mnmm

n

n

bbb

bbb

bbb

B

aaa

aaa

aaa

A

...

....

...

...

,

...

....

...

...

21

22221

11211

21

22221

11211

 

 – дві матриці однакового розміру nm . Їх сумою називається 3-тя матриця С 

розміру nm , компоненти якої ijc  дорівнюють сумам відповідних компонент 

матриць А, В: ijijij bac  . Тобто  

.

...

....

...

...

2211

2222222121

1112121111





























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

BAC

 

Означення. Нехай А – матриця,   

,

...

....

...

...

21

22221

11211























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A  

λ  – дійсне число. Множення матриці А та числа λ визначається як множення на λ 

всіх компонент матриці А. Тобто  
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.

...

....

...

...

21

22221

11211























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A







  

Приклад.  

.

112/12/11

2/12/112/3

2/522/35

22111

1123

54310

2

1















 
















 

 

Означення. Різницею двох матриць  А, В однакового розміру 

називається сума матриці А та помноженої на )1(  матриці В: 

.)1( BABA   

 Перейдемо до множення матриць. 

Означення. Нехай А – матриця розміру nm  із елементами ija , В – 

матриця розміру qn  з елементами ijb  (зверніть увагу, що кількість 

стовпців 1-ї першої матриці збігається з кількістю рядків другої).    Тоді їх 

добутком називається матриця С розміру qm , елементи якої 

визначаються рівністю 

.
1





n

k

kjikij bac  

Приклад. Перемножимо дві квадратні матриці порядку 3. 

.

417

501

114

1122)1(1110201212211

1021)1(3100103202113

1120)1(2110002212012

112

202

101

121

013

102





























































 



















 

Зауваження. Оскільки в означенні множення матриць кількість стовпців 

1-ї матриці збігається з кількістю з кількістю рядків 2-ї, добутки АВ та ВА 

визначені одночасно лише коли обидві матриці квадратні одного порядку. Утім, 



 

 8 

навіть і в цьому випадку добуток узагалі кажучи залежить від порядку множників, 

тобто множення матриць непереставне: в загальному випадку .BAAB   Щоб 

переконатися в цьому візьмемо дві квадратні матриці 2-го порядку: 




















00

10
,

01

10
BA  

.
00

01

01

10

00

10

10

00

00

10

01

10



















































 BAAB  

 Теорема. Множення будь-якої квадратної матриці А на одиничну матрицю 

того самого порядку, як справа, так і зліва, не змінює матриці А:  АЕ=ЕА=А,  Е – 

одинична матриця. 

Нам залишилось розглянути лише одну операцію, яка виконується над 

однією матрицею, а не над двома. 

Означення. Транспонувати матрицю означає зробити її рядки стовпцями, а 

стовпці – рядками. Транспонована матриця А позначається TA . 

 Приклад.    

,
123

11310

111

23

310



























 
T

 

З квадратною матрицею 

.

001

112

301

013

010

121

































T

 

 

2. Визначники матриць. 

 Кожній квадратній матриці ставиться у відповідність число, яке називається 

її визначником або детермінантом. Для матриць 2-го порядку визначник 

визначається так: 

.det 21122211

2221

1211

2221

1211
aaaa

aa

aa

aa

aa









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Приклад.
 

22543
42

53


 

Щоб перейти до означення визначника 3-го порядку, тобто визначника 

квадратної матриці 3-го порядку нам знадобиться пара допоміжних означень.   

 Означення. Розглянемо елемент ija   квадратної матриці 3-го порядку. 

Викресливши подумки в матриці і-й рядок та j-й стовпець, одержуємо квадратну 

матрицю, визначник .ij  якої називається доповнювальним мінором або просто 

мінором елемента .ija   

Приклад. Розглянемо матрицю 

.

421

112

321

















 

Викресливши з неї подумки 1-й рядок та 1-й стовпець, одержимо мінор   

.224
42

11
11   

Викресливши з неї подумки 1-й рядок та 3-й стовпець, одержимо мінор   

.314
21

12
13   

Викресливши з неї подумки 2-й рядок та 2-й стовпець, одержимо мінор 

.134
41

31
22   

 Означення. Алгебраїчним доповненням елемента ija   квадратної матриці 3-

го порядку називається .)1( ij

ji

ijA  
 

 Приклад. Для матриці з попереднього прикладу  

,7)18(
41

12
12 A  



 

 10 

.134
41

31
22 A  

Означення. Визначником матриці 3-го порядку називається сума добутків її 

1-го рядка на їх алгебраїчні доповнення. 

Приклад. 

327580

12155402
31

83
)2(

51

03
5

53

08
2

531

083

252

det

531

083

252


















 





 

 Ми дали означення детермінанта 3-го порядку, спираючись на визначник 

другого порядку.  Аналогічно, спираючись на визначник 3-го порядку, можна 

дати означення доповнювальних мінорів, алгебраїчних доповнень елементів 

квадратної матриці 4-го порядку, відтак дати означення її детермінанта як суми 

добутків елементів 1-го рядка на їх алгебраїчні доповнення. Аналогічно, 

спираючись на визначники 4-го порядку, можна дати означення визначникам 5-го 

порядку і т.д. Таким чином, ми отримуємо означення визначників будь-якого 

порядку.  

  

3. Властивості визначників. 

1. Визначник матриці не змінюється при її транспонуванні. 

AAT detdet   

Приклад.  

21

21

22

11

bb

aa

ba

ba
  

2. При перестановці якихось двох рядків або якихось двох стовпців 

визначника, останній змінює своє значення на протилежне. 
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Приклад.   

421

360

215

124

063

512







 

(переставлено 1-й та 3-й стовпці). 

3. Визначник з двома однаковими рядками або стовпцями дорівнює нулю. 

Приклад.  

0

220

665

112

  

(2-й та 3-й стовпці однакові). 

4. Спільний множник всіх елементів одного рядка (або одного стовпця) 

можна винести за знак визначника 

Приклад.  

.

ccc

bbb

aaa

m

ccc

bbb

amamma















 

5. Якщо кожен елемент якогось стовпця (рядка) є сума двох доданків, то 

визначник дорівнює сумі двох визначників: в одному замість кожної суми стоїть 

лише 1-й доданок, в другому – тільки 2-й (решта елементів обох визначників ті 

самі, що в даному). 

Приклад. 

.

333

222

111

333

222

111

3333

2222

1111

dca

dca

dca

dba

dba

dba

dcba

dcba

dcba









 

 

6. Якщо до певного стовпця визначника додати (або відняти) інший 

стовпець, помножений на якесь число, то новий визначник дорівнюватиме 

старому. Те саме для рядків. 
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Приклад. Додамо до 1-го рядка визначника  

205

314

312





 

2-й рядок. Одержимо рівний йому визначник  

.

205

314

006

  

Розкладаючи останній за 1-м рядком, одержимо 

.12
20

31
6

05

14
0

25

34
0

20

31
6

205

314

006










  

7. Визначник дорівнює сумі добутків елементів будь-якого рядка (або стовпця) на 

їх алгебраїчні доповнення. Це означає, що визначник можна розкласти не лише за 

1-м, але за будь-яким рядком (або стовпцем).  

Приклад. Розкладаючи визначник із попереднього прикладу за 3-м рядком, 

одержимо 

.12
14

12
2

34

32
0

31

31
5

205

314

312















 

Розкладаючи за 2-м стовпцем, знову одержимо 

.12
25

32

25

34

34

32
0

25

32
1

25

34
)1(

205

314

312
















 

Приклад.   Розкладаючи визначник 

531

083

252 

  за 3-м стовпцем, одержимо 
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.352
83

52
5

31

52
0

31

83
2

531

083

252





 

8. Визначник добутку матриць дорівнює добутку їх визначників 

.detdet)det( BAAB 

  

4. Обчислення  визначників методом накопичення нулів. 

 Цей метод особливо зручний, коли елементи визначника – цілі числа. 

 Спочатку вибираємо рядок (чи стовпець) по якому ми будемо вести розклад. 

Бажано, щоб там уже був нуль. Далі, використовуючи властивість 6 попереднього 

розділу, робимо так, щоб у цьому рядку (стовпці) було якнайбільше нулів. Відтак 

розкладаємо визначник по цьому рядку (стовпцю). 

Приклад. Обчислити визначник 

.

5877

2440

1244

3036

 

Будемо вести розклад по 3-му рядку. Віднімаємо від 2-го та 3-го стовпців 

подвоєний 4-й. Визначник дорівнюватиме: 

.

5237

2000

1024

3636





 

Розкладаючи його за 3-м рядком, одержимо 

.

237

024

636

2





  

Для обчислення останнього визначника вибираємо 3-й стовпець. 

Віднімаємо від 1-го рядка потроєний 3-й. Одержимо  
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216)54(4
24

615
)2(2

237

024

0615

2

237

024

636

2 














  

Отже, обчислюваний визначник 

.216

5877

2440

1244

3036


 

 

5.    Розв’язання систем лінійних рівнянь методом Крамера. 

 

Метод Крамера застосовується для розв’язання систем з n лінійних 

алгебраїчних рівнянь із n невідомими. Для простоти  розглянемо метод Крамера 

на прикладі систем трьох рівнянь із трьома невідомими. 

Розглянемо систему  















.

,

,

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 

Формуємо визначник системи  

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa


 

і визначники змінних 

.,,

33231

22221

11211

33331

23221

13111

33323

23222

13121

baa

baa

baa

aba

aba

aba

aab

aab

aab

zyx 
 

  Можливі 3 випадки. 
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1. Визначник системи .0  Система має єдиний розв’язок, який можна 

знайти за формулами Крамера: 

.,,













 zyx zyx  

2. Визначник системи ,0  але щонайменше один із визначників  

zyx  ,,  

            – відмінний  від нуля. Система несумісна, тобто не має розв’язків.  

3. Визначник системи ,0  і всі визначники 0 zyx . 

Система може бути як несумісною, так і  мати безліч розв’язків. 

Приклад.  Розв’язати систему: 















.1354

,3465

,5243

zyx

zyx

zyx

 

Формуємо та обчислюємо визначники. Визначник системи: 

.

354

465

243



  

Для того, щоб спростити його обчислення додаємо до 2-го рядка подвоєний 1-й 

(при цьому 3-й елемент 2-го рядка перетвориться на нуль). Розкладаючи, відтак, 

визначник за 3-м стовпцем, одержимо 

.012114126

)446(3)855(2
211

43
3

54

211
2

354

0211

243











 

Система, отже, має єдиний розв’язок. Обчислюємо визначники змінних. 

.

351

463

245

 x  
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Знову додаємо до 2-го рядка подвоєний 1-й і розкладаємо визначник за 3-м 

стовпцем 

.1218366
27

45
3

51

27
2

351

027

245

 x  

 Для обчислення визначника  

314

435

253



 y  

знов додамо до 2-го рядка подвоєний 1-й. Одержаний визначник  

314

0711

253



 y  

розкладемо за 3-м стовпцем 

.24)5521(378
711

53
3

14

711
2 


 y  

Нарешті  

.

154

365

543



 z  

Для спрощення обчислення цього визначника додамо до 2-го стовпця 

подвоєний 3-й і розкладемо за 2-м стовпцем 

.60)3472(3

35

53
3

14

35
)6(

134

305

563


















 z  

За формулами Крамера знаходимо відповідь:  

.5
12

60
,2

12

24
,1

12

12


















 zyx zyx  
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Приклад 2. Розв’язати систему:  















.422

,25

,453

zx

zyx

zyx

 

Відсутність змінної у у 3-му рівнянні тлумачимо як рівність нулю 

відповідного коефіцієнта при цій змінній. У такому разі визначник системи 

.

202

111

153







  

Додаючи в цьому визначнику 1-й стовпець до 3-го стовпця, відтак 

розкладаючи за 3-м стовпцем, одержуємо 

.04
02

11
2

002

011

253




  

Визначник змінної х  

.

204

112

154







 x  

Додамо в цьому визначнику до 1-го стовпця подвоєний 3-й, відтак 

розкладемо за 1-м стовпцем 

.4
20

11
2

200

110

152













 x  

Визначник змінної у  

.

242

121

143







 y  

Віднявши від 3-го рядка подвоєний другий, одержимо визначник, всі 

елементи третього рядка якого –  нулі.  
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.

000

121

143





 y  

Розкладаючи такий визначник за третім рядком, одержуємо 

.0 y  

Нарешті, визначник змінної z   

.

402

211

453

 z  

Віднімемо від 1-го та 3-го рядка визначника подвоєний 2-й. Одержимо 

.

020

211

071

 z  

Розкладаючий цей визначник за 3-м стовпцем, будемо мати 

.4
20

71
2  z  

За формулами Крамера 

.1
4

4
,0

4

0
,1

4

4


















 zyx zyx  

Приклад 3. Розв’язати систему:  















.0

,52

,2

zyx

zyx

zyx

 

Виписуємо визначник системи 

.

111

211

111





  
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Додаємо в цьому визначнику до 2-го та 3-го рядків 1-й рядок. Одержимо 

визначник 

,

200

102

111





  

розкладаючи  який за 2-м стовпцем, будемо мати 

.4
20

12

20

12
)1( 





  

Визначник системи відмінний від нуля, отже система має єдиний розв’язок. 

Для його знаходження обчислюємо визначники змінних.  

.

110

215

112





 x  

До 2-го та 3-го рядків визначника додамо 1-й рядок. Буде 

.

202

103

112





 x  

Одержаний визначник розкладемо за 2-м стовпцем. 

.426
22

13



 x  

Визначник змінної у дорівнює 

.

101

251

121





 y  

Від 2-го рядка віднімемо , а до 3-го рядка додамо 1-й рядок. Отримаємо 

.

220

370

121





 y  
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Розкладаючи, тепер, за 1-м стовпцем, одержимо 

.8614
22

37



 y  

Визначник змінної z  

.

011

511

211





 z  

 До 2-го та 3-го рядків додаємо 1-й і розкладаємо визначник за 3-м рядком  

.4
02

11
2

200

302

211

200

302

211
















 z  

Знаходимо, тепер, розв’язок  

.1
4

4
,2

4

8
,1

4

4






























 zyx zyx  

Приклад 4. Розв’язати систему 















.4

,32

,123

zyx

zyx

zyx

 

Визначник системи має вигляд 

,

111

112

123





  

для спрощення його обчислення додамо 1-й рядок до 2-го і 3-го рядків. Вийде 

визначник 

,

034

015

123







  

розкладаючи який за 3-м стовпцем, одержимо 
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.11)415(
34

15





  

 Перейдемо до обчислення визначників змінних. 

,

114

113

121





 x  

додамо в ньому також 1-й рядок до 2-го та 3-го рядків,  

,

035

012

121







 x  

і розкладаючи за 3-м стовпцем, одержимо 

.11)56(
35

12





 x  

Визначник змінної у  

,

141

132

113





 y  

в якому теж додамо 1-й рядок до 2-го та 3-го, 

,

054

025

113





 y  

і, розкладаючи за 3-м стовпцем, одержимо 

.33)825(
54

25



 y  

Нарешті, визначник змінної z  

,

411

312

123





 z  

для його обчислення віднімемо від 1-го рядка подвоєний 3-й, а до 2-го рядка 

додамо 3-й. 
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.

411

103

701



 z  

Розкладаємо, відтак, за 2-м стовпцем,  

.22
13

71



 z  

За формулами Крамера знаходимо відповідь  

.2
11

22
,3

11

33
,1

11

11


















 zyx zyx

 
 

6. Обернена матриця. 

 

 Означення. Нехай А – квадратна матриця порядку   n. Оберненою матрицею 

до матриці А називається квадратна матриця ,1A  така що  

EAAAA   11
 

де Е – одинична  матриця порядку   n.  

З огляду на властивість 8 визначників  

,1detdetdet)det( 11   EAAAA  

отже 

.
det

1
det 1

A
A 

 

Це означає, що обернена матриця існує тільки в матриць з ненульовим 

визначником (такі матриці називаються невиродженими). Більш того, має місце 

теорема. 

Теорема. Матриця  























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

....

...

...

21

22221

11211
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має обернену тоді й тільки тоді, коли вона невироджена 0det A , при цьому  

,

...

....

...

...

det

1

21

22221

11211

1

T

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A























 

де ijA  – алгебраїчні  доповнення елементів ija   матриці А, Т – символ 

транспонування. 

Приклад. Знайти обернену матрицю до матриці  

.

102

111

115















 

A  

Насамперед переконаємось, що в матриці А існує обернена. Для цього знайдемо її 

визначник 

.

102

111

115

det



A  

Для спрощення відшукання визначника додамо 1-й рядок до 2-го. Вийде 

,

102

206

115

det



A  

і розкладаючи за 2-гим стовпцем, одержимо 

.0246
12

26
det A  

Матриця не вироджена, отже має обернену. Алгебраїчні доповнення її елементів 

дорівнюють 

.6
11

15
,4

11

15
,2

11

11

,2
02

15
,3

12

15
,1

10

11

,2
02

11
,1

12

11
,1

10

11

333231

232221

131211



















AAA

AAA

AAA

 



 

 24 

Отже 

.

311

22/32/1

12/12/1

622

431

211

2

1

642

231

211

2

1

det

1

333231

232221

131211

1


























































































TT

AAA

AAA

AAA

A
A

 

 

7. Матричний метод розв’язання систем лінійних рівнянь. 

 

 Розглянемо систему лінійних рівнянь, у якій кількість рівнянь дорівнює 

кількості невідомих. Нехай, для простоти, це буде три. 















.

,

,

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

 

Відповідно до правила множення матриць, цю систему можна записати як 

одне матричне рівняння  

                                                            АХ=В,                                                        (1) 

де  



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A
 

 – матриця системи,       



















z

y

x

X
 

– стовпець невідомих,       
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

















3

2

1

b

b

b

B
 

– стовпець вільних членів.       

 Якщо матриця системи – невироджена, то обидві частини матричного 

рівняння (1) можна помножити на матрицю 
1A , обернену до неї. В результаті 

одержимо, що стовпець невідомих можна знайти за формулою  

)2(.1BAX 

 Отже, формула (2) дозволяє знайти розв’язок системи.  

 Приклад 1. Розв’язати матричним методом систему 















.1025

,832

,732

zyx

zx

zyx

 

Запишемо систему в матричному вигляді  

.

10

8

7

251

302

312
















































 

z

y

x

 

Тоді, якщо матриця системи  















 



251

302

312

A  

 – не вироджена, то система має розв’язок  

.

10

8

7

251

302

312
1































 



















z

y

x

 

Визначник матриці системи  



 

 26 

251

302

312

det



A  

розкладаємо за 2-м рядком 

,01113)17(2
51

12
3

25

31
2det 





A  

отже матриця системи – невироджена. Її алгебраїчні доповнення  

.2)1(202
02

12
,0

32

32
,3

30

31

,11
51

12
,1

21

32
,17

25

31

,10
51

02
,1

21

32
,15

25

30

333231

232221

131211



















AAA

AAA

AAA

 

Отже,  

.

21110

011

31715

203

11117

10115

203

11117

10115

1

1

det

1

333231

232221

131211

1


























































































T

TT

AAA

AAA

AAA

A
A

 

Тоді  

.

2

1

1

102811710

1008171

103817715

10

8

7

21110

011

31715
































































































z

y

x

 

Таким чином, маємо розв’язок  

.2,1,1  zyx  

Приклад 2. Розв’язати матричним методом систему 
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













.1354

,3465

,5243

zyx

zyx

zyx

 

 Матриця системи  

.

354

465

243



















A  

Її визначник  

.

354

465

243

det



A  

Для того, щоб спростити його обчислення додаємо до 2-го рядка подвоєний 1-й 

(при цьому 3-й елемент 2-го рядка перетвориться на нуль). Розкладаючи, відтак, 

визначник за 3-м стовпцем, одержимо 

.012114126

)446(3)855(2
211

43
3

54

211
2

354

0211

243

det










A

 

Алгебраїчні доповнення 

.38
65

43
,22

45

23
,4

46

24

,31
54

43
,17

34

23
,2

35

24

,1
54

65
,1

34

45
,2

35

46

333231

232221

131211


































AAA

AAA

AAA

 

В такому разі обернена матриця  
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,

38224

31172

112

12

11

T

A




















 

і після транспонування одержимо 

.

38311

22171

422

12

11





















A  

Тоді  

.

5

2

1

138)3(3151

122)3(1751

14)3(252

12

1

1

3

5

38311

22171

422

12

1































































































z

y

x

 

Отже, відповідь  x=1,  y= –2, z=5. 

Приклад 3. Розв’язати матричним методом систему 















.422

,25

,453

zx

zyx

zyx

 

Матриця системи  

.

202

111

153























A  

Її визначник  

.

202

111

153

det







A  

Додаючи в цьому визначнику 1-й стовпець до 3-го стовпця, відтак 

розкладаючи за 3-м стовпцем, одержуємо 

.04
02

11
2

002

011

253

det 


A  
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Матриця системи, отже, має обернену. 

Алгебраїчні доповнення 

.8
11

53
,2

11

13
,6

11

15

,10
02

53
,4

22

13
,10

20

15

,2
02

11
,0

22

11
,2

20

11

333231

232221

131211








































AAA

AAA

AAA

 

В такому разі обернена матриця  

,

826

10410

202

4

11

T

A




















 

і після транспонування одержимо 

.

25,25,0

5,010

5,15,25,0
1























A  

Тоді  

.

1

0

1

4

2

4

25,25,0

5,010

5,15,25,0











































































z

y

x

 

Отже, відповідь  x=1,  y= 0, z= –1. 

Приклад 4. Розв’язати матричним методом систему  















.0

,52

,2

zyx

zyx

zyx

 

Матриця системи  
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.

111

211

111





















A  

Її визначник  

.

111

211

111

det





A  

Додаємо в цьому визначнику до 2-го та 3-го рядків 1-й рядок. Одержимо 

визначник 

,

200

102

111

det





A  

розкладаючи  який за 2-м стовпцем, будемо мати 

.04
20

12

20

12
)1(det 





A  

Матриця системи, отже, має обернену. 

Алгебраїчні доповнення 

.2
11

11
,3

21

11
,1

21

11

,0
11

11
,2

11

11
,2

11

11

,2
11

11
,1

11

21
,3

11

21

333231

232221

131211







































AAA

AAA

AAA

 

В такому разі обернена матриця  

,

231

022

213

4

11

T

A
























 

і після транспонування одержимо 
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.

5,005,0

75,05,025,0

25,05,075,0
1



















A  

Тоді  

.

1

2

1

0

5

2

5,005,0

75,05,025,0

25,05,075,0





































































z

y

x

 

Отже, відповідь  x=1,  y= 2, z= 1. 

Приклад 5. Розв’язати матричним методом систему 















.4

,32

,123

zyx

zyx

zyx

 

Матриця системи 

,

111

112

123





















A  

її визначник 

.

111

112

123

det





A  

для спрощення його обчислення додамо 1-й рядок до 2-го і 3-го рядків. Вийде 

визначник 

,

034

015

123

det







A  

розкладаючи який за 3-м стовпцем, одержимо 

 

.011)415(
34

15
det 




A  
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Матриця системи, отже, має обернену.  Алгебраїчні доповнення 

.7
12

23
,5

12

13
,1

11

12

,1
11

23
,4

11

13
,3

11

12

,3
11

12
,1

11

12
,2

11

11

333231

232221

131211


































AAA

AAA

AAA

 

В такому разі обернена матриця  

,

751

143

312

11

11

T

A






















 

і після транспонування одержимо 

.

713

541

132

11

11























A  

.

2

3

1

4

3

1

713

541

132

11

1















































































z

y

x

 

Отже, відповідь  x=1,  y= 3, z= – 2. 

 

8. Метод Гаусса розв’язання систем лінійних рівнянь. 

 

Розглянемо систему з m лінійних рівнянь із n невідомими 

 

)1(

....

..........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa
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 Означення. Елементарними  перетвореннями над системою (1) називають 

такі дії: 

1) переставлення місцями двох рівнянь системи; 

2) додавання (або віднімання) до одного з рівнянь системи іншого рівняння, 

помноженого на ненульове число. 

Метод Гаусса полягає в тому, що систему (1) із допомогою елементарних 

перетворень приводять до т. зв. східчастого вигляду 

)2(

.0

...........

,0

,...

.................................................................

,...

,...

,...

1

333

222

11111




































m

r

rnrnsrs

nnll

nnkk

nn

b

b

bxaxa

bxaxa

bxaxa

bxaxa

 

Можливі 3 випадки. 

1) Система (2) містить рівняння вигляду .0,0  tt bb  В такому разі вона, 

очевидно, несумісна. 

2) Всі .,0...1 nrbb mr   В такому разі система має безліч розв’язків. 

3)  r=n.   В такому разі система (2) має трикутний вигляд і має єдиний 

розв’язок.  

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь методом Гаусса. 





















.223

,2422

,122

,2232

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx
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Щоб виключити з останніх трьох рівнянь системи змінну z, віднімемо від 2-го та 

3-го рівнянь подвоєне 1-ше, а від 4-го віднімемо 1-ше 





















.45

,252

,3255

,2232

uzy

zy

uzy

uzyx

 

Від 4-го рівняння віднімемо 2-ге 





















.14

,252

,3255

,2232

uz

zy

uzy

uzyx

 

Від 2-го віднімаємо подвоєне 3-тє 





















.14

,252

,125

,2232

uz

zy

uzy

uzyx

 

Від 3-го віднімаємо подвоєне 2-ге  





















.14

,4415

,125

,2232

uz

uz

uzy

uzyx

 

Додаємо до 3-го 4-те рівняння, помножене на 4  





















.14

,88

,125

,2232

uz

uz

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 4-го рівняння  3-тє, помножене на 4 
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



















.3131

,88

,125

,2232

u

uz

uzy

uzyx

 

З останнього рівняння маємо  u=1. Підставляючи це в 3-тє, одержуємо  

,818 z  

з чого бачимо z=0. Підставляючи це в 2-ге, одержуємо   

,11205 y  

з чого бачимо y =1. Підставляючи в 1-ше, одержуємо   

,2120312 x  

звідки х= – 2. Отже, відповідь  х= – 2,  y =1, z=0, u=1. 

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь методом Гаусса 





















.02243

,0432

,0242

,4432

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

Ставимо 3-тє рівняння на 1-ше місце 





















.02243

,0242

,4432

,0432

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

Віднімаємо від 2го рівняння подвоєне 1-ше 





















.02243

,0242

,4433

,0432

uzyx

uzyx

uzy

uzyx

 

Від 3-го рівняння також віднімемо подвоєне 1-ше 
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



















.02243

,010105

,4433

,0432

uzyx

uzy

uzy

uzyx

 

Від 4-го рівняння віднімаємо потроєне 1-ше 





















.01072

,010105

,4433

,0432

uzy

uzy

uzy

uzyx

 

Щоб позбутися змінної у в 3-тьому рівнянні віднімаємо від 3-го рівняння суму 2-

го та 4-го  





















.01072

,44

,4433

,0432

uzy

u

uzy

uzyx

 

Ділимо третє рівняння на  (– 4) і міняємо місцями з 4-м  





















.1

,01072

,4433

,0432

u

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімаємо 3-тє рівняння від 2-го 





















.1

,01072

,464

,0432

u

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімемо від 3-го рівняння подвоєне 2-ге 





















.1

,82215

,464

,0432

u

uz

uzy

uzyx
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З останнього рівняння бачимо, що u=1. Підставляючи знайдене нами значення u в 

3-тє рівняння, бачимо z =2. Підставляючи z =2, u=1 у 2-ге рівняння, бачимо у =2, і 

нарешті, підставляючи це все в 1-ше рівняння, бачимо х =2. Отже, відповідь:  

х =2, у =2, z =2, u=1. 

Приклад 3. Розв’язати систему рівнянь методом Гаусса 





















.0232

,12

,2222

,22432

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

Міняємо місцями 1-ше рівняння з останнім 





















.22432

,12

,2222

,0232

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

Віднімаємо від 2-го рівняння 1-ше  





















.22432

,12

,2454

,0232

uzyx

uzyx

uzy

uzyx

 

Віднімаємо 1-ше рівняння від 3-го 





















.22432

,13

,2454

,0232

uzyx

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 4-го рівняння подвоєне 1-ше 





















.222

,13

,2454

,0232

uzy

uzy

uzy

uzyx
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Міняємо місцями 2-ге та 3-тє рівняння  





















.222

,2454

,13

,0232

uzy

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 3-го рівняння 2-ге, помножене на 4 





















.222

,68

,13

,0232

uzy

uz

uzy

uzyx

 

Віднімаємо 2-ге рівняння від 4-го, 3-тє ділимо  на (–1) 





















.1

,68

,13

,0232

uz

uz

uzy

uzyx

 

Додаємо 3-тє рівняння до 4-го 





















.77

,68

,13

,0232

u

uz

uzy

uzyx

 

З останнього рівняння знаходимо u= –1, підставляючи знайдене нами значення u в 

3-тє рівняння, бачимо z =2. Підставляючи z =2, u= –1 у 2-ге рівняння, бачимо у =4, 

і нарешті, підставляючи це все в 1-ше рівняння, бачимо х =0. Отже, відповідь:  

х =0, у =4, z =2, u= –1. 

Приклад 4. Розв’язати систему методом Гаусса 





















.2434

,222

,2232

,232

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx
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Віднімемо від 2-го рівняння подвоєне перше 





















.2434

,222

,245

,232

uzyx

uzyx

uzy

uzyx

 

Віднімемо від 3-го рівняння подвоєне перше 





















.2434

,272

,245

,232

uzyx

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімемо від 4-го рівняння 1-ше, помножене на 4 





















.6134

,272

,245

,232

uzy

uzy

uzy

uzyx

 

До 3-го рівняння додаємо 2-ге 





















.6134

,4117

,245

,232

uzy

uz

uzy

uzyx

 

До 4-го рівняння додамо 2-ге 





















.8179

,4117

,245

,232

uz

uz

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 3-го рівняння 4-те 





















.8179

,462

,245

,232

uz

uz

uzy

uzyx
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Додамо до 4-го рівняння 3-тє, помножене на 4 





















.87

,462

,245

,232

uz

uz

uzy

uzyx

 

Міняємо місцями два останні рівняння 





















,462

.87

,245

,232

uz

uz

uzy

uzyx

 

Додаємо до 4-го рівняння подвоєне 3-тє 





















.2020

,87

,245

,232

u

uz

uzy

uzyx

 

З останнього рівняння знаходимо u= 1, підставляючи знайдене нами 

значення u в 3-тє рівняння, бачимо z =1. Підставляючи z =1, u= 1 у 2-ге рівняння, 

бачимо у = –3, і нарешті, підставляючи це все в 1-ше рівняння, бачимо х =4. Отже, 

відповідь: х =4, у = –3, z =1, u= 1. 

Приклад 5. Розв’язати систему методом Гаусса 





















.143

,2342

,1222

,2223

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

Віднімаємо 3-тє рівняння від 1-го 





















.143

,2342

,1222

,0423

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx
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Віднімаємо від 2-го рівняння подвоєне 1-ше 





















.143

,2342

,1654

,0423

uzyx

uzyx

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 3-го рівняння подвоєне 1-ше 





















.143

,21187

,1654

,0423

uzyx

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 4-го рівняння потроєне 1-ше 





















.113108

,21187

,1654

,0423

uzy

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімаємо 3-тє рівняння від 4-го 





















.122

,21187

,1654

,0423

uzy

uzy

uzy

uzyx

 

Міняємо місцями 4-те рівняння з 3-м 





















.1654

,21187

,122

,0423

uzy

uzy

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 3-го рівняння 2-ге, помножене на 7 





















.1654

,936

,122

,0423

uzy

uz

uzy

uzyx
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Віднімаємо від 4-го рівняння 2-ге, помножене на 4, а 3-тє поділимо  на (–3). 





















.523

,32

,122

,0423

uz

uz

uzy

uzyx

 

Додаємо 4-те рівняння до 3-го 





















.523

,2

,122

,0423

uz

uz

uzy

uzyx

 

Віднімаємо від 4-го рівняння потроєне 3-тє 





















.1

,2

,122

,0423

u

uz

uzy

uzyx

 

З останнього рівняння знаходимо u= 1, підставляючи знайдене нами значення u в 

3-тє рівняння, бачимо z = –1. Підставляючи z = –1, u= 1 у 2-ге рівняння, бачимо у 

= 3, і нарешті, підставляючи це все в 1-ше рівняння, бачимо х =3. Отже, відповідь: 

х =3, у = 3, z = –1, u= 1. 

Приклад 6. Розв’язати систему методом Гаусса 





















.122

,02

,2242

,12

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

Ставимо 3-тє рівняння на 1-ше місце 





















.122

,2242

,12

,02

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx
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Віднімаємо від 2-го та 4-го 1-ше, а від 3-го – подвоєне перше рівняння 





















.132

,24

,1

,02

uy

uy

zy

uzyx

 

Множимо 2-ге рівняння на (–1)  





















.132

,24

,1

,02

uy

uy

zy

uzyx

 

Віднімаємо від 3-го рівняння 2-ге, а від 4-го – подвоєне 2-ге 





















.132

,34

,1

,02

uz

uz

zy

uzyx

 

Додамо до 4-го рівняння подвоєне 3-тє 





















.55

,34

,1

,02

u

uz

zy

uzyx

 

З останнього рівняння знаходимо u= –1, підставляючи знайдене нами значення u в 

3-тє рівняння, бачимо z = 1. Підставляючи z = 1, u= –1 у 2-ге рівняння, бачимо у = 

–2, і нарешті, підставляючи це все в 1-ше рівняння, бачимо х = –3. Отже, 

відповідь: х = –3, у = –2, z = 1, u= –1. 
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