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Передмова 

Вища математика є теоретичною основою більшості технічних і 

природознавчих наукових дисциплін. Оволодіння її методами та вміння 

застосовувати їх на практиці необхідно для кожного фахівця в цих галузях. 

Диференціальне числення функцій багатьох змінних є важливим розділом курсу 

вищої математики. Його методи широко використовуються у прикладних задачах 

природознавства і техніки.  

Метою цього посібника є ознайомлення здобувачів вищої освіти з основами 

теорії диференціального числення функцій багатьох змінних, а також формування 

практичних навичок розв’язування типових задач. Для досягнення цієї мети 

матеріал поділено на частини. Перша частина посібника містить необхідні 

теоретичні відомості щодо диференціального числення функцій багатьох змінних. 

У другій частині наведено приклади розв’язування основних задач. Третя частина 

містить варіанти практичних завдань для засвоєння матеріалу. Додаток до 

посібника має структуру довідника. Його головна мета – допомогти здобувачам 

вищої освіти швидко знайти необхідне означення чи формулу. Таке подання 

матеріалу жодним чином не може замінити лекцій або підручника. 

 

1. Функції багатьох змінних 

1.1. Функція багатьох змінних 

Означення. Нехай задано множину упорядкованих пар чисел 2RD  . Якщо 

кожній точці Dyx ),(  за певним правилом або законом відповідає єдине число z, 

то кажуть, що на множині D задано функцію двох змінних x та y. Це позначають 

так: ),( yxfz  . 

Приклад. Швидкість v, час t та шлях s пов’язані співвідношенням: 

t
sv   . 

Тут v є функцією від s і t: ),( tsfv  . 
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Означення. Графіком функції ),( yxfz   у 

прямокутній декартовій системі координат Oxyz 

називається геометричне місце точок 

)),(;;( yxfyxP , проєкції  яких належать множині 
2RD  . Це місце точок утворює у просторі 3R  

певну поверхню, проєкцією на площину Oxy є множина D (рис. 1).  

Означення функції можна узагальнити на випадок n незалежних змінних. 

У випадку 3n  графік функції намалювати не можна.  

Означення.  - околом точки ),( 000 yxM  називають множину точок );( yxM , 

координати яких задовольняють умову  

  2
0

2
00 )()(),( yyxxMM . 

Тут ),( 0 MM  ‒ відстань між точками 0M  та M . 

Інакше кажучи,  - окіл точки ‒ це множина всіх 

внутрішніх точок круга з центром у точці ),( 000 yxM  

радіуса   (рис. 2). 

Означення. Нехай   

1nnM  1),( nnnn yxM  є послідовністю точок на 

площині. Точку ),( 0000 yxMM   називають границею цієї послідовності, якщо для 

довільного числа 0  існує номер N, який залежить від  , такий, що при Nn   

виконується нерівність  ),( 0 nMM . 

Границю послідовності позначають символом 0lim MM nn



. 

 
1.2. Границя функції багатьох змінних 

Нехай функція ),( yxfz   визначена на деякій множині 2RD   і точка 

DyxM ),( 000  або DyxM ),( 000 , але в цьому випадку довільний  - окіл цієї 

точки містить хоча б одну точку множини D, відмінну від 0M . 

Означення (за Коші). Число A називається границею функції ),( yxfz   

у точці ),( 0000 yxMM  , якщо для кожного числа 0  існує число 0 , яке 
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залежить від  , таке, що для всіх точок DyxM ),( , які задовольняють умову 

  ),(0 0 MM , виконується нерівність  AMf )( . 

Існує ще одне еквівалентне означення границі функції багатьох змінних. 

Означення (за Гейне). Число A називається границею функції ),( yxfz   

у точці ),( 0000 yxMM  , якщо для довільної послідовності точок  1nnM , де 

DM n  , 0MM n  , Nn  і 0lim MM nn



, послідовність відповідних значень 

функції  1)( nnMf  має границю A: AMf nn



)(lim . 

Границю функції позначають символом Ayxf
o

o

yy
xx





),(lim  або AMf
MM




)(lim
0

. 

Для функції двох змінних є справедливими теореми про границі, які 

виконуються для функції однієї змінної, зокрема: 

Теорема. Нехай функції ),( yxf  і ),( yxg  визначені на множині 2RD   та 

мають у точці DM 0  границі відповідно A  і B . Тоді функції ),(),( yxgyxf  , 

),(),( yxgyxf  , 
),(
),(

yxg
yxf  мають у цій точці границі відповідно BA  , BA  , 

)0( B
B
A . 

Означення. Функція ),( yxfz  )(Mf  називається нескінченно малою 

в точці 0M , якщо 0)(lim
0




Mf
MM

. 

Теорема. Для того щоб функція )(Mfz   мала у точці 0M  границю A , 

необхідно і достатньо, щоб )()( MAMf  , де )(M  ‒ нескінченно мала 

в точці 0M  функція. 

 
1.3. Неперервність функції багатьох змінних 

Означення (перше означення неперервності). Нехай функція )(Mfz   

визначена на множині D. Точка DM 0 , і довільний  - окіл цієї точки містить 

точки множини D. Функція )(Mfz   називається неперервною у точці 0M , якщо  
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)()(lim 0
0

MfMf
MM




.                                                  (1) 

Означення. Точки, у яких функція є неперервною, називають точками 

неперервності функції, а точки, у яких рівність (1) не виконується, ‒ точками 

розриву. 

Означення. Позначимо через 0xxx  , 0yyy  , 

),(),( 00 yxfyxfz  . Величини x , y  називають приростами аргументів 

функції x  та y  у точці );( 000 yxM , а величину z  ‒ повним приростом функції 

в цій точці. 

З рівності (1) одержимо  0)),(),((lim 00 



yxfyxf
o

o

yy
xx

. Або 0lim
0
0





z
y
x





. 

Означення (друге означення неперервності). Нехай функція визначена на 

множині D. Точка DM 0 , і довільний  - окіл цієї точки містить точки 

множини  D. Функція )(Mfz   називається неперервною в точці 0M , якщо її 

повний приріст в цій точці z  прямує до нуля, коли прямують до нуля прирости 

аргументів x . та y . 

Як для функції однієї змінної, так і в багатовимірному випадку арифметичні 

операції над неперервними функціями та побудова складеної функції 

з  неперервних приводять до неперервних функцій. 

Означення. Множина 2RD   називається зв’язною, якщо будь-які її дві 

точки можна з’єднати неперервною кривою, яка цілком належить D. 

Приклад. Круг, трикутник ‒ зв’язні множини. 

Означення. Точка DM 0  називається внутрішньою точкою множини D, 

якщо існує  - окіл цієї точки, який множина D цілком містить у собі.  

Означення. Множину D називають відкритою, якщо кожна її точка є 

внутрішньою. 

Означення. Областю називають відкриту, зв’язну множину.  

Приклад. Множина точок площини ),( yxM , таких, що 122  yx , є 

областю. 
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Означення. Точку M  називають межовою точкою множини D, якщо будь-

який  - окіл цієї точки містить точки, які як належать множині D, так і не 

належать множині D. 

Означення. Множину всіх межових точок множини D називають межею 

множини. 

Означення. Область разом з її межею називають замкненою. 

Означення. Множина 2RD   називається обмеженою, якщо круг деякого 

скінченного радіуса цілком містить у собі множину D. 

Замкнена обмежена область є в багатовимірному випадку аналогом відрізка 

для функції однієї змінної. Розглянемо деякі теореми, які узагальнюють 

властивості неперервних на відрізку функцій однієї змінної. 

Теорема. Якщо функція ),( yxfz   є неперервною в замкненій, обмеженій 

області 2RD  , то в цій області існують точки, у яких функція набуває свого 

найменшого та найбільшого значень. 

Теорема. Якщо функція ),( yxfz   є неперервною в замкненій, обмеженій 

області 2RD   та )()( 21 MfMf   , де точки DMM 21 , , то існує точка, така, 

що )( 0Mf . 

 
1.4. Частинні похідні 

Означення. Нехай функція ),( yxfz   визначена в деякому околі точки 

),( yxM . Надамо змінній x  приріст x , але так, щоб точка ),(1 yxxM   

належала заданому околу. Величину ),(),( yxfyxxfzx    називають 

частинним приростом функції ),( yxfz   по змінній x  у точці ),( yxM . 

Аналогічно визначається частинний приріст функції по змінній y : 

),(),( yxfyyxfzy   . 

Означення. Частинною похідною функції ),( yxfz   за змінною x  у точці 

),( yxM  називають границю 
 x

zx

x 


 0
lim

x
yxfyxxf

x 




),(),(lim
0




, якщо вона існує. 
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Цю частинну похідну позначають одним із символів 
x
z

 , 

x
f

 , xz , xf  . Якщо 

йдеться про значення частинної похідної в конкретній точці );( 000 yxM , це 

позначають, наприклад, так: );( 00 yxz x  або 
0Mxz . 

Аналогічно визначається частинна похідна функції ),( yxfz   за змінною y  

у точці ),( yxM : 


 y

zy

y 


 0
lim

y
yxfyyxf

y 




),(),(lim
0




, якщо ця границя існує. 

Цю частинну похідну позначають одним із символів: 
y
z

 , 

y
f

 , yz , yf  . 

Похідні xz  та yz  називають ще частинними похідними першого порядку. 

Частинні похідні другого порядку визначаються як частинні похідні від похідних 

першого порядку: 



















x
z

xx
z
2

2

 або xxxx zz )(  ,      

















y
z

yy
z
2

2

 або yyyy zz )(  , 

 



















x
z

yyx
z2

 або yxxy zz )(  ,     

















y
f

xxy
z2

 або xyyx zz )(  . 

Означення. Частинні похідні xyz   та yxz   називають мішаними похідними 

другого порядку.  

Теорема Шварца про мішані похідні. Якщо функція ),( yxfz   визначена 

разом зі своїми  похідними xz , yz , xyz  , yxz   у деякому околі точки ),( 000 yxM , 

причому похідні xyz   та yxz   неперервні в точці 0M , то в цій точці 
0Mxyz

0Myxz  . 

Аналогічна теорема справедлива для будь-яких неперервних мішаних 

похідних, які відрізняються між собою лише порядком диференціювання.  

 
 
 
 



 

 10 

1.5. Диференційовність функції багатьох змінних 

Означення. Функція ),( yxfz   називається диференційовною в точці M, 

якщо її повний приріст в цій точці можна подати у вигляді 

  yxyBxAz   ,                                    (2) 

де A  та B  ‒ дійсні числа, ),( yx    та ),( yx    ‒ нескінченно малі 

функції при 0x , 0y . 

Теорема (неперервність диференційовної функції). Якщо функція 

),( yxfz   диференційовна в точці M , то вона є неперервною в цій точці. 

Теорема (існування частинних похідних диференційовної функції). Якщо 

функція ),( yxfz   диференційовна в точці );( yxM , то в цій точці існують 

частинні похідні й у формулі (1) 
x
zA



 , 
y
zB



 . 

Теорема (достатні умови диференційовності функції). Якщо функція 

),( yxfz   має частинні похідні в деякому околі точки M  і ці похідні неперервні 

в точці M , то функція ),( yxfz   є диференційовною в цій точці. 

 

1.6. Диференціал функції багатьох змінних 

Означення. Нехай функція ),( yxfz   є диференційовною в точці M. 

Повним диференціалом zd  функції ),( yxfz   називається головна лінійна 

відносно x  та y  частина повного приросту (2) цієї функції в точці M: 

    yBxAzd   .                                                   (3) 

Оскільки за теоремою про існування частинних похідних диференційовної 

функції 
x
zA



 , 
y
zB



  та диференціали незалежних змінних x та y дорівнюють 

приростам цих змінних xxd  , yyd  , то формулу (3) можна подати у 

вигляді: 

    dy
y
zdx

x
zdz








 .                                                 (4) 
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Означення. Диференціал (4) називають ще диференціалом першого порядку. 

Диференціал другого порядку визначається як диференціал від диференціала 

першого порядку: )(2 zddzd  . 

Якщо змінні x та y є незалежними, то диференціал другого порядку можна 

знайти за формулою: 

  2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd













  .                                (5) 

Формулу (5) можна подати скорочено:  

  zdy
y

dx
x

zd
2

2















 .                                             (6) 

Диференціал n-го порядку визначається аналогічно: )( 1 zddzd nn  . Або 

скорочено  

zdy
y

dx
x

zd
n

n















 .                                              (7) 

Слід зазначити, що формули (5), (6), (7) справедливі лише у випадку, коли 

змінні x та y функції ),( yxfz   є незалежними. 

Приклад. Знайти частинні похідні першого і другого порядків та 

диференціали dz  та zd 2  функції 24 yxz  . 

xz 234 yx ,   yz yx 42 ,   xxz  2212 yx ,   , yyz  42x ,   , xyz  yx38 ,   , yxz  yx38 . 

За формулою (4) dz 234 yx xd + yx 42 yd . 

За формулою (5)    2432222 21612 ydxyxddyxxdyxzd  . 

 
1.7. Похідні неявно заданих функцій. 

Якщо неявно задана функція )(xy   визначається рівнянням 0),( yxF , її 

похідну можна знайти за формулою 






y

x
x

F

Fy  
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Якщо неявно задана функція двох змінних ),( yxz   визначається 

рівнянням 0),,( zyxF , її частинні похідні можна знайти за формулами 






z

x
x

F

Fz ,     




z

y
y

F

F
z  

 
1.8. Похідні складеної функції двох змінних 

Теорема. Нехай функції )(txx  , )(tyy   диференційовні в точці t , а 

функція ),( yxfz   диференційовна у відповідній точці ))(),(( tytxM . Тоді 

складена функція ))(),(( tytxfz   диференційовна в точці t , а її похідну в цій 

точці можна знайти за формулою: 

     
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz








 .                                             (8) 

Приклад. Знайти похідну 
dt
dz , якщо 23 5yxz  , де tex 2 , ty 3sin . 

Маємо    23x
x
z



 ,     , y

y
z 10


     te

dt
dx 22 ,    t

dt
dy 3cos3 . 

За формулою (1) 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz








 =  tyex t 3cos31023 22

tettee ttt 6sin1563cos33sin102)(3 6222  . 

Теорема. Нехай функції ),( vuxx  , ),( yuyy   диференційовні в точці 

);(1 vuM , а функція ),( yxfz   диференційовна у відповідній точці 

)),(),,((2 vuyvuxM . Тоді складена функція )),(),,(( vuyvuxfz   диференційовна 

в точці );(1 vuM , а її частинні похідні в цій точці можна знайти за формулами: 

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z
















 , 

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z
















                                                 (9) 
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Приклад. Знайти похідну 
u
z


 , якщо xyz ln3 , де 22 vux  , uvy  . 

Маємо    
x
y

x
z 3



 ,     , xy

y
z ln3 2


     u

u
x 2


 ,    v

u
y



 . 

За формулами (9)  

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z



















x
y3

u2 xy ln3 2 v  

)ln(32)ln()(32)( 2232
22

34
222

22

3

vuvu
vu
vuvvuuvu

vu
uv







 . 

 
1.9. Екстремум функції двох змінних 

Означення. Нехай функція ),( yxfz   визначена в області 2RD   і точка 

DyxM ),( 000 . Якщо існує  - окіл цієї точки, який цілком належить області D , 

і для всіх відмінних від 0M  точок M  цього околу виконується нерівність 

)()( 0MfMf  , точку 0M  називають точкою локального максимуму функції 

),( yxfz  . 

Означення. Нехай функція ),( yxfz   визначена в області 2RD   і точка 

DyxM ),( 000 . Якщо існує  - окіл цієї точки, який цілком належить області D , 

і для всіх відмінних від 0M  точок M  цього околу виконується нерівність 

)()( 0MfMf  , точку 0M  називають точкою локального мінімуму функції 

),( yxfz  . 

Означення. Точки локального максимуму і мінімуму називають точками 

локального екстремуму функції ),( yxfz  .  

Теорема (необхідні умови екстремуму). Якщо функція ),( yxfz   має 

в точці ),( 000 yxM  локальний екстремум, то в цій точці частинні похідні першого 

порядку 
x
z


  та 

y
z


  дорівнюють нулю або не існують. 



 

 14 

Означення. Точку ),( 000 yxM , у якій частинні похідні першого порядку 
x
z


  

та 
y
z


  дорівнюють нулю, називають стаціонарною точкою функції ),( yxfz  . 

Означення. Стаціонарні точки та точки, в яких частинні похідні першого 

порядку не існують, називають критичними точками функції ),( yxfz  . 

Таким чином, якщо функція в деякій точці набуває екстремуму, то ця точка 

є критичною. Обернене твердження неправильне. 

Теорема (перші достатні умови екстремуму). Нехай у стаціонарній точці 

),( 000 yxM  і деякому її околі функція ),( yxfz   має неперервні частинні похідні 

другого порядку. Позначимо через  

0

2

2

Mx
zA




 ,   
0

2

Myx
zB



 ,   

0

2

2

My
zC




 ,    2BAC  . 

Якщо 0 , 0A , то точка ),( 000 yxM  є точкою локального мінімуму 

функції ),( yxfz  . 

Якщо 0 , 0A , то точка ),( 000 yxM  є точкою локального максимуму 

функції ),( yxfz  . 

Якщо 0 , то точка ),( 000 yxM  не є точкою локального екстремуму. 

Приклад. Знайти екстремуми функції .512622  yxyxyxz  

Маємо  62 

 yx

x
z , 122 


 yx

y
z . 

Розглянемо систему рівнянь 


















0

,0

y
z
x
z








.0122
,062

yx
yx

 

Вона має розв’язок 6,0 00  yx .  

Точка )6,0(M  ‒ стаціонарна точка функції. 
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22

2





x
z ,       , 1

2





yx
z ,       , 22

2





y
z . 

Тоді   2
0

2

2






Mx

zA ,   1
0

2







Myx
zB ,   2

0

2

2






My

zC . 

03122 22  BAC . 

За теоремою точка )6,0(M  ‒ точка локального мінімуму функції. 

Теорема (другі достатні умови екстремуму). Нехай у стаціонарній точці 

),( 000 yxM  і деякому її околі функція ),( yxfz   має неперервні частинні похідні 

другого порядку. 

Якщо диференціал другого порядку в цій точці 0)( 0
2 Mzd , то точка 

),( 000 yxM  є точкою локального мінімуму функції ),( yxfz  . 

Якщо диференціал другого порядку в цій точці 0)( 0
2 Mzd , то точка 

),( 000 yxM  є точкою локального максимуму функції ),( yxfz  . 

 
1.10. Похідна за напрямом. Градієнт 

Означення. Область простору, кожній точці М якого поставлено 

у відповідність значення деякої скалярної величини )(Mu , називають скалярним 

полем. 

Нехай із точки ),,( zyxM  простору проведено вектор ),,( zyx aaaa , напрямні 

косинуси якого 
a
ax
cos , 

a
a y
cos , 

a
a z
cos . На векторі a  на відстані  

222 zyxa  від його початку візьмемо точку 

),,(1 zzyyxxM  . Тоді функція ),,( zyxfu   при переході від точки M  

до точки 1M  в напрямку вектора a  набуде приросту )()( 1 MfMfua  . 

Означення. Якщо існує границя відношення 
a
ua


  при 0 a , то цю 

границю називають похідною функції ),,( zyxfu   у точці ),,( zyxM  за напрямом 

вектора a : 
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a
u
 a

za

a 


 0
lim  

Похідна за напрямом обчислюється за формулою: 

 coscoscos
z
u

y
u

x
u

a
u















  

Звідси випливає, що частинні похідні функції є окремими випадками похідної за 

напрямом.  

Приклад. Знайти похідну функції 22 2 yxzxu   в точці )1,2,1( A  за 

напрямом від точки A  до точки )3,4,2( B . 

Знайдемо координати вектора ABa   і його напрямні косинуси: 

ABa  = )2,2,1()13,24,12(  , 

222
zyx aaaa 

 39)2(21 222  , 

3
1cos 

a
ax
 ,     

3
2cos 

a
ay
 ,     , 

3
2cos 

a
az
 . 

Частинні похідні функції в точці A : 

zx
x
u 22 


 ,   y

y
u 2


 ,  x

z
u 2

 . 

4)1(212 



Ax
u ,  422 




Ay
u ,  

Az
u

 212  . 

3
16

3
22

3
24

3
14 











Aa
u . 

Означення. Вектор, координатами якого є значення частинних похідних 

функції ),,( zyxfu   в точці ),,( zyxM , називають градієнтом функції в цій точці 

і позначають grad u: 

grad u k
z
uj

y
ui

x
u 












  

Теорема (звʼязок між градієнтом і похідною за напрямом). Похідна функції 

),,( zyxfu   в точці ),,( zyxM  за напрямом вектора a  дорівнює скалярному 
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добутку градієнта на )cos,cos,(cos0 a  – орт вектора ),,( zyx aaaa . Іншими 

словами, похідна за напрямом дорівнює проєкції градієнта функції в цій точці на 

вектор a :  





a
u
  grad u 0a = пр

a
grad u. 

Похідна в даній точці М0 за напрямом вектора a  має найбільше значення, 

якщо напрям вектора a  збігається з напрямом градієнта, причому   





0

max
Ma

u grad )( 0Mu . 

Таким чином, швидкість зростання скалярного поля в точці М0  є максимальною в 

напрямі градієнта.  

Похідна за напрямом вектора, перпендикулярного до градієнта, дорівнює 

нулю. 

Приклад. Знайти значення градієнта функції xyzzyxu 2222   в точці  

)2,1,0(0M . 

Знайдемо частинні похідні функції та їх значення в точці М0: 

yzx
x
u 22 


 ,   xzy

y
u 22 


 ,  xyz

z
u 22 

 . 

421202
0





Mx
u , 220212

0





My
u , 

0Mz
u

 410222  . 

Отже, grad u )( 0M kji


424  . 
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2. Приклади розв’язування задач 

Приклад 1. Знайти диференціали dz  і zd 2  функції )4ln( )22 yxz  . 

Розв’язання  

Спочатку знайдемо частинні похідні першого порядку: 

2222 4
2)2(

4
1

yx
xx

yxx
z









 , 

2222 4
2)2(

4
1

yx
yy

yxy
z









 . 

Диференціал dz : 

dy
y
zdx

x
zdz








 dx
yx

x
224

2



 




 dy
yx

y
224

2
224

22
yx
ydyxdx


 . 

Тепер знайдемо частинні похідні другого порядку: 

222

22

222

22

2

2

)4(
822

)4(
)2)(2()4(2

yx
yx

yx
xxyx

x
z











 , 

222222

2

)4(
4)2(

)4(
2

yx
xyy

yx
x

yx
z










 , 

222

22

222

22

2

2

)4(
822

)4(
)2)(2()4(2

yx
xy

yx
yyyx

y
z











 . 

Диференціал другого порядку zd 2 : 














 2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd  

222

222222

)4(
)4(28)4(2

yx
dyxyxydxdydxyx




 . 

Відповідь: dz
224

22
yx
ydyxdx


 , 

222

222222
2

)4(
)4(28)4(2

yx
dyxyxydxdydxyxzd




 . 
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Приклад 2. Обчислити похідну xy  неявної функції  0)sin( 3  yxyexy x . 

Розв’язання. 

Позначимо через yxyexyyxF x 3)sin(),(  . 

Знаходимо частинні похідні функції: 






x
FFx yxyexyy x 23)cos(  , 






y
FFy

3)cos( xexyx x  . 

Похідну xy  неявної функції  знаходимо за формулою: 






y

x
x

F

Fy 3

2

)cos(
3)cos(
xexyx

yxyexyy
x

x




 . 

Відповідь: xy 3

2

)cos(
3)cos(
xexyx

yxyexyy
x

x




 . 

Приклад 3. Обчислити похідні xz  та yz  неявної функції 

012335  zyxyxe z . 

Розв’язання. 

Позначимо через 123),,( 35  zyxyxezyxF z . 

Знаходимо частинні похідні функції: 






x
FFx 15 34  yx , 






y
FFy 33 25  yx . 

.2



 z
z e

z
FF  

Похідні xz  та yz  неявної функції ),( yxz   знаходимо за формулами: 

2
15 4







 z

z

x
x e

yx

F

Fz ,     
2

33 35







 z

z

y
y e

yx

F

F
z . 

Відповідь: 
2

15 4




 zx e
yxz ,    

2
33 35




 zy e
yxz . 



 

 20 

Приклад 4. Обчислити похідну 
dt
dz  складеної функції   xez yx ,32 tg t,  tty  2 . 

Розв’язання. 

Похідну 
dt
dz  визначаємо за формулою 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz








 = )12(3
cos

12 32
2

32   te
t

e yxyx = 





  36

cos
2

2
32 t

t
e yx  

tttgte 332 2  





  36

cos
2

2 t
t

. 

Відповідь: 
dt
dz tttgte 332 2  






  36

cos
2

2 t
t

. 

Приклад 5. Обчислити похідні 
u
z


  і 

v
z


  складеної функції ,ln2 yxz  ,

u
vx   

22 vuy  . 

Розв’язання. 

Похідну 
u
z


  визначимо за формулою: 

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z
























 u

y
x

u
vyx 2ln2

2

2 





 2

22 )ln(2
u
vvu

u
v




 u
vuu

v 2
)( 222

2

23

2
22

3

2 2)ln(2
uvu

vvu
u
v


 . 

Похідну 
u
z


  визначимо за формулою: 

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z
















 =  v

y
x

u
yx 21ln2

2


u

vu
u
v 1)ln(2 22  




 v
vuu

v 2
)( 222

2

224

3
22

2

2)ln(2
vuu

vvu
u

v


 . 

Відповідь: 



u
z

23

2
22

3

2 2)ln(2
uvu

vvu
u
v


 , 





v
z

224

3
22

2

2)ln(2
vuu

vvu
u

v


 . 
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Приклад 6. Дослідити функцію xyyxz 1233   на локальний екстремум. 

Розв’язання. 

Знаходимо частинні похідні функції: 

yx
x
z 123 2 


 ,  

xy
y
z 123 2 


 . 

Стаціонарні точки функції визначаємо із системи рівнянь: 




















0

,0

y
z
x
z

  







0123
,0123

2

2

xy
yx

 





















04
4

,
4

22

2

xx

xy












0)64(

,
4

3

2

xx

xy  


























.4
,4

,0
,0

2

2

1

1

y
x
y
x

 

Ми знайшли дві стаціонарні точки )0,0(1M  та ).4,4(2 M За необхідними 

умовами екстремуму він може бути тільки в цих точках. Перевіряємо виконання 

достатніх умов. Для цього знаходимо частинні похідні функції другого порядку: 

x
x
z 62

2



 , 

12
2





yx
z , 

y
y
z 62

2



 . 

У точці )0,0(1M  маємо 

006
1

2

2

1 




Mx

zA , 

12
1

2

1 





Myx
zB ,  
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.006
1

2

2

1 




My

zC ,  

01441200 22
1111  BCA .  

Це означає, що точка )0,0(1M  не є точкою екстремуму функції. 

У точці )4,4(2 M  маємо 

24)4(6
2

2

2

2 




Mx

zA , 

12
2

2

2 





Myx
zB ,  

.24)4(6
2

2

2

2 




My

zC ,  

043214457612)24()24( 22
2222  BCA .  

Це означає, що точка )4,4(2 M  є точкою локального мінімуму функції 

xyyxz 1233  . 

Відповідь: точка )4,4(2 M  є точкою локального мінімуму функції. 

Приклад 7. Знайти похідну 
a
u



  функції 3

2

4

62 x
z
yu   за напрямом вектора 

Розв’язання. 

Знаходимо модуль та напрямні косинуси вектора a : 
222

zyx aaaa 
 143)1()2( 222  , 

14
2cos 

a
ax
 ,     

14
1cos 

a
ay
 ,     , 

14
3cos 

a
az
 . 

Обчислимо частинні похідні функції: 

218x
x
u



 ,  

2

38
z
y

y
u



 , 



 

 23 

3

44
z
y

z
u



 . 

Похідну 
a
u



  функції 3

2

4

62 x
z
yu   за напрямом вектора a )3,1,2(  знаходимо за 

формулою 















  coscoscos

z
u

y
u

x
u

a
u
  
















14
34

14
18

14
218 3

4

2

3
2

z
y

z
yx  

3

4

2

3
2

14
12

14
8

14
36

z
y

z
yx  . 

Відповідь: 
a
u





3

4

2

3
2

14
12

14
8

14
36

z
y

z
yx  . 

Приклад 8. Знайти градієнт функції zy
y
xu ln2 4

2

3

  у точці )1,1,2(0 M . 

Розв’язання.  

Знаходимо частинні похідні функції: 

2

23
y
x

x
u



 ,  

zy
y
x

y
u ln82 3

3

3



 , 

z
y

z
u 42



 . 

Обчислимо значення похідних у точці )1,1,2(0 M : 

0Mx
u

 12

)1(
23

2

2





 , 

0My
u

 161ln)1(8

)1(
22 3

3

3





 , 

0Mz
u

 2

1
)1(2 4




 . 
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grad u )( 0M kji


21612  . 

Відповідь: grad u )( 0M )2,16,12( . 

Приклад 9. Знайти найбільшу швидкість зростання поля 234 5yzxu   в точці 

)2,1,1(0 M . 

Розв’язання.  

Знаходимо частинні похідні функції: 

334 zx
x
u



 , 

y
y
u 10


 , 

243 zx
z
u



 . 

Обчислимо значення похідних у точці )2,1,1(0 M : 

0Mx
u

 32214 33  , 

0My
u

 10)1(10  , 

0Mz
u

 12213 24  . 

grad u )( 0M kji


121032  . 

Найбільшу швидкість зростання поля ),,( zyxfu   у точці 0M  знаходимо за 

формулою 





0

max
Ma

u grad )( 0Mu 222 121032  = .31721268   

Відповідь: .3172  
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3. Практичні завдання 

3.1. Знайти диференціали dz  і zd 2  функцій: 

1. 
yx
yxz





2

2 32

. 

2. 
23 32 yxez  . 

3. yxxyz 23  . 

4. )(arcsin 32 yxz  . 

5. )32(ln 23 yxz  . 

6. 32 23
3

xy
yxz




 . 

7. 
32 43 xyez  . 

8. xyyxz 43  . 

9. )(arccos 32 yxz  . 

10. )23(ln 32 yxz  . 

11. 
yx
yxz

2
32 23




 . 

12. 
34 23 yxez  . 

13. yxxyz 34  . 

14. )(arcsin 23 yxz  . 

15. )34(ln 43 yxz  . 

16. 
yx
yxz

3
3 32




 . 

17. 
24 43 xyez  . 

18. yxxyz 42  . 

19. )(arccos 23 yxz  .  

20. )32(ln 33 yxz  . 
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21. 
yx
yxz

2
23 33




 . 

22. 
42 34 yxez  . 

23. yxxyz 43  . 

24. )(arcsin 42 yxz  . 

25. )23(ln 34 yxz  . 

 
3.2. Обчислити похідну xy  неявної функції: 

1. 02
232  yxexyyx . 

2. 03sin 232  yyxyxx . 

3. 013cos 3233  xyyxyx . 

4. 04ln 23
2

4

 xyyx
y
x . 

5. 0123 232  xyyxex y . 

6. 023sin 2224  xyxyyxx . 

7. 032
3

3 2


x
yxyex y . 

8. 0534ln 23  xyyx
y
x . 

9. 042cos 2

2
3  xy

x
yxy . 

10. 0123sin 332  yx
x
yyx . 

11. 023
2

2  x
y
xxye xy . 

12. 03)3(ln 2
2

3

 xyyx
x
y . 

13. 04
33223  yxeyxyx . 



 

 27 

14. 023cos 42324  yyxyx . 

15. 034sin2 23342  xyyxxyx . 

16. 0135ln 32
3

4

 yxyx
x
y . 

17. 022 23234  xyyxex y . 

18. 0524sin 5342  xyxyxyx . 

19. 0153
2

4 3

 y
x
yxyex y . 

20. 06242ln 32  xyyx
x
y . 

21. 073sin 5

3
4  xy

x
yyx . 

22. 0354cos23 325  xy
y
xyx . 

23. 0234 3

4
2  y

x
yxye yx . 

24. 054)32(ln 3
3

4

 xyyx
y
x . 

25. 06234
44354  yxeyxyx  . 

 

3.3. Обчислити похідні xz  та yz  неявної функції: 

1. 0543223  zyxyxe z . 

2. 02725ln  zyx
y
xz . 

3. 064cos3 324  zyxzxy . 

4. 01652sin 2
2  xyz

x
yz . 

5. 0224arcsin3 22  zyxzyx . 

6. 03sinsinsin  xzzyyx . 
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7. 052 5
3

3  x
x
yzxyz  

8. 042)sin( 2  xyeyxz z . 

9. 02432 432  xyzzxy . 

10. 03542 32
4  yxzy

x
z . 

11. tg 0123ln 32  zyxyxz . 

12. 03arcsin324 32  xyzxzy . 

13. 04653
3

 yxze
y
x z . 

14. 02
3
1ln 3  yxyzzx . 

15. 
y
xzyx 24 2 ctg z+1=0. 

16. 022224  zyxezx z . 

17. 03arccos2 33
2

2

 zzy
y
x . 

18. 02ln22 
z
yzzxy . 

19. 0524coscos  zxzyyx . 

20. 042 222  zzxyyx . 

21. 0123 222 
z
xyzyx . 

22. 052sinsin 32   zxeyx z . 

23. 03424cos 2 
x
yzyxz . 

24. 0ln4523 33222  xyzxxyzyx . 

25, 0733arcsin2  yxyzze
y
x x . 
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3.4. Обчислити похідну 
dt
dz  складеної функції: 

1. ttytxez yx   243 ,4cos; . 

2. 12,23);2(arcsin 2  tytxxyz . 

3. tyexyxz t 2sin,);32(ln 4  . 

4. z = arcctg tytx
y
x cos2,3ln;  . 

5. 23,);(cos 4523   tyexyxz t . 

6. tyttxez yx 4cos,2; 32  . 

7. tt eyexyxz 33 ,);2(arccos  . 

8. 4,2cos);23(ln 2  tytxyxz . 

9. z = arctg teytx
x
y 22 ,sin;  . 

10.  ytxyxz ,2ln);(sin 34 1 − ctg t. 

11. tytxez yx 2cos,23; 432

 . 

12. 2,2;arcsin 43  teytx
y
xz . 

13.  ytxyxz ,cos);32(ln 2 tg 3t. 

14. z  arctg ttyexyx t 2,);2( 23  . 

15. z ctg tytxyx 2sin,3ln);( 22  . 

16. tytxez yx ln2,13; 243   . 

17. ttyexyxz t   3223 2,);(arccos . 

18. z tg tytx
x
y 3cos,ln;2   

19. z = arcctg tytxyx sin,1);( 22  . 

20. teytx
y
xz 24 ,2;sin  . 

21. 232 4,sin; tytxez xy   . 
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22. 23,cos);(arcsin 22  tytxxyz . 

23.  ytxyxz ,3);43(ln 2 tg t . 

24. z = arctg tyexyx t 3ln,;   . 

25.  yttxxyz ,4);3(cos 32 ctg 2t . 

 

3.5. Обчислити похідні 
u
z


  і 

v
z


  складеної функції: 

1. uvyvuxxyyxz sin,cos; 2333  . 

2 2

2
3

3

3

2

2

,ln;
v
uyvux

x
y

y
xz  . 

3. 3

4

,;
u
vyuex

yx
xyz v 


 . 

4. 32
2

3 32,;ln vuy
u
vxyxz  . 

5. vuyuvxeyz x sin,cos; 223 2

 . 

6. uvyuvxxyyxz cos,sin; 323232  . 

7. 222
3

2

2

3

,ln; vuyuvx
y
x

x
yz  . 

8. 332 ,;
23

vuyevx
yx

xyz u 


 . 

9. 2

3
32

2 ,;ln
v
uyvux

x
yz  . 

10. 
u

vy
v

uxexz y cos,sin;
32  . 

11. 232
2

2

,; uvyeux
yx
yxz v 




 . 

12. 23
223

,
ln

; vuy
v

ux
x
y

y
xz  . 
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13. 
u

vy
v

uxxyyxz sin,cos;3234  . 

14. 34
2

3

43,;ln vuy
u
vx

yx
yz 


 . 

15. )(cos),(sin;3

2

uvyvux
x
ez

y

 . 

16. 
v
uyuvxxyyxz sin,cos;2425  . 

17. )(ln,ln;5

2

2

4

vuyuvx
x
y

y
xz  . 

18. 2
4

2

3

,;
u
vyeux

yx
yxz v 




 . 

19. 2222
2

,;
ln

vuyvux
y

xz  . 

20. 
v

uy
u

vx
e
xz

y

sin,cos;2

4

 . 

21. 
u
vy

v
uxxyyxz sin,cos;2 2343  . 

22. 32
2

4

2

5

),(ln; vuyvux
x
y

y
xz  . 

23. 2

2
33

2

2

,;
u
vyvux

yx
yxz 



 . 

24. 3

2
4224 ,34;ln

v
uyvuxyxz  . 

25. uvyuvxeyz x cos,sin; 54 3

 . 

 

3.6. Дослідити функцію на локальний екстремум: 

1. xyyxz 1233  . 

2. 32 42 yxyxz  . 

3. yxxyyxz ln2ln2  . 
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4. xyyxz 322 33  . 

5. 3
2

2
2

xyxyz  . 

6. xyxyxyz ln2ln2  . 

7. xyyxz 622 33  . 

8. 3
2

2
2

yxyxz  .  

9. xyxyxyz ln2ln2  .  

10. xyyxz 333  . 

11. 32 22 yxxyz  . 

12. yxxyyxz ln2ln2  . 

13. 33 223 yxxyz  . 

14. 3
2

2
2

yxxyz  . 

15. )2( 22 xxyez y  . 

16. 33 226 yxxyz  . 

17. 32 22 yxyxz  . 

18. )2( 22 yyxez x  .  

19. xyyxz 933  . 

20. 32 42 xyxyz  . 

21. )2( 22 yxxez y  . 

22. 33 3312 yxxyz  . 

23. 3
2

2
2

xxyyz  . 

24. )2( 22 yxyez x  . 

25. 32 22 xyxyz  . 
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3.7. Знайти похідну 
a
u



  функції ),,( zyxfu   за напрямом вектора ),,( zyx aaaa : 

1. 3
2

3

2
y

x
zu  ,  a )1,1,1(  . 

2. 2
2

4

3
2

z
y

xu  ,   a )3,2,1( . 

3. 3
2

4

23 x
z
yu  ,   a )2,3,1(  . 

4. 4
6

2
x

y
zu  ,   a )1,3,2( . 

5. 3
2

3
4

y
z

xu  ,   a )1,1,4(  . 

6. 
z
yxu

2
4 32  ,   a )3,1,1( . 

7. 3

2
3 32

x
yzu  ,   a )1,1,2( . 

8. 
y
zxu

3
2 23  ,   a )2,1,1( . 

9. 2

2
3 24

x
yzu  ,   a )1,1,2(  . 

10. 4
3

2

34 x
y
zu  ,  a )2,1,3( . 

11. 3
2

32 y
x
zu  ,   a )1,2,2(  . 

12. 4
3

56 z
x
yu  ,   a )1,2,1(  . 

13. 3
2

24 x
y
zu  ,   a )3,2,1(  . 
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14. 3
2

4

2 y
z
xu  ,   a )2,1,1(  . 

15. 2
2

56 z
y
xu  ,   a )1,1,1(  . 

16. 2

3
24

y
xzu  ,   a )1,1,1(  . 

17. 2

2
43

z
yxu  ,   a )1,1,1(  . 

18. 
y
xzu

2
3 5 ,   a )1,1,2(  . 

19. 2

2
23

x
zyu  ,   a )1,1,2(  . 

20. 2
2

2

4y
x
zu  ,  a )2,1,1(  . 

21. 3
26 z

y
xu  ,   a )1,2,1(  . 

22. 2
2

3

4x
z
yu  ,   a )2,1,1(  . 

23. 3
2

22 y
x
zu  ,   a )1,2,1(  . 

24. 3
2

3

3
x

y
zu  ,  a )2,1,1(  . 

25. 4
2

3

2
y

z
xu  ,   a )2,2,1(  . 

 
3.8. Знайти градієнт функції ),,( zyxfu   у точці 0M : 

1. 234 3xyzu  ,   )1,2,1(0 M . 

2. 3424 xyzu  ,   )3,1,1(0 M . 
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3. 343 3zyxu  ,   )2,1,1(0 M . 

4. 3423 xyzu  ,   )1,2,2(0 M . 

5. 435 3zyxu  ,   )1,1,2(0 M . 

6. 2342 yxzu  ,   )1,3,1(0 M . 

7. 233 2 yxzu  ,   )2,1,2(0M . 

8. 4253 xyzu  ,   )1,1,3(0 M . 

9. 235 2xyzu  ,   )1,1,2(0 M . 

10. 4524 zyxu  ,   )1,3,1(0 M . 

11. 524 3xyzu  ,   )1,1,3(0M . 

12. 4352 zyxu  ,   )1,1,2(0 M . 

13. 254 4 yxzu  ,   )3,1,1(0 M . 

14. 2235 zxyu  ,   )1,1,1(0 M . 

15. 2234 yxzu  ,   )1,2,1(0 M . 

16. 3323 xyzu  ,   )1,1,2(0 M . 

17. 223 5yxzu  ,   )1,2,1(0 M . 

18. 2232 zyxu  ,   )1,1,3(0 M . 

19. 232 6xyzu  ,   )1,1,2(0 M . 

20. 2322 zyxu  ,   )3,1,1(0 M . 

21. 325 4xyzu  ,   )1,3,1(0 M . 

22. 5243 xyzu  ,   )3,1,1(0 M . 

23. 2345 zyxu  ,   )2,1,1(0 M . 
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24. 2244 xyzu  ,   )1,1,2(0 M . 

25. 523 2zyxu  ,   )2,1,2(0M . 

 

3.9. Знайти найбільшу швидкість зростання поля ),,( zyxfu   у точці 0M : 

1. )1,2,1(, 0
2

2

3

 My
z
xu . 

2. )1,1,1(, 02

2
2  M

x
zxyu . 

3. )1,1,1(, 0
4

2

3

 My
x
zu . 

4. )1,1,2(,ln 02

2

M
x
zyxu  . 

5. )1,1,2(,ln 0
2

3

2

 Mzy
y
xu . 

6. )3ln,1,2(,2 02

3

Me
y
xu z . 

7. )1,3,2(ln, 0
2

2  Mz
y
eu

x

. 

8. )1,3ln,2(, 03

4

 Mxe
x
zu y . 

10. )2ln,2,1(, 04

2

 Mye
y
xu z . 

11. )2,1,3(,ln2 02

42

My
y
zxu  . 

12. )1,2,1(,ln 02

42

 M
x
zyzu . 
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13. )1,2ln,1(, 03

3

 Mze
z
xu y . 

14. )2,2,1(,ln
0

2
2 Myz

y
xu  . 

15. )1,2,2(, 0
2

2

3

 Mx
z
yu . 

16. )2,1,1(, 02

2
2  M

z
yzxu . 

17. )1,1,1(, 0
4

2

3

 Mx
z
yu . 

18. )2,1,1(,ln 02

2

M
y
zxyu  . 

19. )1,2,2(,ln 0
3

3

2

 Mzx
x
yu . 

20. )2ln,2,1(,3 02

3

Mxe
x
yu z . 

21. )1,2,3(ln,2 0
3

2 My
z
eu

x

 . 

22. )1,2ln,1(, 03

4

 Mze
z
xu y . 

23. )3ln,2,2(, 03

4

 Mye
x
yu z . 

24. )2,1,2(,ln3 02

32

 My
x

zyu . 

25. )2,1,1(, 02
2  M

x
zyzu . 
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Додаток. Основні формули та означення 
 

Функції двох змінних 
 

Основні поняття Означення 

Відстань між 

точками 
2

12
2

1221 )()(),( yyxxMM   

δ - окіл точки М0 

)( 0MO  M  R2  ),(: 0 MM  

Виколотий δ - окіл точки М0 

)()( 00 MOMO   \ 0M  

  

Функція двох 

змінних 

Якщо кожній точці Dyx ),(  R2  за певним правилом 

або законом відповідає єдине число z  R, то кажуть, що 

задано функцію ),( yxfz  . 

Графік функції 

двох змінних  

 

 

Множина точок 

)),(,,( yxfyxP  R3 ,  

де Dyx ),(  R2 
 

Границя функції 

двох змінних 




)(lim
0

Mf
MM

Ayxf
o

o

yy
xx





),(lim   

  )(0),(0 00 MOMM    AMf )(  
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Повторні границі 
)),(lim(lim

0

yxfB
xxyy o 

  

)),(lim(lim
0

yxfC
yyxx o 

  

Взагалі CB  .Якщо 

A)y,x(flim
o

o

yy
xx





, то В = С = А 

Частинні 

прирости по x та y  

),( yxfz  , ),( 000 yxM , 0xxx  , 0yyy  , 

),(),( 0000 yxfyxxfzx  , 

),(),( 0000 yxfyyxfzy   

Повний приріст 

функції 

),( yxfz  , ),( 000 yxM , 0xxx  , 0yyy  , 

),(),( 0000 yxfyyxxfz   

),(),(lim 00 yxfyxf
o

o

yy
xx





 Неперервність 

функції двох 

змінних 0lim
0




z
MM

 

 
 
 
 

Частинні похідні та диференціали функцій багатьох змінних 
 

 
Основні поняття Означення 

Частинна похідна 

за змінною х x
z

x
z x

x 






 0
lim

x
yxfyxxf

x 





),(),(lim
0

 

Частинна похідна 

за змінною у y
z

y
z y

y 






 0
lim

y
yxfyyxf

y 





),(),(lim
0

 

Функція, 

диференційовна  

в точці М0 

),( yxfz  , ),( 000 yxM , 

yxyBxAz   , 

BA, R, ),( yx  , ),( yx   , 




0
0

lim
y
x

0lim
0
0






y
x
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Необхідні умови диференційовності: 

Якщо функція ),( yxfz   

диференційовна в точці 0M , то 

0Mx
zA



 , 
0My

zB



  

Достатні умови диференційовності: 

Якщо функція ),( yxfz   має в околі 

точки 0M неперервні частинні похідні 

x
z


  та 

y
z


 , то вона диференційовна 

в цій точці. 

),( yxfz  , 

dy
y
zdx

x
zdz








  Повний диференціал 

диференційовної  

в точці М0  функції  ),,( zyxfu  , 

dz
z
udy

y
udx

x
udu












  

Частинні похідні 

другого порядку 

),( yxfz   



















x
z

xx
z
2

2

 або xxxx zz )(  , 



















y
z

yy
z
2

2

 або yyyy zz )(  , 



















x
z

yyx
z2

 або yxxy zz )(  , 



















y
f

xxy
z2

 або xyyx zz )(  . 

Рівність мішаних 

похідних (теорема 

Шварца) 






0

2

Myx
z

0

2

Mxy
z


 , 

якщо вказані похідні 

неперервні у точці 

0M  

Частинні похідні 

вищих порядків 























 p

p

pn

pn

pnp

n

x
z

yyx
z  – частинна похідна n-го порядку 

(функція спочатку p разів диференціюється по x, потім n-p 

разів по y)  

Диференціали 

вищих порядків 

),( yxfz   (x, y – незалежні змінні), 

)(2 dzdzd   
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2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd













  

)( 1zddzd nn   

zdy
y

dx
x

zd
n

n















 , 

де dy
y

dx
x

d







  – оператор диференціювання  

 
 
 

Диференціювання різних функцій  
 
 

Спосіб задання 

функції 

Вид функції Формула для 

диференціювання 

0),( yxF , де )(xy   




y

x
x

F

Fy  

Неявно задана 

функція 
0),,( zyxF , 

де ),( yxz   




z

x
x

F

Fz ,     




z

y
y

F

F
z  

)(),(),,( tyytxxyxfz   
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz








  

Складена функція 

),(),,(),,( vuyyvuxxyxfz   
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z
















  

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z
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Локальний екстремум функції двох змінних 

 

М0  – точка локального максимуму 

)()()( 00 MfMfMOM  
  

М0  – точка локального мінімуму 

)()()( 00 MfMfMOM  
  

  

Необхідні умови локального екстремуму диференційовної функції 

Якщо ),( 000 yxM  – точка екстремуму функції ),( yxfz  , то  
0Mx

z

 0

0






My

z . 

    У цьому випадку 0M  – стаціонарна точка функції. 

Достатні умови локального екстремуму двічі диференційовної функції 

Нехай 
0

2

2

Mx
zA




 , 
0

2

Myx
zB



 , 

0

2

2

My
zC




 , 2BAC   

A > 0 ),( 000 yxM  – точка мінімуму 
Δ > 0 

A < 0 ),( 000 yxM  – точка максимуму 

Δ < 0 екстремуму в точці ),( 000 yxM немає 

Δ = 0 необхідні додаткові дослідження 
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Похідна за напрямом. Градієнт 

Основні поняття Означення 

Напрямні косинуси 

вектора 
),,( zyx aaaa ,       

a
ax
cos ,     

a
a y
cos ,     , 

a
az
cos ,  

де 222
zyx aaaa 

  

Орт вектора )cos,cos,(cos0 a  – орт вектора ),,( zyx aaaa   

Похідна за напрямом  ),,( zyxfu  , ),,( zyx aaaa , 

 coscoscos
z
u

y
u

x
u

a
u















  

Градієнт функції )z,y,x(fu  , 

grad u k
z
uj

y
ui

x
u 












  

Зв'язок між похідною за напрямом і градієнтом функції 





a
u
  grad u 0a  

Найбільша швидкість зростання поля ),,( zyxfu   у точці 0M  





0

max
Ma

u grad )( 0Mu  
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