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Передмова 
 

 Інтегральне числення функцій багатьох змінних є важливим розділом курсу 
вищої математики, який застосовується в багатьох прикладних задачах 
природознавства і техніки. 
 Перша частина видання являє собою опорний конспект, який складається з 
основних формул і понять. Головну увагу приділено формуванню практичних 
навичок розв’язання задач. Матеріал систематизовано й поділено на частини 
таким чином, щоб можна було легко знайти необхідну формулу або визначення.  
У другій частині вміщено варіанти завдань для індивідуального виконання. 

 
 

 
 1. Інтеграли від функції багатьох змінних 

 
1.1. Подвійний інтеграл 
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де kkk S),(  , kd – діаметр елементарної області kS , kS – площа елементарної 
області kS . 
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Заміна змінних 
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де )v,u(J  – якобіан перетворення: 
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1.2. Криволінійні інтеграли  

 
Криволінійні інтеграли першого роду 
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де ds – диференціал довжини дуги, kkkk AA),( 1 , kl  – довжина дуги kk AA 1 . 

Криволінійні інтеграли другого роду 
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де kkkk AA),( 1 , kl  – довжина дуги kk AA 1  
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Обчислення криволінійних інтегралів 

dt))t(y())t(x())t(y),t(x(fds)y,x(f
L

 




22  )t(yy;)t(xx   

  t  
dt))t(y))t(y),t(x(Q)t(x))t(y),t(x(P(dy)y,x(Qdx)y,x(P

L
 




 

dx))x(y())x(y,x(fds)y,x(f
b

aL
  21  )x(yy   

bxa   dx))x(y))x(y,x(Q))x(y,x(P(dy)y,x(Qdx)y,x(P
b

aL
   

dy))y(x())y(x,y(fds)y,x(f
d

cL
  21  )y(xx   

dyc   dy))y),y(x(Q)y(x)y),y(x(P(dy)y,x(Qdx)y,x(P
d

cL
   

 
 



 

 5 

Формула Гріна 
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1.3. Потрійний інтеграл 
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де kkkk V),,(  , kd – діаметр елементарної області kV , kV – об’єм елементарної 
області kV .  
 
Обчислення потрійного інтегралу 
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Заміна змінних 
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1.4. Деякі застосування кратних та криволінійних інтегралів 

 
Застосування в геометрії 
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Застосування до задач механіки 
 

Крива з лінійною густиною )y,x(   
 

Маса Моменти інерції Статичні моменти Центр маси 
 
 


L

ds)y,x(m   

 

L

x ds)y,x(yI 2  


L

y ds)y,x(xI 2  

 
L

ds)y,x()yx(I 22
0  

 

 

L

x ds)y,x(yM   


L

y ds)y,x(xM   

 

m
M

x y
c   

m
My x

c   

 
Пластина з поверхневою густиною )y,x(   

 
Маса Моменти інерції Статичні моменти Центр маси 

 
dxdy)y,x(yI

D
x  2  

dxdy)y,x(xI
D

2
y  

 

 
 


D

dxdy)y,x(m 

  
dxdy)y,x()yx(I

D
  22

0

 

 
 

dxdy)y,x(yM
D

x   

dxdy)y,x(xM
D

y   

 
 

m
M

x y
c   

m
My x

c   

 
Тіло з об’ємною густиною )z,y,x(   

 
Маса Моменти інерції 

 

 
G

x dxdydz)z,y,x()zy(I 22

 
G

y dxdydz)z,y,x()zx(I 22

 
G

z dxdydz)z,y,x()yx(I 22  

 


G

xy dxdydz)z,y,x(zI 2  


G

xz dxdydz)z,y,x(yI 2  


G

yz dxdydz)z,y,x(xI 2  

 
 
 
 
 

 
 


G

dxdydz)z,y,x(m   

 

 
G

dxdydz)z,y,x()zyx(I 222
0  



 

 8 

 
 

Статичні моменти Центр маси 
 


G

xy dxdydz)z,y,x(zM   


G

xz dxdydz)z,y,x(yM   


G

yz dxdydz)z,y,x(xM   

m
M

x yz
c   

m
My xz

c   

m
M

z xy
c   

 
 

Деякі системи координат на площині й у просторі 
 
 

Полярна система 
координат 

Циліндрична система 
координат 

Сферична система 
координат 

 

 

 

 

 

 

0 <   

 20   

 

 0  

 20   

 z  
 

 r0  

 20   

 0  

 cosx   

 siny   

 cosx   

 siny   

zz   

 

 cossinrx   

 sinsinry   

cosrz   
 

 ),(J   )z,,(J   sinr)r,,(J 2  



 

 9 

Поверхні другого порядку 
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2. Завдання для самостійної роботи 
 

2.1. Змінити порядок інтегрування: 
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2.2. За допомогою подвійного інтеграла знайти площу фігури, 

обмеженої лініями: 
 

 

1. 62  xy , xy 5 . 

2. 4xy , 5 yx . 

3. xy  , x
y 1
 , 2x . 
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4. xy 42  , 2y , 0x . 

5. yx  , 4 yx , 42  yx . 

6. 211 xy  , xy 10 . 

7. 1 yx , 1 yx , 0x . 

8. xy 3 , x
y 3
 , 9x . 

9. xy 22  , 2y , 0x . 

10.  yx  , 2 yx , 22  yx . 

11. 27 xy  , xy 6 . 

12. 1xy , 2
5

 yx . 

13. yx  , 1 yx , 12  yx . 

14. xy 2 , 4y , 0x . 

15. yx  , 1 yx , 0y . 

16. 21 xy  , 1 yx . 

17. xy 2 , x
y 2
 , 4x . 

18. 9xy , 2
15

 yx . 

19. yx  , 1 yx , 0x . 

20. 0 yx , 22  xy . 
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2.3. Переходячи до полярних координат, обчислити: 
 

1.  
D

dydx)yxln( 22
, D : 222 eyx  , 422 eyx  . 

2. 
D

dydx
x
yarctg , D : 122  yx , 0x , 0y . 

3.  


D

dydx
yx
yx

22 , D : 122  yx , 422  yx , 0x , xy   

4.  
D yx
dydx

22 , D : 922  yx , 3
xy  , 0y . 

5.  
D

dydx)yxcos( 22 ,   D :  22 yx , 3
xy  , xy  . 

6.  
D

dydx)yx( 22
,   D : 42 22  )y(x . 

7.  
D

dydxyx 2216 ,   D : 122  yx , 922  yx . 

8.  D

dydx
yx

y
22 ,   D : 02 22  yxx , 06 22  yxx , xy  , 0y . 

9.  


D

dydx
yx
yx

22 ,   D : 122  yx , 422  yx , 0x , 0y  . 

10. 
D

dydxxy2
,   D : 11 22  )y(x , yyx 422  . 

11. 
D yx
dydx

22 ,   D : 122  yx , 922  yx . 

12.  
D

dydx)yxsin( 22 ,   D : 2
22 
 yx , 3

xy  , 3xy  . 

13. 
D

dydx
x
y
3 ,   D : 91 22  yx , 0y , xy  . 

14.  D

dydx
yx

x
22 ,   D : 04 22  yxx , 08 22  yxx , 0y , 3xy  . 
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15.  D

dydx
yx

y
22 ,  D : 06 22  yxx , 010 22  yxx , 3

xy  , 3xy  . 

16. 
D yx
dydx

22 ,   D : 422  yx , 1622  yx . 

17.  
D

dydx)yxsin( 22 ,   D : 2
22 
 yx , 3

xy  , xy  . 

18.  
D

dydxyx 224 ,   D : 122  yx , 222  yx . 

19.  D

dydx
yx

y
22 ,   D : 02 22  yxx , 04 22  yxx , xy  , 3xy  . 

20.  D

dydx
yx

x
22 ,   D : 06 22  yxx , 08 22  yxx , 0y , xy  . 

 
 
  2.4. Обчислити потрійний інтеграл: 
 

1.  
G

dxdydz)yzyx( 22 ,    G :  210130  z,y,x . 

2.  
G

dxdydz)zyzxy( ,    G :  022021  z,y,x . 

3.  
G

dxdydzy)zx( 22 ,    G :  302101  z,y,x . 

4.  
G

dxdydz)yzx( 22 ,    G :  311021  z,y,x . 

5. 
G

zdxdydzyx 3212 ,    G :  202102  z,y,x . 

6.  
G

dxdydz)yzx( 3 ,    G :  213021  z,y,x . 

7.  
G

dxdydz)zx( 22 ,    G :  202102  z,y,x . 

8.  
G

dxdydz)yz( 22 ,    G :  212012  z,y,x . 

9.  
G

dxdydz)z( 23 ,    G :  202102  z,y,x . 

10.  
G

dxdydz)zxy( 43 ,    G :  210131  z,y,x . 
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11.  
G

dxdydz)yxz( 63 ,    G :  103012  z,y,x . 

12.  
G

yzdxdydz)x( 3 ,    G :  302111  z,y,x . 

13. 
G

xydxdydz6 ,    G :  101221  z,y,x . 

14.  
G

dxdydz)zyx( 22 ,    G :  202102  z,y,x . 

15.  
G

zdxdydz)yx( 22 ,    G :  311021  z,y,x . 

16.  
G

dxdydz)zyx( 2 ,    G :  212110  z,y,x . 

17.  
G

dxdydz)zy( 23 ,    G :  103012  z,y,x . 

18.  
G

ydxdydz)zx( 3 ,    G :  212031  z,y,x . 

19.  
G

zdxdydz)x( 32 ,    G :  202011  z,y,x . 

20.  
G

dxdydz)yxz( 33 ,    G :  311011  z,y,x . 

 
 

2.5. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнями: 
 

1. 22 yxz  , 1 yx , 0x , 0y , 0z . 

2. xy  , xy 2 , 0z , 6 zx . 

3. 24 xz  , 42  yx , 0x , 0y , 0z . 

4. 29 yz  , 1243  yx , 0x , 0y , 0z . 

5. zyx 322  , 4222  zyx . 

6. 122  yx , 4222  zyx , 0z . 

7. 122  yx , 4222  zyx . 

8. 122  yx , 22 yxz  , 0z . 

9. 226 yxz  , 22 yxz  . 

10. 222 zyx  , yyx 222  , 0z . 
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11. 24 yz  , 22  yz , 1x , 2x . 

12. yx 22  , 1 zy , 22  zy . 

13. 1222  zyx , 22 yxz  , 0z . 

14. xyx 422  , xz  , xz 2 . 

15. 122  yx , 9222  zyx , 0z , 3xy  , xy  . 

16. 0z , 29 xz  , 0x , xy  , 5 yx . 

17. 0z , 0x , 0y , 62  zx , 2522  yx . 

18. 0z , 2216 yxz  , xyx 422  . 

19. )yx(z 22

4
1

 , 4z . 

20. 0z , yz 2 , 0x , 6x , 9 yx . 

 
 
 

2.6. Обчислити криволінійні інтеграли першого роду: 
 

1.  



L
ds

x
)xy(

21
,  де L – крива y = ln x, 1  x  2. 

2. 
L
xyds ,  де L – крива x = et cos t, y = et sin t, –

4
   t  

4
 . 

3.  
L

ds)ya( 2 ,  де L – крива x = a(t – sin t), y = a(1 – cos t), 0  t  2. 

4. 
L yx

ds
22

,  де L – відрізок прямої, що з’єднує точки  А(0; –2) і В(4; 0). 

5.  
L

dsx2 ,  де L – коло tcosx 2 ,  tsiny  12 , 0  t  2. 

6. 
L yx

xds
22

,  де L – відрізок прямої, що з’єднує точки  А(1; 0) і В(0; –2). 

7.  
L

ds)yx( 2
322 ,  де L – крива  tsintcosax  , )tcost(sinay  , 0  t  

2
 . 
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8. 
L

ds
yx

y
22

,  де L – дуга кола tcosx 2 ,  tsiny  12 , 0  t  . 

9. 
L

dsy2 ,  де L – арка циклоїди x = a(t – sin t), y = a(1 – cos t), 0  t  2. 

10. 
L xxx

yds
12 23

,  де L – крива y = 2 arctg x , 
3
1   x  3. 

11.  
L

ds)yx( ,  де L – контур прямокутника з вершинами у  точках  О(0; 0),  

А(5; 0),  В(5; 3),  С(0; 3). 

12. 
L

ds
x
yarctg ,  де L –  дуга кола tcosax  , tsinay  , 0  t 

4
  . 

13. 



L

ds
yx

x
1

12
22

,  де L – відрізок прямої, що з’єднує точки А(0; 1) і В(2; 3). 

14. 
L

yds ,  де L – крива x = 
tcos

a
2 , y = a tg2 t, 0  t  

4
 , (a >0). 

15. 
L x

ds ,  де L – крива x = a ctg2 t, y = 
tsin

a
2 , 

6
   t  

4
 , (a >0). 

16.  

L

yx dse
22

,  де L – крива x = a(cos t + t sin t), y = a(sin t – t cos t), 0  t  . 

17.  L y
ds

1
,  де L – крива x = cos t + ln tg 

2
t ,  y = sin t, 

4
   t  

2
 . 

18. 
L

ds
y

y
2

3

41
,  де L – крива y = e2x, 0  x  

2
1 . 

19. ydsx
L
 6 ,  де L – крива y = 

x
1 , 1  x  2. 

20. 
L

xdssiny ,  де L – крива y = ln cos x, 0  x  
3
 . 
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2.7. Обчислити криволінійні інтеграли другого роду: 
 

1. 



L yx

dxydyx
3

5
3

5

22

, де L – чверть  астроїди  x = R cos3 t,  y =  R sin3 t  від точки  

А(R; 0) до точки B(0; R). 
 

2.  
L

dyxydx
x

31 , де L – крива y = ln x, 0  x  e. 

 
3.  

L
xdydx)ya( 2 , де L– арка циклоїди x = a(t – sin t), y = a(1 – cos t),0  t  . 

 

4. 
L yx

dy
22

, де L – крива, що задана рівняннями x = et sin t, y = et cos t,  

0  t 
2
 . 

 
5.  

L
dy)yln(xcosdx)yx( 122 , де L – відрізок прямої, що з’єднує точки 

А(1; 3) і В(2; 3). 
 

6.  
L

dy)yx( 22 , де L – крива x = 3 cos t, y = 4 sin t, 0  t  
2
 . 

 

7.  L
dx

yx
xy

22
, де L – крива x = 

t
t 1 , y = 

t
t 1 ,  1  t  2. 

 
8.  

L
xdycosyydxsinx 24 22 , де L – відрізок прямої, що з’єднує точки O(0;0) і 

A(3;6). 
 

9. 
L
xdx , де L – крива  x = ln t, y = t2 –1, 1  t  2. 

 
10.  

L
ydyydxx 2 , де L – відрізок прямої, що з’єднує точки A(–1; 1) і B(0; 3). 

 
11.  

L
dy)x( 42 , де L – крива, що задана рівняннями x = cos t, y = 2t – sin t,  

0  t  
2
 . 
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12.  
L

dyydx)xy( 212 , де L – крива x –2y = 3, –1  x  1. 

 

13.  
L

dy)yxxy(ln 2 , де L – крива  x = et, y = e– t, 0  t  1. 

 
14.  

L
dy)yx(dx)yx( 22 , де L – ламана АСВ, де А(2; 0), С(5; 0), В(5; 3). 

 

15.  
L

dyxxydx 22 ,  де L – дуга параболи  y = 
4

2x   від точки O(0; 0) до точки 

 A(2; 1). 
 
16.  

L
ydyxdx)xy( 21 , де L – відрізок прямої АВ у напрямі від точки А(1; 1) до 

точки В(0; 2). 
 

17.  
L

dyxdx)xxy( 2

2
1 , де L – дуга параболи y2 = 4x від точки О(0;0) до точки 

В(1;2). 
 

18.  
L

dy)yxx(dx)xyy( 223 9262 , де L – крива  y = 3

4
1 x , що з’єднує точки 

О(0; 0) і А(2; 2). 
 

19.  
L

dyxydxx 2 , де L – крива x = a cos t, y = a sin t, 0  t  
2
 . 

 
20.  

L
dy)yx(dx)yx( 22 , де L – ламана OАВ, де O(0; 0), А(2; 0), В(4; 2). 
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