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Вступ

Навчальна дисциплiна ≪Рiвняння математичної фiзики≫ входить до вiд-
повiдних освiтньо-професiйних програм для здобувачiв першого (бакалаврсь-
кого) рiвня вищої освiти за спецiальностостями 111 Математика, 112 Статис-
тика, 113 Прикладна математика та 124 Системний аналiз, як обов’язкова
компонента циклу професiйної пiдготовки. Серед компетенцiй освiтнiх про-
грам за вказаними спецiальностями вивчення математичних моделей фiзич-
них явищ, розробка та вивчення математичних методiв розв’язання приклад-
них задач, тощо, посiдають далеко не останнi мiсця. Програма навчальної
дисциплiни ≪Рiвняння математичної фiзики≫ задовольняє цi вимоги завдяки
значному перелiку математичних моделей фiзичних явищ та задач, якi пояс-
нюють цi моделi.

Серед рiзноманiтних моделей, знайомство з якими передбачено програма-
ми вивчення навчальної дисциплiни ≪Рiвняння математичної фiзики≫, гра-
ничнi задачi для рiвнянь елiптичного типу, зокрема, для рiвняння Лапла-
са посiдають одне iз важливих мiсць. Рiвняння Лапласа є iсторично одним
з перших рiвнянь в частинних похiдних, яке було виведене при створеннi
математичних моделей гiдродинамiки, електродинамiки, теорii тяжiння, то-
що; ≪причепними≫ до його виведення були Лаплас, Лагранж, Ойлер (навiть
набагато ранiше, нiж Лаплас!). Граничним задачам для рiвняння Лапласа
взагалi притаманна застосовнiсть декiлькох методiв розв’язання та найдиво-
вижний зв’язок мiж ними, наприклад, мiж методами теорiй функцiй ком-
плексної змiнної, гармонiйних функцiй (зокрема методiв, якi ґрунтуються
на iнтегральних формулах Грiна), рядiв Фур’є (зокрема методiв пiдсумову-
вання незбiжнiх рядiв), тощо.

В даному посiбнику поставлена скромна мета ознайомити студентiв iз за-
стосуванням ≪двовимiрного≫ рiзновиду метода вiдокремлення змiнних, одно-
го iз класичних методiв розв’язання граничних задач для рiвняння Лапласа,
на прикладах граничних задач Дiрiхле та Ноймана на площинi в полярних
змiнних, а саме — всерединi та зовнi диску, а також в круговому кiльцi.

Матерiал посiбника подiлений на шiсть роздiлiв. В першому роздiлi викла-
денi основи методу вiдокремлення змiнних для рiвняння Лапласа в полярних
змiнних, в чотирьох наступних — методи розв’язання вказаних вище гранич-
них задач, поясненi прикладами, в шостому — наведена невелика кiлькiсть
задач для самостiйної роботи. Обґрунтування одержаних розв’язкiв, а також
iх одержання iншими методами заплановано подати окремим виданням.

Виходячи з обмеженого обсягу видання, допомiжнi та довiдковi вiдомостi,
а також задачi i приклади розв’язання розглянутих граничних задач, поданi
дрiбним шрифтом.
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1 Рiвняння Лапласа в полярних змiнних

1.1 Виведення рiвняння Лапласа в полярних змiнних

Нехай функцiя u(x, y) є гармонiйною в обмеженiй або необмеженiй областi D на пло-
щинi (можливо, на всiй площинi), тобто обмеженою та двiчi неперервно диференцiйованою
за незалежними змiнними x, y i такою, що справджує рiвняння Лапласа

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
(1.1)

(є розв’язком рiвняння Лапласа) безвiдносно до додаткових умов на границi областi.
Уведемо полярнi змiннi r, φ

x = r cosφ ,

y = r sinφ ,


r =

√
x2 + y2 ,

φ = arctg
y

x
,

(1.2)

якими замiнимо декартовi (x, y): u(x, y)
(1.2)
= u(r cosφ, r sinφ) ≡ ů(r, φ). Далi продифе-

ренцiюємо тотожнiсть u(x, y) ≡ ů(r(x, y), φ(r(x, y)) двiчi за змiнними x, y, причому функ-
цiю ů(r, φ) розглядатимемо як складену:

∂u

∂x
=
∂ů

∂r

∂r

∂x
+
∂ů

∂φ

∂φ

∂x
,

∂u

∂y
=
∂ů

∂r

∂r

∂y
+
∂ů

∂φ

∂φ

∂y
; (1.3)

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂ů

∂r

)
∂r

∂x
+
∂ů

∂r

∂2r

∂x2
+

∂

∂x

(
∂ů

∂φ

)
∂φ

∂x
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂x2
,

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂ů

∂r

)
∂r

∂y
+
∂ů

∂r

∂2r

∂y2
+

∂

∂y

(
∂ů

∂φ

)
∂φ

∂y
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂y2
.

(1.4)

Тепер обчислимо похiднi за x та y вiд похiдних функцiї ů за r та φ в складi (1.4),
згiдно формул (1.3), а саме

∂2u

∂x2
=

∂2ů

∂r∂r

∂r

∂x

∂r

∂x
+

∂2ů

∂r∂φ

∂r

∂x

∂φ

∂x
+
∂ů

∂r

∂2r

∂x2
+

∂2ů

∂φ∂r

∂r

∂x

∂φ

∂x
+

∂2ů

∂φ∂φ

∂φ

∂x

∂φ

∂x
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂x2
,

∂2u

∂y2
=

∂2ů

∂r∂r

∂r

∂y

∂r

∂y
+

∂2ů

∂r∂φ

∂r

∂y

∂φ

∂y
+
∂ů

∂r

∂2r

∂y2
+

∂2ů

∂φ∂r

∂r

∂y

∂φ

∂y
+

∂2ů

∂φ∂φ

∂φ

∂y

∂φ

∂y
+
∂ů

∂φ

∂2φ

∂y2
,

а також похiднi змiнних r та φ за змiнними x та y
∂r

∂x
=
x

r
,

∂2r

∂x2
=

1

r
− 1

r

x2

r2
,

∂φ

∂x
= − y

r2
,

∂2φ

∂x2
= +

y

r2
x

r
,

∂r

∂y
=
y

r
,

∂2r

∂y2
=

1

r
− 1

r

y2

r2
,

∂φ

∂y
= +

x

r2
,

∂2φ

∂y2
= − x

r2
y

r
.

Обчисленi похiднi пiдставимо в (1.4)
∂2u

∂x2
=

∂2ů

∂r∂r

x2

r2
− 2

∂2ů

∂r∂φ

x

r

y

r2
+

∂2ů

∂φ∂φ

y

r2
y

r2
+
∂ů

∂r

(
1

r
− 1

r

x2

r2

)
+
∂ů

∂φ

y

r2
x

r
,

∂2u

∂y2
=

∂2ů

∂r∂r

y2

r2
+ 2

∂2ů

∂r∂φ

x

r

y

r2
+

∂2ů

∂φ∂φ

x

r2
x

r2
+
∂ů

∂r

(
1

r
− 1

r

y2

r2

)
− ∂ů

∂φ

x

r2
y

r
,
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а одержанi вирази похiдних другого порядку — в (1.1), звiдки матиме шукане подання
рiвняння Лапласа

∆ů(r, φ) =
1

r

∂ů

∂r
+
∂2ů

∂r2
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
. (1.5)

1.2 Вiдокремлення полярних змiнних в рiвняннi Лапласа

Зазвичай вiдокремлення змiнних застосовують до граничних та крайових
задач, наявнiсть в складi яких додаткових умов (граничних та крайових) обу-
мовлює можливiсть вiдокремлення. Для рiвняння Лапласа на площинi в по-
лярних змiнних (1.5), внаслiдок перiодичностi функцiї ů(r, φ), застосування
вiдокремлення змiнних допустимо без постановки граничних задач. У тако-
му разi можна одержати загальний (нескiнчено параметричний) розв’язок
рiвняння Лапласа, застосовний для побудови розв’язкiв граничних задач.

Поставимо задачу знаходження обмеженого та перiодичного за змiнною φ
розв’язку рiвняння Лапласа, який шукатимемо у виглядi такого анзатцу

ů(r, φ) = R(r) Φ(φ) , (1.6)

де R(r) i Φ(φ) — шуканi функцiї. Умова обмеженостi класичного розв’язку
граничних та крайових задач для будь-яких рiвнянь є обов’язковою, однак
у разi рiвняння Лапласа в полярних змiнних вона стає показово очевид-
ною через наявнiсть в рiвняннi коефiцiєнтiв з вiд’ємними степенями r. Щодо
умови перiодичностi, то вона є наслiдком умови однозначностi шуканого
розв’язку. Насправдi, якщо взяти на площинi довiльний контур (замкнену
кусково-гладку лiнiю; така лiнiя, згiдно теореми Жордана, подiляє площину
на внутрiшню i зовнiшню областi), то при його обходi декартовi змiннi кiн-
цевої точки будуть спiвпадати з такими початкової точки, а полярний кут φ
кiнцевої точки набуде приросту ∓2π у разi знаходження точки (x, y)=(0, 0)
у внутрiшнiй по вiдношенню до контура областi. Отже, умова однозначностi
розв’язку вказує, що значення функцiї ů(r, φ) не можуть залежати вiд набуто-
го приросту кута φ, тобто функцiя задовольняє умову: ů(r, φ) = ů(r, φ+2π).

Накладена на функцiю ů(r, φ) умова перiодичностi тягне вiдповiдну умо-
ву для функцiї Φ(φ): Φ(φ) = Φ(φ + 2π), згiдно подання (1.6). Iз останнього
також матимемо вирази для похiдних шуканого розв’язку за змiнними r та φ

∂ů

∂r
= R ′Φ ,

∂2ů

∂r2
= R′′Φ ,

∂2ů

∂φ2
= RΦ′′,

якi пiдставимо в рiвняння Лапласа (1.5)

R ′

r
Φ +R′′Φ +

R

r2
Φ′′ = 0 .
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Роздiлимо останнє рiвняння на r−2R(r) Φ(φ)

r2R′′(r) + rR ′(r)

R(r)
+

Φ′′(φ)

Φ(φ)
= 0

i перенесемо в праву частину члени, залежнi вiд φ

r2R′′(r) + rR ′(r)

R(r)
= −Φ′′(φ)

Φ(φ)
.

Оскiльки остання рiвнiсть справджується в довiльнiй точцi (r, φ) площи-
ни, обидвi частини рiвнянне мають порiзно дорiвнюювати однiй сталiй

r2R′′(r) + rR′(r)

R(r)︸ ︷︷ ︸
1

= −Φ′′(φ)

Φ(φ)︸ ︷︷ ︸
2

= const ≡ λ︸︷︷︸
3

, (1.7)

називанiй параметром вiдокремлення. Розглянемо порiзно частини (1,3) i (2,3)
рiвностi (1.7) i запишемо їх у виглядi двох залежних (через параметр λ) лiнiй-
них однорiдних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку

Φ′′(φ) + λΦ(φ) = 0 , (1.8)

r2R′′(r) + rR ′(r)− λR(r) = 0 . (1.9)

Спочатку звернемося до рiвняння (1.8), оскiльки саме до його розв’язку
застосовна умова перiодичностi. В залежностi вiд знаку параметра λ мати-
мемо такi три 2-параметричнi сiм’ї розв’язкiв рiвняння (1.8)

Φλ(φ) =


Aλ exp (−

√
−λφ) +Bλ exp (+

√
−λφ) , λ < 0 ;

A0 +B0 φ , λ = 0 ;

Aλ cos (
√
λφ) +Bλ sin (

√
λφ) , λ > 0 .

(1.10)

Першу сiм’ю (1.10) вiдразу виключимо, через неможливiсть задовольнити
показниковими функцiями умову перiодичностi. Останню можна задовольни-
ти тiльки другою та третьою сiм’ями (1.10) у разi вибору вiдповiдно:

1) значення λ = 0, якому вiдповiдає сталий за B0 = 0 розв’язок

Φ0(φ) = A0 ; (1.11)

2) значень λ > 0, якi налаштованi в такий спосiб
√
λ (φ+ 2π) =

√
λφ+

√
λ 2π ⇒

√
λ 2π = µ 2π, µ ∈ N ,
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що множина допустимих додатних значень виявляється злiченою

λ = µ2, µ ∈ N . (1.12)

Внаслiдок цього третя сiм’я розв’язкiв (1.10), вiдповiдна множинi (1.12),
набуває такого подання

Φµ(φ) = Aµ cosµφ+Bµ sinµφ , µ ∈ N . (1.13)

Теперь звернемося до рiвняння (1.9) i побудуємо 2-параметричнi сiм’ї його
розв’язкiв, залежнi вiд всiх знайдених допустимих значень параметра λ .

За нульового значення параметра λ надамо рiвнянню (1.9) такого виду

rR′′
0(r) +R ′

0(r) =
(
rR ′

0(r)
)′
= 0 (1.14)

i знайдемо вiдповiдну сiм’ю двома послiдовними iнтегруваннями

R0(r) = C0 +D0 ln r . (1.15)

За додатних значень параметра λ частиннi розв’язки рiвняння (1.9)

r2R′′
µ(r) + rR ′

µ(r)− µ2Rµ(r) = 0 (1.16)

шукатимемо в виглядi степеневого анзатцу rq, де q — невiдомi значення
показника степеня. Пiсля пiдстановки анзатцу в рiвняння (1.16)

q (q − 1) r2 r q−2 + q r r q−1 − µ2 r q = r q
(
q(q − 1) + q − µ2

)
= r q

(
q2 − µ2

)
= 0

матимемо алгебраїчне рiвняння q2 − µ2 = 0 вiдносно невiдомого степеня q.
Очевидним кореням q = ∓µ ̸= 0 алгебраїчного рiвняння вiдповiдають такi
частиннi розв’язки рiвняння (1.16)

Rµ(r) = Cµ r
−µ +Dµ r

+µ , µ ∈ N . (1.17)

Тепер побудуємо лiнiйну комбiнацiю всiх знайдених частинних розв’язкiв
виду (1.6) для множини допустимих значень параметра вiдокремлення, вна-
слiдок чого одержимо таку нескiнчено параметричну сiм’ю розв’язкiв (за-
гальний розв’язок) рiвняння Лапласа (1.5)

ů(r, φ) =
∞∑
µ=0

Rµ(r) Φµ(φ)
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або, пiсля пiдстановки знайдених пар виразiв для R0(r) (1.15), Φ0(φ) (1.11)
та Rµ(r) (1.17), Φµ(φ) (1.13), у виглядi

ů(r, φ) = (C0 +D0 ln r)A0+
∞∑
µ=1

(
Cµ r

−µ +Dµ r
+µ
) (
Aµ cosµφ+Bµ sinµφ

)
.

Очевидно, що можемо прибрати параметр A0 (довiльну сталу) з побудо-
ваної нескiнчено параметричної сiм’ї, записавши останню в такому поданнi

ů(r, φ) = C0+D0 ln r+
∞∑
µ=1

(
Cµ r

−µ +Dµ r
+µ
)(
Aµ cosµφ+Bµ sinµφ

)
. (1.18)

Вiдносно сiм’ї розв’язкiв (1.18) рiвняння Лапласа (1.5) зазначимо таке.
По-перше, сiм’я мiстить два окремих параметри C0, D0 та чотири необме-

жених послiдовностi параметрiв:
{
Aµ

}
,
{
Bµ

}
,
{
Cµ

}
,
{
Dµ

}
. При розвя’заннi

певних граничних задач параметр D0 та деякi з послiдовностей iнодi ≪приби-
рають≫ (тобто ≪руками≫ надають параметру та членам цих послiдовностей
нульових значень, задля задовiльнення умови обмеженостi розв’язку ů(r, φ)),
а тi послiдовностi, що залишаються, налаштовують на задовiльнення гранич-
них умов задачi, через зiставлення коефiцiєнтам Фур’є граничних функцiй.
Тобто нескiнчена кiлькiсть параметрiв ≪приховує≫ залежнiсть сiм’ї (як за-
гального розв’язку рiвняння Лапласа) вiд довiльних функцiй, певний вибiр
яких здiйснюється опосередковано, через граничнi умови.

По-друге, сiм’я має двi особливi точки, в яких вона стає необмеженою:
1) початок координат (r = 0), за рахунок логарифмiчного члена, якому

передує параметр D0, i членiв з вiд’ємними степенями змiнної r, яким пере-
дують члени послiдовностi параметрiв

{
Cµ

}
;

2) нескiнчено вдалену точку (r =∞), за рахунок логарифмiчного члена
i членiв з додатними степенями змiнної r, яким передують члени послiдов-
ностi параметрiв

{
Dµ

}
.

Отже, сiм’я (1.18) не завжди є рiвномiрно придатною для побудови роз-
в’язкiв граничних задач для рiвняння Лапласа (1.5) на площинi, а потребує
вiдповiдного налаштування значень параметрiв для ≪вилучення≫ необмеже-
них членiв з сiм’ї.

2 Задачi Дiрiхле всерединi та зовнi диска

2.1 Постановка внутрiшньої задачi

Внутрiшня задача Дiрiхле для диска полягає в знаходженнi функцiї, яка:
1) є гармонiйною в диску D); 2) є неперервною в замиканнi D + C диску;
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3) набуває заданих граничних значень на колi C, а саме (див. рис. 2.1, 1 )
∆u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ D=

{
(x, y) | x2 + y2 < c2

}
,

u(x, y) = g0(x, y) , (x, y) ∈ C =
{
(x, y) | x2 + y2 = c2

}
.

(2.1)

x

y

c

1

x

y

c

2

Рис. 2.1. Внутрiшнiсть (1 ) та зовнiшнiсть (2 ) диска радiуса c з центром в точцi (0, 0)

В полярнiх змiнних постановка задачi перетворюється на таку
∂2ů

∂r2
+

1

r

∂ů

∂r
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
= 0 , 0 6 r < c , 0 6 φ < 2π ,

ů(c, φ) = g̊0(φ) , 0 6 φ < 2π ,

ů(r, 0) = ů(r, 2π) , 0 6 r < c ,

(2.2)

де шуканий розв’язок u(r cosφ, r sinφ)=: ů(r, φ) всерединi диска задоволь-
няє умови: а) обмеженостi; б ) перiодичностi за полярним кутом φ; гранична
функцiя g0(c cosφ, c sinφ)=: g̊0(φ) є неперервною.

2.2 Розв’язання внутрiшньої задачi

Звернемося до параметричної сiм’ї (1.18) на с. 9, в якiй покладемо D0=0,
Cµ=0, Dµ=1, внаслiдок чого одержимо анзатц шуканого розв’язку задачi

ů(r, φ) = C0 +
∞∑
µ=1

r+µ
(
Aµ cosµφ+Bµ sinµφ

)
. (2.3)
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Довiльнi сталi анзатцу (2.3) визначимо згiдно граничної умови задачi:
1) розвинемо функцiю g̊0(φ) в ряд Фур’є

g̊0(φ) =
a0
2
+

∞∑
µ=1

(
aµ cosµφ+ bµ sinµφ

)
, (2.4)

де коефiцiєнти суть такi (надалi вирази коефiцiєнтiв не приводитимемо)

a0 =
1

π

2πˆ

0

g̊0(ϕ) dϕ , aµ =
1

π

2πˆ

0

g̊0(ϕ) cosµϕ dϕ , bµ =
1

π

2πˆ

0

g̊0(ϕ) sinµϕ dϕ ;

2) зiставимо ряд (2.4) з анзатцем (2.3), в якому покладемо r = c, звiдки

C0 =
a0
2

, Aµ =
aµ
cµ

, Bµ =
bµ
cµ

, µ ∈ N , (2.5)

отже можемо записати шуканий розв’язок задачi (2.2)

ů(r, φ) =
a0
2
+

∞∑
µ=1

(r
c

)µ (
aµ cosµφ+ bµ sinµφ

)
. (2.6)

2.3 Розв’язання внутрiшньої задачi за iнтегральною
формулою Пуассона

Пiдставимо в розв’язок (2.6) задачi (2.2) замiсть коефiцiнтiв Фур’є iнтегральнi вирази
та застосуємо тригонометричну формулу cos (α− σ) = cosα cosσ + sinα sin σ; тодi
матимемо таке подання для розв’язку

ů(r, φ) =
1

π

2πˆ

0

{
1

2
+

∞∑
µ=1

(r
c

)µ
cos

[
µ(φ− ϕ)

]}
g̊0(ϕ) dϕ . (2.7)

Застосуємо формулу Ойлера

e∓iµψ = cos (µψ)∓ i sin (µψ) ⇒ 2 cos (µψ) = e−iµψ + e+iµψ

для того, щоб подати вираз в фiгурних дужках (2.7)

1+2
∞∑
µ=1

(r
c

)µ
cos

[
µ(ϕ− φ)

]
=

{
ϱ :=

r

c
< 1 ; ψ = φ− ϕ

}
= 1+

∞∑
µ=1

(
ϱ e−iψ

)µ
+

∞∑
µ=1

(
ϱ e+iψ

)µ
.

Далi врахуємо, що обидва степеневих ряди суть збiжнi, як суми членiв нескiнчених
тригонометричних прогресiй iз знаменниками z∓ = ϱ e∓iψ, |z∓| < 1, а саме

∞∑
µ=1

(
ϱ e∓iψ

)µ
=

ϱ e∓iψ

1− ϱ e∓iψ
,

11



тодi для вираза в фiгурних дужках (2.7) матимемо

1 + 2
∞∑
µ=1

(r
c

)µ
cos

[
µ(ϕ− φ)

]
=

1− ϱ2

1 + ϱ2 − 2ϱ cosψ
=

c2 − r2

c2 + r2 − 2 c r cos (φ− ϕ)
, (2.8)

внаслiдок чого одержимо iнтегральну формулу Пуассона для розв’язку задачi (2.2)

ů(r, φ) =
1

2π

2πˆ

0

g̊0(ϕ)
c2 − r2

c2 + r2 − 2 c r cos (φ− ϕ)
dϕ . (2.9)

2.4 Многочленне подання розв’язку внутрiшньої задачi

У разi, коли гранична функцiя g0(x, y) внутрiшньої задачi Дiрiхле (2.1) на с. 10 є мно-
гочленом змiнних x, y степеня m > 2, можна вказати [7,8] iнше подання розв’язку задачi.

Твердження 2.1. Нехай гранична функцiя з постановки внутрiшньої задачi Дiрiх-
ле (2.1) в диску є многочлен степеня m > 2

g0(x, y) = Qm(x, y) =
m∑

p+q=0

ap,q x
p yq, (2.10)

тодi розв’язок задачi може бути поданий в такий спосiб

u(x, y) = F2(x, y)Qm−2(x, y) +Q⋆
m(x, y) , (2.11)

де F2(x, y) = x2 + y2 − c2 — многочлен другого порядку, який задає коло C: F2(x, y) = 0,
Qm−2(x, y) — многочлен степеня m− 2, визначений однозначно; Q⋆

m(x, y) є поширенням
граничного многочлена Qm(x, y) всередину диска. �

2.5 Постановка зовнiшньої задачi

Зовнiшня задача Дiрiхле для диска полягає в знаходженнi функцiї, яка:
1) є гармонiйною в зовнiшностi D диска; 2) є неперервною в замиканнi D+C;
3) набуває заданих граничних значень на C, а саме (див. рис. 2.1, 2 )

∆u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ D=
{
(x, y) | x2 + y2 > c2

}
,

u(x, y) = g0(x, y) , (x, y) ∈ C =
{
(x, y) | x2 + y2 = c2

}
.

(2.12)

В полярних змiнних постановка задачi перетворюється на таку
∂2ů

∂r2
+

1

r

∂ů

∂r
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
= 0 , c < r <∞ , 0 6 φ < 2π ,

ů(c, φ) = g̊0(φ) , 0 6 φ < 2π ,

ů(r, 0) = ů(r, 2π) , c 6 r <∞ ,

(2.13)
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де шуканий розв’язок u(r cosφ, r sinφ) =: ů(r, φ) зовнi диска задовольняє
умови: а) обмеженостi; б ) перiодичностi за полярним кутом φ; гранична
функцiя g0(c cosφ, c sinφ)=: g̊0(φ) є неперервною.

2.6 Розв’язання зовнiшньої задачi

Звернемося до параметричної сiм’ї (1.18) на с. 9, в якiй покладемо B0=0,
Cµ=1, Dµ=0, внаслiдок чого одержимо анзатц шуканого розв’язку задачi

ů(r, φ) = C0 +
∞∑
µ=1

r−µ
(
Aµ cosµφ+Bµ sinµφ

)
. (2.14)

Розв’язок задачi (2.13)

ů(r, φ) =
a0
2
+

∞∑
µ=1

(c
r

)µ (
aµ cosµφ+ bµ sinµφ

)
(2.15)

може бути одержаний подiбно розв’язку (2.6) внутрiшньої задачi (2.2).

2.7 Розв’язання зовнiшньої задачi за iнтегральною
формулою Пуассона

Iнтегральна формула Пуассона (iнтеграл Пуассона) для розв’язання зовнiшньої зада-
чi (2.13)

ů(r, φ) =
1

2π

2πˆ

0

g̊0(ϕ)
r2 − c2

c2 + r2 − 2cr cos (ϕ− φ)
dϕ (2.16)

може бути одержана з розв’язку (2.15) подiбно iнтегральнiй формулi (2.9) для розв’язання
внутрiшньої задачi (2.2) на с. 10.

2.8 Приклади розв’язання задач

Приклад 2.1. Розглянемо задачу∆u(x, y) = 0 , x2 + y2 + 4x < 0 ,

u(x, y) = x2, x2 + y2 + 4x = 0 .
(2.17)

Спочатку з’ясуємо, в якiй областi D поставлена задача, для чого доповнимо квадрат-
ний двочлен x2+ 4x у складi рiвняння x2 + y2 + 4x = 0, яке визначає границю C областi,
до повного квадрата

x2 + 4x =
(
x2 + 4x+ 22

)
− 4 = (x+ 2)2 − 4
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i перетворимо рiвняння в такий спосiб

x2 + y2 + 4x = 0 ⇒ (x+ 2)2 + y2 = 22 . (2.18)

Отже, маємо внутрiшню граничну задачу Дiрiхле для диска радiуса c=2 з центром
в точцi (−2, 0) (див. рис. 2.2, 1 ). В локальних полярних змiнних (в яких вiдлiк r здiйс-
нюється вiд центру диска) x = r cosφ− 2 ,

y = r sinφ ,
(2.19)

перетворимо описання граничної функцiї g0(x, y) = x2 на таке

g̊0(φ) = (r cosφ− 2)2
∣∣∣
r=2

= 4 cos2φ− 8 cosφ+ 4 . (2.20)

x

y

c

1

x

y

c

2

Рис. 2.2. Внутрiшнiсть (1 ) i зовнiшнiсть (2 ) кола радiуса c=2 з центром в точцi (−2, 0).
Через те, що уздовж осей x, y вiдсутнi позначення, насправдi зображений представник
1-параметриченої сiмi’ї кiл (x+ c)2 + y2=c2

Далi застосуємо вiдому тригонометричну формулу cos2φ = 1
2
(1 + cos 2φ) зниження

степеня до запису граничної функцiї (2.20)

g̊0(φ) = 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ , (2.21)

що мiстить тригонометричнi функцiї тiльки першого степеня вiд простого та кратного
аргумента, тобто тепер гранична функцiя (2.20) подана своїм рядом Фур’є (2.4), ненульовi
коефiцiєнти якого суть такi

a0
2

= 6 , a1 = −8 , a2 = 2 ,

а складений за формулою (2.6) на с. 11 розв’язок задачi (2.17) в змiнних (r, φ)

ů(r, φ) =
a0
2

+
(r
c

)
a1 cosφ+

(r
c

)2
a2 cos 2φ
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набуває вигляду (див. рис. 2.3)

ů(r, φ) = 6− 4 r cosφ+
1

2
r2 cos 2φ , 0 6 r 6 2 , 0 6 φ < 2π . (2.22)

0
-4

4

8

-3

12

x

-2

16

2
1

y

-1 0
-10 -2

u

Рис. 2.3. Розв’язок ů(r, φ) (2.22), u(x, y) (2.24) внутрiшньої задачi Дiрiхле (2.17)

Повернемося до змiнних (x, y) в розв’язку (2.22), застосувавши формулу косiнуса
подвiйного аргумента cos 2φ = cos2φ− sin2φ

ů(r, φ) = 6− 4 r cosφ+
1

2
r2 cos2φ− 1

2
r2 sin2φ ,

а також ≪оберненi≫ формули (2.19)r cosφ = x+ 2 ,

r sinφ = y ,
(2.23)

звiдки одержуємо шукане подання розв’язку задачi Дiрiхле (2.17) в змiнних (x, y)

u(x, y) = 6− 4 (x+ 2) +
1

2
(x+ 2)2 − 1

2
y2 =

1

2
x2 − 1

2
y2 − 2x , x2 + y2 + 4x < 0 . (2.24)

Обґрунтуємо розв’язки (2.22), (2.24), показавши, що вони: 1) справджують рiвняння
Лапласа; 2) задовольняють граничну умову. Отже, 1) знайдемо частиннi похiднi функ-
цiї ů(r, φ) (2.22)

∂2ů

∂φ2
= 4 r cosφ− 2 r2 cos 2φ ,

∂ů

∂r
= −4 cosφ+ r cos 2φ ,

∂2ů

∂r2
= cos 2φ ,
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якi пiдставимо в рiвняння Лапласа та впевнемося, що воно справджено.
Тепер знайдем повторнi частиннi похiднi другого порядку функцiї u(x, y) (2.24)

∂u

∂x
= +x− 2 ⇒ ∂2u

∂x2
= +1 ,

∂u

∂y
= −y ⇒ ∂2u

∂y2
= −1 ,

якi пiдставимо в рiвняння Лапласа та знову впевнемося, що воно справджено

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= +1− 1 = 0 .

Далi 2) обчислимо граничнi значення: а) функцiї ů(r, φ) (2.22) на колi r = 2

ů(r, φ)
∣∣∣
r=2

=

(
6− 4 r cosφ+

1

2
r2 cos 2φ

) ∣∣∣∣
r=2

(2.21)
= 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ = g̊0(φ)

та впевнемося, що гранична умова задовiльнена; б ) функцiї u(x, y) (2.24) на колi (2.18)

u(x, y)
∣∣∣
x2+y2+4x=0

=

(
1

2
x2 − 1

2
y2 − 2x

) ∣∣∣∣
y2=−x2−4x

=
1

2
x2 +

1

2
x2 + 2x− 2x = x2

та знову впевнемося, що гранична умова задовiльнена. N

Приклад 2.2. Розглянемо задачу∆u(x, y) = 0 , x2 + y2 + 4x > 0 ,

u(x, y) = x2 , x2 + y2 + 4x = 0 .
(2.25)

Очевидно (див. приклад 2.1 на с. 13), що маємо зовнiшню задачу Дiрiхле для диска ра-
дiуса r=2 з центром в точцi (−2, 0) (див. рис. 2.2, 2 ). В локальних полярних змiнних (2.19)
гранична функцiя набуває вже вiдомого виду (2.20), (2.21) на с. 14

g̊0(φ) = 4 cos2φ− 8 cosφ+ 4 = 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ . (2.26)

Зрозумiло, що складений за формулою (2.15) на с. 13 розв’язок задачi (2.25)

ů(r, φ) =
a0
2

+
(c
r

)
a1 cosφ+

(c
r

)2
a2 cos 2φ

можемо записати так (див. рис. 2.4 та 2.5)

ů(r, φ) = 6− 16

r
cosφ+

8

r2
cos 2φ , 2 6 r <∞ , 0 6 φ < 2π . (2.27)

Зазначимо, що розв’язок (2.27) в локальних полярних змiнних неможливо перетворити
до декартових змiнних, через наявнiсть полярного радiуса r в вiд’ємнiй степенi.

Обґрунтуємо розв’язок (2.27), для чого покажемо, що вiн: 1) справджує рiвняння Ла-
пласа; 2) задовольняє граничнiй умовi. Отже: 1) знайдемо частиннi похiднi функцiї ů(r, φ)

∂2ů

∂φ2
=

16

r
cosφ− 32

r2
cos 2φ ,

∂ů

∂r
=

16

r2
cosφ− 16

r3
cos 2φ ,

∂2ů

∂r2
= −32

r3
cosφ+

48

r4
cos 2φ ,
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Рис. 2.4. Розв’язок u(x, y) (2.27) зовнiшньої задачi Дiрiхле (2.25), над квадратом
(x, y) ∈ [−12,+8]× [−10,+10], в якому вирiзаний диск радiуса c=2 та центром (−2, 0)
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Рис. 2.5. Розв’язок u(x, y) (2.27) зовнiшньої задачi Дiрiхле (2.25), над квадратом
(x, y) ∈ [−32,+28]×[−30,+30], в якому вирiзаний диск радiуса c=2 та центром (−2, 0)
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якi пiдставимо в рiвняння Лапласа

∆ů(r, φ) =
∂2ů(r, φ)

∂r2
+

1

r

∂ů(r, φ)

∂r
+

1

r2
∂2ů(r, φ)

∂φ2
=

= −32

r3
cosφ+

48

r4
cos 2φ+

16

r3
cosφ− 16

r4
cos 2φ+

16

r3
cosφ− 32

r4
cos 2φ = 0

i переконаємося, що воно справджено; 2) запишемо функцiю u(r, φ) (2.27) на границi

ů(r, φ)
∣∣∣
r=2

=

(
6− 16

r
cosφ+

8

r2
cos 2φ

)∣∣∣∣
r=2

= 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ
(2.21)
= g̊0(φ)

i переконаємося, що гранична умова задовiльнена. N

Приклад 2.3. Розглянемо внутрiшню задачу∆u(x, y) = 0 , x2 + y2 + 4x− 2y − 4 < 0 ,

u(x, y) = g0,k(x, y) , x2 + y2 + 4x− 2y − 4 = 0 ,
(2.28)

в якiй граничнi функцiї g0,k(x, y) = xαyσ суть одночлени (мономи) степеня k = α + σ,
де α, σ > 0, 0 6 k 6 5, наведенi в табл. 2.1. За подiбнiстю до розв’язання задачi (2.17)

Табл. 2.1. Граничнi одночлени для задачi (2.28)

k g0,k(x, y) k g0,k(x, y)

0 1 3 x2y

1 x 4 x2y2

2 xy 5 x3y2

з прикл. 2.1 на с. 13 доповнимо квадратнi двочлени x2+4x та y2−2y у складi рiвняння x2+
y2 + 4x− 2y − 4 = 0 до повних квадратiв

x2 + 4x =
(
x2 + 4x+ 22

)
− 4 = (x+ 2)2 − 4 ,

y2 − 2y =
(
y2 − 2y + 12

)
− 1 = (y − 1)2 − 1 ,

i перетворимо рiвняння в такий спосiб

F2(x, y) = x2 + y2 + 4x− 2y − 4 = 0 ⇒ F2(x, y) = (x+ 2)2 + (y − 1)2 − 32 = 0 . (2.29)

Отже, маємо внутрiшню граничну задачу Дiрiхле для диска радiуса r=3 з центром
в точцi (−2,+1) (див. рис. 2.6, 1 ), де (2.29) — рiвняння граничного кола C, для якої
застосуємо локальнi полярнi змiннi (в яких вiдлiк r здiйснюється вiд центру диска)x = r cosφ− 2 ,

y = r sinφ+ 1 .
(2.30)
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Рис. 2.6. Внутрiшнiсть (1 ) та зовнiшнiсть (2 ) диска радiуса c з центром
(
−2

3
c,+1

3
c
)
;

у разi диска з граничним колом (2.29) радiус c=3, а центр знаходиться в точцi (−2,+1)

Зазначимо, що для граничної задачi (2.28) у разi k > 2 перевiрка задовiльнення гра-
ничної умови виявляється складною, тому використатимемо такий анзатц [7, 8]

uk(x, y) = F2(x, y)Pk−2(x, y) + g⋆0,k(x, y) , (2.31)

де наперед невiдомий многочлен Pk−2(x, y) степеня k − 2 має бути визначений як скла-
дова розв’язку, g⋆0,k(x, y) — граничний одночлен, поширений всередину диску. Оскiльки
у разi k=0, 1 многочлен Pk−2(x, y) не iснує, то можна припустити, що розв’язком граничної
задачi буде саме граничний одночлен g⋆0,k(x, y), проте, доцiльно показати, що анзатц (2.31)
справджується.

Насправдi, у разi k = 0 тригонометричний ряд Фур’є (2.4) за полярною змiнною
для граничного одночлена вiдразу вiдомий

g̊0,0(φ) = 1 =
a0
2
,

отже таким є i розв’язок (2.6) граничної задачi

ů0(r, φ) = 1 ⇒ u0(x, y) = g⋆0,0(x, y) = 1 .

У разi k=1 тригонометричний ряд Фур’є (2.4) за полярною змiнною для граничного
одночлена також вiдразу вiдомий

g̊0,1(φ) = x
∣∣∣
x∈C

= r cosφ
∣∣∣
r=3

= 3 cosφ = a1 cosφ ,

отже розв’язок граничної задачi, згiдно (2.6), є такий

ů1(r, φ) =

(
r

c

)1

a1 cosφ ⇒ ů1(r, φ) =

(
r

3

)1

3 cosφ = r cosφ ⇒ u1(x, y) = g⋆0,1(x, y) = x .
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У разi iнших граничних багаточленiв g0,k(x, y) степенiв k = 2, 3, 4, 5 з табл. 2.1 зведемо
деякi промiжнi i всi остаточнi вирази для розв’язкiв uk(x, y) до табл. 2.2—2.5. Розгор-
нуте розв’язання наведемо тiльки для граничного многочлена g0,5(x, y), який в полярних
змiнних (2.30) набуває такого виду

g̊0,5(φ) = (r cosφ− 2)3(r sinφ+ 1)2
∣∣∣
r=3

=

=
(
r3cos3φ− 6r2cos2φ+ 12r cosφ− 8

)(
r2sin2φ+ 2r sinφ+ 1

) ∣∣∣
r=3

=

=
(
r5cos3φ sin2φ− 6 r4cos2φ sin2φ+ 12 r3 cosφ sin2φ− 8 r2sin2φ+

+ 2 r4cos3φ sinφ− 12 r3cos2φ sinφ− 24 r2sinφ cosφ− 16 r sinφ+

+ r3cos3φ− 6 r2cos2φ+ 12 r cosφ− 8
) ∣∣∣

r=3
.

(2.32)

Якщо застосувати до (2.32) тригонометричнi формули зниження степеня

cos2φ =
1 + cos 2φ

2
, sin2φ =

1− cos 2φ
2

,

cos3φ =
3 cosφ+ cos 3φ

4
, sin3φ =

3 sinφ− sin 3φ
4

,

cos4φ =
3 + 4 cos 2φ+ cos 4φ

8
, sin4φ =

3− 4 cos 2φ+ cos 4φ
8

,

cos5φ =
10 cosφ+ 5 cos 3φ+ cos 5φ

16
, sin5φ =

10 sinφ− 5 sin 3φ+ sin 5φ
16

,

(2.33)

вiдразу одержимо тригонометричний ряд Фур’є (2.4) граничного одночлена g0,5(x, y)

g̊0,5(φ) = −527

4
+

1341

8
cosφ− 129 sinφ+ 9 cos 2φ+

297

2
sin 2φ−

−1431

16
cos 3φ− 81 sin 3φ+

243

4
cos 4φ+

81

4
sin 4φ− 243

16
cos 5φ .

(2.34)

Для зручностi наведемо окремо ≪нульовий≫ a0 (тобто з номером 0) та першi п’ять
пар aµ, bµ коефiцiєнтiв ряду Фур’є (всi iншi коефiцiєнти суть нулi)

a0
2

= −527

4
, a1 = +

1341

8
, a2 = +9 , a3 = −1431

16
, a4 = +

243

4
, a5 = −243

16
,

b1 = −129 , b2 = +
297

2
, b3 = −81 , b4 = +

81

4
, b5 = 0 ,

яким вiдповiдає ≪скорочена≫ формула (2.6) на с. 11

ů5(r, φ) =
a0
2

+
(r
c

)1 (
a1 cos 1φ+ b1 sin 1φ

)
+
(r
c

)2 (
a2 cos 2φ+ b2 sin 2φ

)
+

+
(r
c

)3 (
a3 cos 3φ+ b3 sin 3φ

)
+
(r
c

)4 (
a4 cos 4φ+ b4 sin 4φ

)
+
(r
c

)5
a5 cos 5φ ,
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звiдки матимемо шукане подання розв’язку граничної задачi (2.28) в змiнних (r, φ)

ů5(r, φ) = −527

4
+

447

8
r1cos 1φ − 43 r1sin 1φ + r2cos 2φ +

33

2
r2sin 2φ −

− 53

16
r3cos 3φ − 3 r3sin 3φ +

3

4
r4cos 4φ +

1

4
r4sin 4φ − 1

16
r5cos 5φ .

(2.35)

Тепер застосуємо до (2.35) тригонометричнi формули кратного аргумента

cos 2φ = cos2φ− sin2φ ,

cos 3φ = cos3φ− 3 cosφ sin2φ ,

cos 4φ = cos4φ− 6 cos2φ sin2φ+ sin4φ ,

cos 5φ = cos5φ− 10 cos3φ sin2φ+ 5 cosφ sin4φ ,

sin 2φ = 2 cosφ sinφ ,

sin 3φ = 3 cos2φ sinφ− sin3φ ,

sin 4φ = 4 cos3φ sinφ− 4 cosφ sin3φ ,

sin 5φ = 5 cos4φ sinφ− 10 cos2φ sin3φ+ sin5φ ,

i перетворимо подання (2.35) на таке

ů5(r, φ) = −527

4
+

447

8
r cosφ− 43 r sinφ+ (r cosφ)2 − (r sinφ)2 +

+ 33 (r cosφ)(r sinφ)− 53

16
(r cosφ)3 +

159

16
(r cosφ)(r sinφ)2 −

− 9 (r cosφ)2(r sinφ) + 3 (r sinφ)3 +
3

4
(r cosφ)4 −

− 9

2
(r cosφ)2(r sinφ)2 +

3

4
(r sinφ)4 + (r cosφ)3(r sinφ)−

− (r cosφ)(r sinφ)3 − 1

16
(r cosφ)5 +

5

8
(r cosφ)3(r sinφ)2 − 5

16
(r cosφ)(r sinφ)4.

До останнього виразу застосуємо формули (2.30) переходу до декартових змiнних

u5(x, y) = −527

4
+

447

8
(x+ 2)− 43 (y − 1) + (x+ 2)2 − (y − 1)2 +

+ 33 (x+ 2)(y − 1)− 53

16
(x+ 2)3 +

159

16
(x+ 2)(y − 1)2 −

− 9 (x+ 2)2(y − 1) + 3 (y − 1)3 +
3

4
(x+ 2)4 −

− 9

2
(x+ 2)2(y − 1)2 +

3

4
(y − 1)4 + (x+ 2)3(y − 1)−

− (x+ 2)(y − 1)3 − 1

16
(x+ 2)5 +

5

8
(x+ 2)3(y − 1)2 − 5

16
(x+ 2)(y − 1)4,
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розкриємо дужки i виконаємо очевиднi спрощення, внаслiдок чого одержимо подання
розв’язку граничної задачi Дiрiхле (2.28) в змiнних (x, y) у виглядi багаточлена п’ятого
степеня

u5(x, y) = − 1

16
x5 +

5

8
x3y2 − 5

16
xy4 +

1

8
x4 − 1

4
x3y − 3

4
x2y2 +

1

4
xy3 +

1

8
y4 −

− 3

16
x3 +

1

2
y3 +

9

16
xy2 − 3

2
x2y − 29

8
x2 +

67

8
xy +

29

8
y2 +

121

4
x− 57

4
y − 45

2
.

(2.36)

Обґрунтуємо розв’язок (2.36), для чого покажемо, що вiн: 1) справджує рiвняння Ла-
пласа; 2) задовольняє граничну умову. Спочатку послiдовним диференцiюванням знайде-
мо похiднi другого порядку функцiї u5(x, y) (2.36) за змiнними x, y

∂u5
∂x

= − 5

16
x4 +

15

8
x2y2 − 5

16
y4 +

1

2
x3 − 3

4
x2y − 3

2
xy2 +

1

4
y3 − 9

16
x2 +

9

16
y2 − 3xy −

−29

4
x+

67

8
y +

121

4
,

∂u5
∂y

= +
5

4
x3y − 5

4
xy3 − 1

4
x3 − 3

2
x2y +

3

4
xy2 +

1

2
y3 +

3

2
y2 +

9

8
xy − 3

2
x2 − 67

8
x+

29

4
y − 57

4
,

∂2u5
∂x2

= −5

4
x3 +

15

4
xy2 +

3

2
x2 − 3

2
xy − 3

2
y2 − 9

8
x− 3y − 29

4
,

∂2u5
∂y2

= +
5

4
x3 − 15

4
xy2 − 3

2
x2 +

3

2
xy +

3

2
y2 + 3y +

9

8
x+

29

4
,

i переконаємося, що функцiя u5(x, y) (2.36) справджує рiвняння Лапласа (1.1) на с. 5.
Далi подамо функцiю u5(x, y) (2.36) згiдно (2.31) на с. 19

u5(x, y) = F2(x, y)P3(x, y) + g⋆0,5(x, y) = (x2 + y2 + 4x− 2y − 4)P3(x, y) + x3y2 , (2.37)

де многочлен P3(x, y) знайдемо, застосувавши будь-яку систему компютерної математики
для дiлення рiзницi u5(x, y)−u⋆0,5(x, y) на F2(x, y) без залишка (вiдсутнiсть залишка є також
опосередкованим пiдтвердженням правильностi розв’язку)

P3(x, y) =
u5(x, y)− g⋆0,5(x, y)

F2(x, y)
= − 1

16
x3− 5

16
xy2+

3

8
x2− 3

8
xy+

1

8
y2− 31

16
x+

3

4
y+

45

8
. (2.38)

Тепер пiдставимо знайдений вираз (2.38) багаточлена P3(x, y) в (2.37) i одержимо оста-
точне подання шуканого розв’язку граничної задачi Дiрiхле (2.28)

u5(x, y) = (x2+y2+4x−2y−4)

(
− 1

16
x3− 5

16
xy2+

3

8
x2−3

8
xy+

1

8
y2−31

16
x+

3

4
y+

45

8

)
+x3y2, (2.39)

З подань (2.37), (2.39) вiдразу випливає, що функцiя u5(x, y) задовольняє граничну
умову. Отже, внутрiшня гранична задача Дiрiхле (2.28) розв’язана правильно.

Розв’язки задачi (2.28) для всiх граничних функцiй зведенi до табл. 2.2—2.5. N
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ů
3
(r
,φ

)

u
3
(x
,y
)

u
3
(x
,y
)

x
2
y

+
17 2 ︸︷︷︸ 0

−
12

co
s
φ
+

75 4
si

n
φ

︸
︷︷

︸
1

+
9 2
co

s
2φ

−
18

si
n
2φ

︸
︷︷

︸
2

+
27 4

si
n
3φ

︸
︷︷

︸
3

a
0 2
=

+
17 2

︸︷
︷︸ 0

,
a
1
=

−
12
,
b 1

=
+
75 4

︸
︷︷

︸
1

,
a
2
=

+
9 2
,
b 2

=
−
18

︸
︷︷

︸
2

,
b 3

=
+
27 4

︸︷
︷︸ 3

+
17 2 ︸︷︷︸ 0

−
4r

co
sφ

+
25 4
r
si

n
φ

︸
︷︷

︸
1

+
1 2
r2

co
s
2φ

−
2r

2
si

n
2φ

︸
︷︷

︸
2

+
1 4
r3

si
n
3φ

︸
︷︷

︸
3

+
3 4
x
2
y
−

1 4
y
3

︸
︷︷

︸
3

−
1 4
x
2
−
x
y
+

1 4
y
2

︸
︷︷

︸
2

−
x
+

3 2
y

︸︷
︷︸ 1

+
1 ︸︷︷︸ 0

=
F
(x
,y
)P

(x
,y
)
+
u
0
(x
,y
)
=

( x
2
+
y
2

︸ ︷︷
︸

2

+
4x

−
2y

︸︷
︷︸ 1

−
4 ︸︷︷︸ 0

)( −
1 4
y ︸ ︷︷︸ 1

−
1 4 ︸︷︷︸ 0

) +
x
2
y ︸︷︷︸ 3

24



Та
бл

.2
.4

.Р
оз

в’
яз

ок
вн

ут
рi

ш
нь

ої
вi

дн
ос

но
ко

ла
F
(x
,y
)
=

(x
+
1)

2
+
(y
−
1)

2
−
9
<

0
за

да
чi

Д
iр

iх
ле

(2
.2

8)
дл

я
гр

ан
ич

но
їу

м
ов

и
4

4

g 0
,4
(x
,y
)

g̊ 0
,4
(φ

)

a
µ
,b
µ

ů
4
(r
,φ

)

u
4
(x
,y
)

u
4
(x
,y
)

x
2
y
2

+
29
3 8 ︸︷︷
︸

0

−
39

co
s
φ
+

75 2
si

n
φ

︸
︷︷

︸
1

−
27 2

co
s
2φ

−
36

si
n
2φ

︸
︷︷

︸
2

+
27

co
s
3φ

+
27 2

si
n
3φ

︸
︷︷

︸
3

−
81 8

co
s
4φ

︸
︷︷

︸
4

a
0 2
=

+
29
3 8

︸
︷︷

︸
0

,
a
1
=

−
39
,
b 1

=
+
75 2

︸
︷︷

︸
1

,
a
2
=

−
27 2

,
b 2

=
−
36

︸
︷︷

︸
2

,
a
3
=

+
27
,
b 3

=
+
27 2

︸
︷︷

︸
3

,
a
4
=

−
81 8

︸︷
︷︸ 4

+
29
3 8 ︸︷︷
︸

0

−
13
r
co

s
φ
+

25 2
r
si

n
φ

︸
︷︷

︸
1

−
3 2
r2

co
s
2φ

−
4
r2

si
n
2φ

︸
︷︷

︸
2

+
r3

co
s
3φ

+
1 2
r3

si
n
3φ

︸
︷︷

︸
3

−
1 8
r4

co
s
4φ

︸
︷︷

︸
4

−
1 8
x
4
+

3 4
x
2
y
2
−

1 8
y
4

︸
︷︷

︸
4

+
3 4
x
2
−

2
x
y
−

3 4
y
2

︸
︷︷

︸
2

−
9
x
+

9 2
y

︸︷
︷︸ 1

+
7 ︸︷︷︸ 0

=
F
(x
,y
)P

(x
,y
)
+
u
0
(x
,y
)
=

( x
2
+
y
2

︸ ︷︷
︸

2

+
4x

−
2y

︸︷
︷︸ 1

−
4 ︸︷︷︸ 0

)( −
1 8
x
2
−

1 8
y
2

︸
︷︷

︸
2

+
1 2
x
−

1 4
y

︸
︷︷

︸
1

−
7 4 ︸︷︷︸ 0

) +
x
2
y
2 ︸ ︷︷︸ 4

25



Та
бл

.2
.5

.Р
оз

в’
яз

ок
вн

ут
рi

ш
нь

ої
вi

дн
ос

но
ко

ла
F
(x
,y
)
=

(x
+
1)

2
+
(y
−
1)

2
−
9
<

0
за

да
чi

Д
iр

iх
ле

(2
.2

8)
дл

я
гр

ан
ич

но
їу

м
ов

и
5

5

g 0
,5
(x
,y
)

g̊ 0
,5
(φ

)

a
µ
,b
µ

ů
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Приклад 2.4. Розглянемо зовнiшню задачу Дiрiхле (див. рис. 2.6, 2 )∆u(x, y) = 0 , x2 + y2 + 4x− 2y − 4 > 0 ,

u(x, y) = g0,k(x, y) , x2 + y2 + 4x− 2y − 4 = 0 ,
(2.40)

з граничними функцiями-одночленами g0,k(x, y), наведеними в табл. 2.1, с. 18.
Оскiльки розвинення граничних функцiй g̊0,k(φ) в ряди Фур’є вже вi-

домi (див. приклад 2.3), розв’язки задачi (2.40) можна знайти за форму-
лою (2.15) на с. 13 (див. також приклад 2.2 на с. 16). Знайденi розв’язки
зведенi до табл. 2.6. N

3 Задачi Ноймана всерединi та зовнi диска

3.1 Постановка внутрiшньої задачi

Внутрiшня задача Ноймана для диска полягає в знаходженнi функцiї:
1) яка є гармонiйною всерединi диска D; 2) яка є неперервно диференцiйо-
ваною в його замиканнi D + C; 3) похiдна якої за напрямом орта ν зовнiшн-
ньої нормалi до границi C набуває заданих граничних значень, а саме (див.
рис. 2.1, 1 )

∆u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ D=
{
(x, y) : x2 + y2 < c2

}
,

∂u(x, y)

∂ν
= g1(x, y) , (x, y) ∈ C =

{
(x, y) : x2 + y2 = c2

}
,

(3.1)

причому 4) виконана умова розв’язностi задачi˛

C

∂u(x, y)

∂ν
dC =

˛

C

g1(x, y) dC = 0 . (3.2)

В полярних змiнних постановка задачi є такою

∂2ů

∂r2
+

1

r

∂ů

∂r
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
= 0 , 0 6 r < c , 0 6 φ < 2π ,

∂ů(c, φ)

∂r
= g̊1(φ) , 0 6 φ < 2π ,

ů(r, 0) = ů(r, 2π) , 0 6 r 6 c ,

(3.3)

де u(r cosφ, r sinφ) =: ů(r, φ) — шуканий розв’язок, який всерединi диска
задовольняє умови: а) перiодичностi за полярним кутом φ; б ) обмеженостi;
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g1(c cosφ, c sinφ)=: g̊1(φ) — гранична функцiя, яка є неперервною; а умова
розв’язностi (3.2) набуває такого подання

ˆ 2π

0

g̊1(φ) dφ = 0 . (3.4)

3.2 Розв’язання внутрiшньої задачi

Звернемося до параметричної сiм’ї (1.18) на с. 9, яку перетворимо подiб-
но (2.3) на с. 10 i застосуємо як анзатц шуканого розв’язку задачi:

5) знайдемо похiдну анзатцу (2.3) за змiнною r

∂ů(c, φ)

∂r
=

∞∑
µ=1

µ cµ−1
(
Aµ cosµφ+Bµ sinµφ

)
, (3.5)

6) розвинемо функцiю g̊1(φ) в ряд Фур’є (див. задачу 6.3 на с. 47)

g̊1(φ) =
∞∑
µ=1

(
aµ cosµφ+ bµ sinµφ

)
. (3.6)

7) прирiвняємо коефiцiєнти рядiв (3.5) i (3.6), звiдки
µ cµ−1Aµ = aµ ,

µ cµ−1Bµ = bµ ,
µ ∈ N , ⇒


Aµ =

aµ
µ cµ−1

,

Bµ =
bµ

µ cµ−1
,

µ ∈ N , (3.7)

отже можемо записати шуканий розв’язок задачi (3.3)

ů(r, φ) = C0 + c

∞∑
µ=1

1

µ

(r
c

)µ (
aµ cosµφ+ bµ sinµφ

)
, (3.8)

де C0 — довiльна стала (див. задачу 6.4 на с. 47).

3.3 Постановка зовнiшньої задачi

Зовнiшня задача Ноймана для диска полягає в знаходженнi функцiї: 1) гар-
монiйної в зовнiшностi D диска; 2) неперервно диференцiйованої в замикан-
нi D+C; 3) похiдна якої за напрямом внутрiшньої нормiлi до границi C диска
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набуває заданих граничних значень на C, а саме (див. рис. 2.1, 2 )
∆u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ D=

{
(x, y) : x2 + y2 > c2

}
,

∂u(x, y)

∂ν
= g1(x, y) , (x, y) ∈ C =

{
(x, y) : x2 + y2 = c2

}
,

(3.9)

причому 4) виконана умова розв’язностi задачi
˛

C

g1(x, y) dC = 0 . (3.10)

В полярних змiнних постановка задачi є такою

∂2ů

∂r2
+

1

r

∂ů

∂r
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
= 0 , c < r < +∞ , 0 6 φ < 2π ,

−∂ů(c, φ)
∂r

= g̊1(φ) , 0 6 φ < 2π ,

ů(r, 0) = ů(r, 2π) , c 6 r < +∞ ,

(3.11)

де u(r cosφ, r sinφ) =: ů(r, φ) — шуканий розв’язок, який зовнi диска за-
довольняє умови: а) перiодичностi за полярним кутом φ; б ) обмеженостi;
g1(c cosφ, c sinφ) =: g̊1(φ) — гранична функцiя, яка є неперервною; умова
розв’язностi (3.2) набуває такого подання

ˆ 2π

0

g̊1(φ) dφ = 0 . (3.12)

3.4 Розв’язання зовнiшньої задачi

Звернемося до параметричної сiм’ї (1.18) на с. 9, яку перетворимо подiб-
но (2.14) на с. 13 i застосуємо як анзатц шуканого розв’язку задачi:

5) знайдемо похiдну сiм’ї за напрямом орта ν зовнiшньої нормалi до C

−∂ů(c, φ)
∂r

=
∞∑
µ=1

µ c−µ−1
(
Aµ cosµφ+Bµ sinµφ

)
; (3.13)

6) розвинемо функцiю g̊1(φ) в ряд Фур’є (див. задачу 6.5 на с. 47)

g̊1(φ) =
∞∑
µ=1

(
aµ cosµφ+ bµ sinµφ

)
. (3.14)
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7) прирiвняємо коефiцiєнти рядiв (3.13) i (3.14), звiдки
µAµ

cµ+1
= aµ ,

µBµ

cµ+1
= bµ ,

µ ∈ N ⇒


Aµ =

aµ c
µ+1

µ
,

Bµ =
bµ c

µ+1

µ
,

µ ∈ N , (3.15)

отже можемо записати шуканий розв’язок задачi (3.11)

ů(r, φ) = C0 + c
∞∑
µ=1

1

µ

(c
r

)µ (
aµ cosµφ+ bµ sinµφ

)
, (3.16)

де C0 — довiльна стала (див. задачу 6.6 на с. 47).

3.5 Приклади розв’язання задач

Приклад 3.1. Розглянемо задачу Ноймана
∆u(x, y) = 0 , x2 + y2 + 4x < 0 ,

∂u(x, y)

∂ν
= x2, x2 + y2 + 4x = 0 .

(3.17)

Оскiльки рiвняння границi x2 + y2 + 4x=0 може бути перетворено до канонiчного, тобто
рiвняння кола (x− x0)

2 + (y − y0)
2=c2, де x0=−2, y0= 0, c= 2 (див. приклад 2.1 на с. 13),

задача (3.17) є внутрiшньою, яку подамо у виглядi (3.1) на с. 28
∆u(x, y) = 0 , (x+ 2)2 + y2 < 22,

∂u(x, y)

∂ν
= x2, (x+ 2)2 + y2 = 22.

(3.18)

В мiсцевих полярних змiнних внутрiшнiсть диска x2 + y2 + 4x < 0 має описання
(див. рис. 2.2 ,1 на с. 14)x = r cosφ− 2 ,

y = r sinφ ,
0 6 r < 2 , 0 6 φ < 2π, (3.19)

а гранична умова (одночлен другого степеня) набуває виду

g̊1(φ) = (r cosφ− 2)2
∣∣∣
r=2

= 4 cos2φ− 8 cosφ+ 4 = 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ . (3.20)

Отже, оскiльки умова розв’язностi (3.4) задачi (3.18) не виконана

2πˆ

0

g̊1(φ) dφ =

2πˆ

0

(6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ) dφ = (6φ− 8 sinφ+ sin 2φ)
∣∣∣2π
0

= 6 · 2π ̸= 0 , (3.21)

31



замiнимо граничну функцiю на таку

¯
g1(x, y) = g1(x, y) + A ⇔

¯
g̊1(φ) = g̊1(φ) + A , (3.22)

для якої запишемо умову розв’язностi

2πˆ

0
¯
g̊1(φ) dφ =

2πˆ

0

g̊1(φ) dφ+ 2πA = 0 , (3.23)

i знайдемо допустиме значення сталої

A = − 1

2π

2πˆ

0

g̊1(φ) dφ
(3.21)
= − 1

2π
2π · 6 = −6 . (3.24)

Отже, замiсть внутрiшньої задачi Ноймана (3.18) розглядатимемо ≪змiнену≫ внут-
рiшню задачу 

∆u(x, y) = 0 , (x+ 2)2 + y2 < 22,

∂u(x, y)

∂ν
= x2 − 6 , (x+ 2)2 + y2 = 22,

(3.25)

де гранична функцiя
¯
g1(x, y) = g1(x, y) − 6 = x2 − 6 (3.22), (3.24) задовольняє умову

розв’язностi (3.4). Запишемо ≪змiнену≫ граничну функцiю в мiсцевих полярних змiн-
них (3.19) (див. також запис (3.20) граничної функцiї g1(x, y) = x2)

¯
g̊1(φ) = −8 cosφ+ 2 cos 2φ , (3.26)

звiдки ненульовi коефiцiєнти ряду Фур’є ≪виправленої≫ граничної функцiї суть такi: a1=
−8, a2 = 2, отже, складений за ними розв’язок задачi Ноймана (3.25) в змiнних (r, φ)
мiстить тiльки два доданки ряду (3.8), а саме

ů(r, φ) = C0+c

[(r
c

)1
a1 cosφ+

1

2

(r
c

)2
a2 cos 2φ

]
= C0+2

[
−
(r
2

)1
8 cosφ+

1

2

(r
2

)2
2 cos 2φ

]
,

тобто остаточний запис розв’язку такий

ů(r, φ) = C0 − 8 r cosφ+
1

2
r2 cos 2φ . (3.27)

Обґрунтуємо розв’язок (3.27), для чого покажемо, що вiн: 1) справджує рiвняння Ла-
пласа; 2) задовольняє ≪змiненну≫ граничну умову.

1) Спочатку знайдемо першi i другi повторнi частиннi похiднi функцiї ů(r, φ) (3.27)

∂ů

∂r
= −8 cosφ+ r cos 2φ ,

∂2ů

∂r2
= cos 2φ ,

∂ů

∂φ
= +8 r sinφ− r2 sin 2φ ,

∂2ů

∂φ2
= +8 r cosφ− 2 r2 cos 2φ ,
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якi далi пiдставимо в лiву частину рiвняння Лапласа (див. (1.5) на с. 6 або запис рiвняння
в складi задачi (3.3) на с. 28) i переконаємося, що вона тотожньо обертається в нуль

∆ů(r, φ) =
∂2ů(r, φ)

∂r2
+

1

r

∂ů(r, φ)

∂r
+

1

r2
∂2ů(r, φ)

∂φ2
=

= cos 2φ+
1

r

(
−8 cosφ+ r cos 2φ

)
+

1

r2

(
+8 r cosφ− 2 r2 cos 2φ

)
= 0 .

2) Далi обчислимо похiдну функцiї ů(r, φ) (3.27) за напрямом орта зовнiшньої нормалi
до границi диска (тобто на граничному колi C)

∂ů(r, φ)

∂ν

∣∣∣
C
=
∂ů(r, φ)

∂r

∣∣∣
r=2

=
(
−8 cosφ+ r cos 2φ

)∣∣∣
r=2

= −8 cosφ+ 2 cos 2φ
(3.26)
≡

¯
g̊1(φ)

i переконаємося, що гранична умова також задовiльнена. Отже, розв’язок (3.27) ≪змiне-
ної≫ внутрiшньої задачi Ноймана (3.25) в полярних змiнних знайдений правильно.

Перетворимо розв’язок (3.27) ≪змiненої≫ внутрiшньої задачi Ноймана (3.25) до де-
картових змiнних, для чого спочатку позбавимося вiд косiнуса подвiйного кута: cos 2φ =
cos2φ− sin2φ, тодi розв’язок (3.27) набуде такого подання

ů(r, φ) = C0 − 8 r cosφ+
1

2
r2

(
cos2φ− sin2φ

)
= C0 − 8 r cosφ+

1

2
r2 cos2φ− 1

2
r2 sin2φ =

= C0 − 8 r cosφ+
1

2
(r cosφ)2 − 1

2
(r sinφ)2 ,

а далi застосуємо формули (3.19), тодi

u(x, y) = C0 − 8 (x+ 2) +
1

2
(x+ 2)2 − 1

2
y2 = C0 − 8x− 16 +

1

2

(
x2 + 4x+ 4

)
− 1

2
y2 =

= C0 − 8x− 16 +
1

2
x2 + 2x+ 2− 1

2
y2 = C0 − 14 +

1

2

(
x2 − y2

)
− 6x .

Отже, розв’язок (3.27) ≪змiненої≫ внутрiшньої задачi Ноймана (3.25) в декартових
змiнних є такий

u(x, y) =
¯
C0 +

1

2

(
x2 − y2

)
− 6x , (3.28)

де
¯
C0 = C0 − 14 — ≪нова≫ довiльна стала.
Обґрунтуємо розв’язок (3.28), для чого покажемо, що вiн: 1) справджує рiвняння Ла-

пласа; 2) задовольняє ≪змiненну≫ граничну умову.
1) Спочатку знайдемо першi i другi повторнi частиннi похiднi функцiї u(x, y) (3.28)

∂u

∂x
= x− 6 ,

∂2u

∂x2
= +1 ,

∂u

∂y
= −y , ∂2u

∂y2
= −1 ,

(3.29)

якi далi пiдставимо в лiву частину рiвняння Лапласа i переконаємося, що вона тотожньо
обертається в нуль

∆u(x, y) =
∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
≡ 0 .
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2) Далi обчислимо значення похiдної функцiї u(x, y) (3.28) за напрямом орта зовнiш-
ньої нормалi до границi диска (тобто на граничному колi C)

∂u(x, y)

∂ν

∣∣∣∣
C
=

[
νx(x, y)

∂u(x, y)

∂x
+ νy(x, y)

∂u(x, y)

∂y

] ∣∣∣∣∣
C

, (3.30)

де першi похiднi вже знайденi (3.29), а компоненти орта зовнiшньої нормалi на граничному
колi обчислимо за допомогою формул (3.19)

νx(x, y)

∣∣∣∣
C
=
∂x

∂r

∣∣∣∣
r=2

= cosφ =
x+ 2

r

∣∣∣∣
r=2

=
x+ 2

2
,

νy(x, y)

∣∣∣∣
C
=
∂y

∂r

∣∣∣∣
r=2

= sinφ =
y

r

∣∣∣∣
r=2

=
y

2
.

Продовжимо обчислення похiдної (3.30) функцiї u(x, y) (3.28) за напрямом орта зов-
нiшньої нормалi до границi диска, звiдки матимемо

∂u(x, y)

∂ν

∣∣∣∣
C
=

[
x+ 2

2
(x− 6)− y

2
y

]∣∣∣∣
x2+y2+4x=0

=

[
1

2
x2 − 3x+ x− 6− 1

2
y2
]∣∣∣∣

x2+y2+4x=0

=

=

[
1

2
x2 − 2x− 6− 1

2
y2
]∣∣∣∣

x2+y2+4x=0

=

[
1

2
x2 − 2x− 6− 1

2

(
−4x− x2

)]∣∣∣∣
x2+y2+4x=0

=

= x2 − 6 ≡
¯
g1(x, y) .

Отже, розв’язок ≪змiненої≫ внутрiшньої задачi (3.25) в декартових змiнних знайдений
правильно. N

Приклад 3.2. Розглянемо задачу∆u(x, y) = 0 , x2 + y2 + 4x > 0 ,

u(x, y) = x2 , x2 + y2 + 4x = 0 .
(3.31)

Очевидно (див. приклад 3.1 на с. 31), що маємо зовнiшню задачу Ноймана для диска
радiуса r=2 з центром в точцi (−2, 0) (див. рис. 2.2, 2 на с. 14). В локальних полярних
змiнних замкнена зовнiшнiсть диска має описанняx = r cosφ− 2 ,

y = r sinφ ,
2 6 r <∞ , 0 6 φ < 2π, (3.32)

а гранична умова є такою

g̊1(φ) = (r cosφ− 2)2
∣∣∣
r=2

= 4 cos2φ− 8 cosφ+ 4 = 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ . (3.33)

Оскiльки гранична функцiя (3.33) не задовольняє необхiдну умову розв’язностi (3.10)
та (3.12) на с. 30 (див. приклад 3.1), замiнимо вихiдну зовнiшню задачу такою виправленою

∆u(x, y) = 0 , (x+ 2)2 + y2 > 22,

∂u(x, y)

∂ν
= x2 − 6 , (x+ 2)2 + y2 = 22,

(3.34)
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де вихiдна гранична функцiя g1(x, y)=x
2 замiнена ≪виправленою≫

¯
g1(x, y)=g1(x, y)− 6 =

x2 − 6, запис якої в полярних змiнних вже вiдомий (див. приклад 3.1)

¯
g̊1(φ) = −8 cosφ+2 cos 2φ , (3.26)

тобто ненульовi коефiцiєнти ряду Фур’є ≪виправленої≫ граничної функцiї суть такi: a1=
−8, a2=2, а складений за ними розв’язок задачi Ноймана (3.34) в змiнних (r, φ) включає
тiльки першi два доданки ряду (3.16) на с. 31, а саме

ů(r, φ) = C0+c

[(c
r

)1
a1 cosφ+

1

2

(c
r

)2
a2 cos 2φ

]
= C0+2

[
−
(2
r

)1
8 cosφ+

1

2

(2
r

)2
2 cos 2φ

]
,

отже, остаточний запис розв’язку такий

ů(r, φ) = C0 −
32

r
cosφ+

8

r2
cos 2φ , 2 6 r <∞ , 0 6 φ < 2π . (3.35)

Обґрунтуємо розв’язок (3.35), для чого покажемо, що вiн: 1) справджує рiвняння Ла-
пласа; 2) задовольняє ≪виправлену≫ граничну умову (3.26). Отже: 1) знайдемо частиннi
похiднi функцiї ů(r, φ) (3.35)

∂ů

∂r
= +

32

r2
cosφ− 16

r3
cos 2φ ,

∂2ů

∂r2
= −64

r3
cosφ+

48

r4
cos 2φ ,

∂ů

∂φ
= +

32

r
sinφ− 16

r2
sin 2φ ,

∂2ů

∂φ2
= +

32

r
cosφ− 32

r2
cos 2φ ,

якi пiдставимо в рiвняння Лапласа

∆ů(r, φ) =
∂2ů(r, φ)

∂r2
+

1

r

∂ů(r, φ)

∂r
+

1

r2
∂2ů(r, φ)

∂φ2
=

= −64

r3
cosφ+

48

r4
cos 2φ+

32

r3
cosφ− 16

r4
cos 2φ+

32

r3
cosφ− 32

r4
cos 2φ = 0

i переконаємося, що останнє справджено; 2) обчислимо похiдну функцiї ů(r, φ) (3.35) за на-
прямом орта зовнiшньої нормалi до границi диска (тобто на граничному колi)

∂ů(r, φ)

∂ν
= −∂ů(r, φ)

∂r
=

(
−32

r2
cosφ+

16

r3
cos 2φ

)∣∣∣
r=2

= −8 cosφ+ 2 cos 2φ
(3.26)
≡

¯
g̊1(φ)

i переконаємося, що гранична умова також виконана.
Отже, розв’язок (3.35) ≪виправленої≫ зовнiшньої задачi (3.34) в полярних змiнних

знайдений правильно. Зазначимо, що цей розв’язок неможливо перетворити до декартових
змiнних, через наявнiсть полярного радiуса r в вiд’ємнiй степенi. N

4 Задача Дiрiхле в кiльцi

4.1 Постановка задачi

Задача Дiрiхле в кiльцi полягає в знаходженнi функцiї: 1) яка є гармонiй-
ною всерединi кiльця D; 2) є неперервною в замиканнi D + C1 + C2 кiльця;
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3) набуває заданих граничних значень на границi C1 + C2 кiльця, а саме

∆u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ D =
{
(x, y) | c21 < x2 + y2 < c22

}
,

u(x, y) = g0,1(x, y) , (x, y) ∈ C1 =
{
(x, y) | c21 = x2 + y2

}
,

u(x, y) = g0,2(x, y) , (x, y) ∈ C2 =
{
(x, y) | x2 + y2 = c22

}
.

(4.1)

x

y

c 1

c
2

Рис. 4.1. Кiльцева область з внутрiшнiм c1 та зовнiшнiм c2 радiусами i центром (0, 0)

В полярних змiнних постановка задачi перетворюється на таку

∂2ů

∂r2
+

1

r

∂ů

∂r
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
= 0 , c1 < r < c2 , 0 6 φ < 2π ,

ů(c1, φ) = g̊0,1(φ)

ů(c2, φ) = g̊0,2(φ)

 0 6 φ < 2π ,

ů( r, 0) = ů(r, 2π) , c1 6 r 6 c2 ,

(4.2)

де шуканий розв’язок ů(r, φ) :=u(r cosφ, r sinφ) всерединi кiльця задоволь-
няє умови: а) обмеженостi; б ) перiодичностi за полярним кутом φ; граничнi
функцiї g̊0,1(φ) := g0,1(c1 cosφ, c1 sinφ), g̊0,2(φ) := g0,2(c2 cosφ, c2 sinφ) суть
неперервнi.
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4.2 Розв’язання задачi

Звернемося до параметричної сiм’ї (1.18) на с. 9, в якiй збережемо всi чле-
ни (проте, розкриємо дужки з тригонометричним двочленом i перевизначимо
довiльнi сталi), i застосуємо як анзатц шуканого розв’язку задачi

ů(r, φ) =C0 +D0 ln r +

+
∞∑
µ=1

[(
Aµ r

−µ +Bµ r
+µ
)
cos (µφ) +

(
Cµ r

−µ +Dµ r
+µ
)
sin (µφ)

]
.
(4.3)

Розв’язання задачi далi будуватимемо за таким алгоритмом:
1) розвинемо граничнi функцiї g̊0,1(φ), g̊0,2(φ) в ряди Фур’є

g̊0,1(φ) =
a1,0
2

+
∞∑
µ=1

(
a1,µ cos (µφ) + b1,µ sin (µφ)

)
,

g̊0,2(φ) =
a2,0
2

+
∞∑
µ=1

(
a2,µ cos (µφ) + b2,µ sin (µφ)

)
;

(4.4)

2) запишемо граничнi умови для анзатцу (4.3)

ů(c1, φ)≡C0 +D0 ln c1 +

+
∞∑
µ=1

[(
Aµ c

−µ
1 +Bµ c

+µ
1

)
cos (µφ) +

(
Cµ c

−µ
1 +Dµ c

+µ
1

)
sin (µφ)

]
=

=
a1,0
2

+
∞∑
µ=1

(
a1,µ cos (µφ) + b1,µ sin (µφ)

)
≡ g̊0,1(φ) , (4.5)

ů(c2, φ)≡C0 +D0 ln c2 +

+
∞∑
µ=1

[(
Aµ c

−µ
2 +Bµ c

+µ
2

)
cos (µφ) +

(
Cµ c

−µ
2 +Dµ c

+µ
2

)
sin (µφ)

]
=

=
a2,0
2

+
∞∑
µ=1

(
a2,µ cos (µφ) + b2,µ sin (µφ)

)
≡ g̊0,2(φ) ; (4.6)

3) з зiставлення лiвих i правих частин граничних умов (4.5) та (4.6) одер-
жимо злiченi послiдовностi незалежних (вiдносно µ) систем лiнiйних алгеб-
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раїчних рiвнянь вiдносно значень довiльних сталих сiм’ї (4.3)2C0 + 2 ln c1D0 = a1,0 ,

2C0 + 2 ln c2D0 = a2,0 ,
(4.7)

c−µ
1 Aµ + c+µ

1 Bµ = a1,µ ,

c−µ
2 Aµ + c+µ

2 Bµ = a2,µ ,

c−µ
1 Cµ + c+µ

1 Dµ = b1,µ ,

c−µ
2 Cµ + c+µ

1 Dµ = b2,µ ,
µ = 1, 2, . . . ; (4.8)

4) розв’яжемо системи (4.7) за формулами Крамера

∆0 =

∣∣∣∣∣∣ 2 2 ln c1

2 2 ln c2

∣∣∣∣∣∣ , C0 = ∆−1
0

∣∣∣∣∣∣
a1,0 2 ln c1

a2,0 2 ln c2

∣∣∣∣∣∣ , D0 = ∆−1
0

∣∣∣∣∣∣
2 a1,0

2 a2,0

∣∣∣∣∣∣ ;
5) розв’яжемо системи (4.8) за формулами Крамера

∆µ =

∣∣∣∣∣∣ c
−µ
1 c+µ

1

c−µ
2 c+µ

2

∣∣∣∣∣∣ , Aµ =∆−1
µ

∣∣∣∣∣∣
a1,µ c+µ

1

a2,µ c+µ
2

∣∣∣∣∣∣ , Bµ = ∆−1
µ

∣∣∣∣∣∣
c−µ
1 a1,µ

c−µ
2 a2,µ

∣∣∣∣∣∣ ,
Cµ =∆−1

µ

∣∣∣∣∣∣
b1,µ c+µ

1

b2,µ c+µ
2

∣∣∣∣∣∣ , Dµ = ∆−1
µ

∣∣∣∣∣∣
c+µ
1 b1,µ

c+µ
2 b2,µ

∣∣∣∣∣∣ ;
6) запишемо остаточнi вирази для значень шуканих сталих сiм’ї (4.3)

C0 =
1

2

a1,0 ln c2 − a2,0 ln c1
ln c2 − ln c1

, Aµ = cµ1 c
µ
2

cµ2 a1,µ − cµ1 a2,µ

c2µ2 − c2µ1
, Bµ =

cµ2 a2,µ − cµ1 a1,µ

c2µ2 − c2µ1
,

D0 =
1

2

a2,0 − a1,0
ln c2 − ln c1

, Cµ = cµ1 c
µ
2

cµ2 b1,µ − cµ1 b2,µ

c2µ2 − c2µ1
, Dµ =

cµ2 b2,µ − cµ1 b1,µ

c2µ2 − c2µ1
.

(4.9)

Очевидно, что через наявнiсть членiв r−µ, розв’язок (4.3) не може бути
поданий в декартових змiнних.

4.3 Приклади розв’язання задачi

Приклад 4.1. Розглянемо задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в кiльцi, обмеженому
зсередини колом x2+y2+4x = 0, а зовнi — колом, яке має той самий центр i вдвiчi бiльший
радiус c2. На внутрiшньому колi шукана функцiя набуває значень x2, а на зовнiшньому —
стале значення 4. Оскiльки канонiчний вид

(
x− x0

)2
+
(
y − y0

)2
=c21 рiвняння внутрiшнього
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кола вiдомий: (x+ 2)2 + y2=22 (2.18) (див. приклад 2.1 на с. 13), то маємо x0=−2, y0=0,
c1=2, c2 = 2c1=4, i можемо записати постановку задачi подiбно до (4.1) на с. 36

∆u(x, y) = 0 , 22 < (x+ 2)2 + y2 < 42 ,

u(x, y) = x2, 22 = (x+ 2)2 + y2 ,

u(x, y) = 4 , (x+ 2)2 + y2 = 42 .

(4.10)

В мiсцевих полярних змiнних кiльце має таке подання (див. рис. 4.2)x = r cosφ− 2 ,

y = r sinφ ,

2 6 r 6 4 ,

0 6 φ < 2π,
(4.11)

а граничнi умови набувають такого виду (див. також перехiд вiд рiвняння (2.20) до рiв-
няння (2.21) в прикладi 2.1)

g̊0,1(φ) = (r cosφ− 2)2
∣∣∣
r=2

= 4 cos2φ− 8 cosφ+ 4 = 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ ,

g̊0,2(φ) = 4 .
(4.12)

x

y

c

2c

Рис. 4.2. Кiльце, обмежене зсередини та зовнi двома концентричними колами:
(x+ 2)2 + y2=22 та (x+ 2)2 + y2=42, для граничних задач: 1) (4.10) на с. 39
з прикл. 4.1 та 2) (5.14) на с. 44 з прикл. 5.1. Оскiльки увздовж вiсей x, y вiд-
сутнi позначення, насправдi зображене кiльце, утворене представниками двух
1-параметричних сiмей кiл: (x+ c)2 + y2= c2 та (x+ c)2 + y2=(2c)2, спiльний
центр (−c, 0) яких зображений як маленький чорний диск

Отже, ненульовi коефiцiєнти рядiв Фур’є для граничних функцiй g̊0,1(φ), g̊0,2(φ) суть

a1,0
2

= 6 , a1,1 = −8 , a1,2 = 2 ,
a2,0
2

= 4 ,
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а складений за ним розв’язок задачi Дiрiхле (4.10) в змiнних (r, φ) включає тiльки першi
два доданки ряду (4.3), (4.9), причому вiдповiднi коефiцiєнти Cµ, Dµ суть нульовi, згiдно
формул (4.9) (через те, що b1,µ=0, b2,µ=0, µ ∈ N), а саме

ů(r, φ) = C0 +D0 ln r +
2∑

µ=1

(
Aµ r

−µ +Bµ r
+µ

)
cos (µφ) . (4.13)

Обчислення за формулами (4.9) дають такi значення коефiцiєнтiв (4.13)

C0 =
1

2

12 ln 4− 8 ln 2

ln 4− ln 2
= 8 , D0 =

1

2

8− 12

ln 4− ln 2
= − 2

ln 2
,

A1 = 21 · 41 4
1 · (−8)− 21 · 0

42 − 22
= −64

3
, B1 =

41 · 0− 21 · (−8)

42 − 22
=

4

3
,

A2 = 22 · 42 4
2 · 2− 22 · 0
44 − 24

=
128

15
, B2 =

42 · 0− 22 · 2
44 − 24

= −1

2

1

15
,

(4.14)

отже, остаточне подання розв’язку в мiсцевих полярних змiнних є таким

ů(r, φ) = 8− 2
ln r
ln 2

+
1

3

(
−64

r
+ 4 r

)
cosφ+

1

15

(
128

r2
− 1

2
r2
)
cos 2φ . (4.15)

Обґрунтуємо розв’язок (4.15), для чого покажемо, що вiн: 1) справджує Лапласа; 2) за-
довольняє граничнi умови. 1) Спочатку знайдемо першi i другi повторнi частиннi похiднi
функцiї ů(r, φ) (4.15)

∂ů

∂r
= − 2

ln 2
1

r
+

1

3

(
64

r2
+ 4

)
cosφ+

1

15

(
−2 · 128

r3
− r

)
cos 2φ ,

∂2ů

∂r2
= +

2

ln 2
1

r2
− 2

3

64

r3
cosφ+

1

15

(
6 · 128
r4

− 1

)
cos 2φ ,

∂ů

∂φ
= −1

3

(
−64

r
+ 4 r

)
sinφ− 2

15

(
128

r2
− 1

2
r2
)
sin 2φ ,

∂2ů

∂φ2
= −1

3

(
−64

r
+ 4 r

)
cosφ− 4

15

(
128

r2
− 1

2
r2
)
cos 2φ ,

якi пiдставимо в лiву частину рiвняння Лапласа i переконаємося, що вона тотожньо пере-
творюється в нуль

∆ů(r, φ) =
∂2ů(r, φ)

∂r2
+

1

r

∂ů(r, φ)

∂r
+

1

r2
∂2ů(r, φ)

∂φ2
=

= +
2

ln 2
1

r2
− 2

3

64

r3
cosφ+

1

15

(
6 · 128
r4

− 1

)
cos 2φ−

− 2

ln 2
1

r2
+

1

3

(
64

r3
+

4

r

)
cosφ+

1

15

(
−2 · 128

r4
− 1

r

)
cos 2φ−

−1

3

(
−64

r3
+

4

r

)
cosφ− 4

15

(
128

r4
− 1

2

)
cos 2φ ≡ 0 .
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2) Далi обчислимо значення функцiї ů(r, φ) (4.15) на границi кiльця (на внутрiшньому
та зовнiшньому колах)

ů(2, φ) =

[
8− 2

ln r
ln 2

+
1

3

(
−64

r
+ 4 r

)
cosφ+

1

15

(
128

r2
− 1

2
r2
)
cos 2φ

]∣∣∣∣∣
r=2

=

= 8− 2
ln 2
ln 2

+
1

3

(
−64

2
+ 4 · 2

)
cosφ+

1

15

(
128

22
− 1

2
22
)
cos 2φ =

= 6 +
1

3

−64 + 2 · 8
2

cosφ+
1

15

128− 2 · 4
4

cos 2φ = 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ = g̊0,1(φ),

ů(4, φ) =

[
8− 2

ln r
ln 2

+
1

3

(
−64

r
+ 4 r

)
cosφ+

1

15

(
128

r2
− 1

2
r2
)
cos 2φ

]∣∣∣∣∣
r=4

=

= 8− 2
ln 4
ln 2

+
1

3

(
−64

4
+ 4 · 4

)
cosφ+

1

15

(
128

42
− 1

2
42
)
cos 2φ =

= 4 +
1

3

−64 + 4 · 16
4

cosφ+
1

15

128− 8 · 16
16

cos 2φ = 4 ≡ g̊0,2(φ),

i переконаємося, що граничнi умови задовiльненi.. N

5 Задача Ноймана в кiльцi

5.1 Постановка задачi

Задача Ноймана в кiльцi полягає в знаходженнi функцiї u(x, y): 1) гар-
монiйної всерединi кiльця D; 2) неперервно диференцiйованої в замиканнi
D + C1 + C2 кiльця; 3) похiдна якої за напрямом орта ν зовнiшньої нормалi
до границi C = C1 + C2 кiльця, набуває заданих значень, а саме

∆u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ D =
{
(x, y) | c21 < x2 + y2 < c22

}
,

∂u(x, y)

∂ν
= g1,1(x, y) , (x, y) ∈ C1 =

{
(x, y) | c21 = x2 + y2

}
,

∂u(x, y)

∂ν
= g1,2(x, y) , (x, y) ∈ C2 =

{
(x, y) | x2 + y2 = c22

}
,

(5.1)

причому 4) виконана умова розв’язностi задачi

˛

C

∂u(x, y)

∂ν
dC =

˛

C1

g1,1(x, y) dC1 +
˛

C2

g1,2(x, y) dC2 = 0 . (5.2)
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В полярних змiнних постановка задачi Ноймана є такою

1

r

∂

∂r

(
r
∂ů

∂r

)
+

1

r2
∂2ů

∂φ2
= 0 , (r, φ) ∈ (c1, c2)× [0, 2π) ,

−∂ů(c1, φ)
∂r

= g̊1,1(φ)

+
∂ů(c2, φ)

∂r
= g̊1,2(φ)

 , φ ∈ [0, 2π) ,

ů(r, 0) = ů(r, 2π) , r ∈ [c1, c2] ,

(5.3)

де шуканий розв’язок ů(r, φ) :=u(r cosφ, r sinφ) всерединi кiльця задоволь-
няє умови: а) обмеженостi; б ) перiодичностi за полярним кутом φ; граничнi
функцiї g̊1,1(φ) := g1,1(c1 cosφ, c1 sinφ), g̊1,2(φ) := g1,2(c2 cosφ, c2 sinφ) суть
неперервнi; умова розв’язностi (5.2) набуває такого подання

c1

ˆ 2π

0

g̊1,1(φ) dφ+ c2

ˆ 2π

0

g̊1,2(φ) dφ = 0 . (5.4)

5.2 Розв’язання задачi

Звернемося до параметричної сiм’ї (1.18) на с. 9, в якiй збережемо всi
члени i застосуємо як анзатц (4.3) на с. 37 шуканого розв’язку задачi:

1) розвинемо граничнi функцiї g̊0,1(φ), g̊0,2(φ) в ряди Фур’є (4.4) на с. 37;
2) знайдемо похiдну анзатцу (4.3) за змiнною r

∂ů(r, φ)

∂r
=
D0

r
+

+
∞∑
µ=1

µ

[(
−Aµ r

−µ−1 +Bµ r
+µ−1

)
cos (µφ) +

(
−Cµ r

−µ−1 +Dµ r
+µ−1

)
sin (µφ)

]
;

(5.5)
3) запишемо граничнi умови для анзатцу (4.3)

∂ů(c1, φ)

∂r
≡ D0

c1
+

+
∞∑
µ=1

µ

[(
−Aµ c

−µ−1
1 +Bµ c

+µ−1
1

)
cos (µφ) +

(
−Cµ c

−µ−1
1 +Dµ c

+µ−1
1

)
sin (µφ)

]
=

=−
a1,0
2

−
∞∑
µ=1

(
a1,µ cos (µφ) + b1,µ sin (µφ)

)
≡ −g̊1,1(φ) , (5.6)
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∂ů(c2, φ)

∂r
≡ D0

c2
+

+
∞∑
µ=1

µ

[(
−Aµ c

−µ−1
2 +Bµ c

+µ−1
2

)
cos (µφ) +

(
−Cµ c

−µ−1
2 +Dµ c

+µ−1
2

)
sin (µφ)

]
=

=+
a2,0
2

+
∞∑
µ=1

(
a2,µ cos (µφ) + b2,µ sin (µφ)

)
≡ +g̊1,2(φ) ; (5.7)

4) з зiставлення лiвих i правих частин граничних умов (5.6) та (5.6) одер-
жимо злiченi послiдовностi незалежних (вiдносно µ) систем лiнiйних алгеб-
раїчних рiвнянь вiдносно значень довiльних сталих анзатцу (4.3)

D0

c1
= −

a1,0
2
,

D0

c2
= +

a2,0
2
, (5.8)

−µ c−µ−1
1 Aµ + µ c+µ−1

1 Bµ =−a1,µ ,

−µ c−µ−1
2 Aµ + µ c+µ−1

2 Bµ =+a2,µ ,
µ = 1, 2, . . . , (5.9)

−µ c−µ−1
1 Cµ + µ c+µ−1

1 Dµ =−b1,µ ,

−µ c−µ−1
2 Cµ + µ c+µ−1

2 Dµ =+b2,µ ,
µ = 1, 2, . . . ; (5.10)

5) з системи (5.8) знайдемо два рiзних вирази для коефiцiєнта B0

D0 = −c1
a1,0
2
, D0 = +c2

a2,0
2
, (5.11)

якi, проте, суть сумiснi (див. задачу 6.7 на с. 47);
6) розв’яжемо системи (5.9), (5.10) за формулами Крамера

∆µ = µ

∣∣∣∣∣∣ −c
−µ−1
1 +c+µ−1

1

−c−µ−1
2 +c+µ−1

2

∣∣∣∣∣∣ , (5.12)

Aµ =∆−1
µ

∣∣∣∣∣∣
−a1,µ +c+µ−1

1

+a2,µ +c+µ−1
2

∣∣∣∣∣∣ , Bµ =∆−1
µ

∣∣∣∣∣∣
−c−µ−1

1 −a1,µ
−c−µ−1

2 +a2,µ

∣∣∣∣∣∣ ,
Cµ =∆−1

µ

∣∣∣∣∣∣
−b1,µ +c+µ−1

1

+b2,µ +c+µ−1
2

∣∣∣∣∣∣ , Dµ =∆−1
µ

∣∣∣∣∣∣
−c−µ−1

1 −b1,µ
−c−µ−1

2 +b2,µ

∣∣∣∣∣∣ ;
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7) запишемо остаточнi вирази для значень шуканих сталих анзатцу (4.3)

D0 = −c1
a1,0
2

= +c2
a2,0
2

,

Aµ =
cµ+1
1 cµ+1

2

µ

cµ−1
1 a2,µ + cµ−1

2 a1,µ

c2µ2 − c2µ1
, Bµ =

1

µ

cµ+1
1 a1,µ + cµ+1

2 a2,µ

c2µ2 − c2µ1
,

Cµ =
cµ+1
1 cµ+1

2

µ

cµ−1
1 b2,µ + cµ−1

2 b1,µ

c2µ2 − c2µ1
, Dµ =

1

µ

cµ+1
1 b1,µ + cµ+1

2 b2,µ

c2µ2 − c2µ1
.

(5.13)

Очевидно, що через наявнiсть членiв r−µ, розв’язок (4.3) не може бути
поданий в декартових змiнних.

5.3 Приклади розв’язання задачi

Приклад 5.1. Розглянемо задачу Ноймана для рiвняння Лапласа в кiльцi, обмеже-
ному зсередини колом x2 + y2 + 4x = 0, а зовнi — колом, яке має той саме центр i вдвiчi
бiльший радiус c2 (тобто x0=−2, y0=0, c1=2, c2=4, див. прикл. 4.1 на с. 38 та рис. 4.2).
На внутрiшньому колi похiдна шуканої функцiї за напрямом орта завнiшньої нормалi
набуває значень x2, а на зовнiшньому — невiдомого сталого значення A. Отже, можемо
записати постановку задачi подiбно до (5.1) на с. 41

∆u(x, y) = 0 , 22 < (x+ 2)2 + y2 < 42 ,

∂u(x, y)

∂ν
= x2, 22 = (x+ 2)2 + y2 ,

∂u(x, y)

∂ν
= A , (x+ 2)2 + y2 = 42 .

(5.14)

В полярних змiнних кiльце має опис (4.11) (див. також рис. 4.2 на с. 39)x = r cosφ− 2 ,

y = r sinφ ,
2 6 r 6 4 , 0 6 φ < 2π, (5.15)

а граничнi умови такi
g̊1,1(φ) = (r cosφ− 2)2

∣∣∣
r=2

= 4 cos2φ− 8 cosφ+ 4 = 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ ,

g̊1,2(φ) = A .
(5.16)

Запишемо умову розв’язностi (5.4) задачi (5.14)

c1

2πˆ

0

g̊1,1(φ) dφ+c2

2πˆ

0

g̊1,2(φ) dφ = c1

2πˆ

0

g̊1,1(φ) dφ+4

2πˆ

0

A dφ = c1

2πˆ

0

g̊1,1(φ) dφ+4 ·2πA = 0 ,

(5.17)
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з якого знайдемо допустиме значення сталої

A = − c1
8π

2πˆ

0

g̊1,1(φ) dφ = − 2

8π

2πˆ

0

(
6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ

)
dφ = − 1

4π
12π = −3 . (5.18)

Отже, замiсть задачi Ноймана (5.14) розглядатимемо ≪виправлену≫ задачу

∆u(x, y) = 0 , 22 < (x+ 2)2 + y2 < 42 ,

∂u(x, y)

∂ν
= x2, 22 = (x+ 2)2 + y2 ,

∂u(x, y)

∂ν
= −3 , (x+ 2)2 + y2 = 42 .

(5.19)

Ненульовi коефiцiєнти рядiв Фур’є для граничних функцiй g̊0,1(φ), g̊0,2(φ) суть такi
a1,0
2

= 6 , a1,1 = −8 , a1,2 = 2 ,
a2,0
2

= −6 ,

а складений за ними розв’язок задачi Ноймана (5.19) в змiнних (r, φ) включає тiльки
першi два доданки ряда (1.18), (5.13), причому коефiцiєнти Cµ, Dµ обертаються в нуль,
згiдно формул (4.9) (через те, що b1,µ=0, b2,µ=0, µ ∈ N), а саме

ů(r, φ) = C0 +D0 ln r +
2∑

µ=1

(
Aµ r

−µ +Bµ r
+µ

)
cos (µφ) . (5.20)

Обчислення за формулами (5.13) дають значення коефiцiєнтiв (5.20)

D0 = −2
12

2
= +4

−6

2
= −12 ,

A1 =
21+1 · 41+1

1

21−1 · 0 + 41−1 · (−8)

42·1 − 22·1
= −128

3
, B1 =

1

1

21+1 · (−8) + 41+1 · 0
42·1 − 22·1

= −8

3
,

A2 =
22+1 · 42+1

2

22−1 · 0 + 42−1 · 2
42·2 − 22·2

=
128

15
, B2 =

1

2

22+1 · 2 + 42+1 · 0
42·2 − 22·2

=
1

2

1

15
,

(5.21)

а, отже, остаточне подання розв’язку є таким

ů(r, φ) = −12 ln r − 1

3

(
128

1

r
+ 8 r

)
cosφ+

1

15

(
128

1

r2
+

1

2
r2
)
cos 2φ . (5.22)

Обґрунтуємо розв’язок (5.22), для чого покажемо, що вiн: 1) справджує рiвняння Ла-
пласа; 2) задовольняє граничнi умови. 1) Спочатку знайдемо першi i другi повторнi ча-
стиннi похiднi функцiї ů(r, φ) (5.22)

∂ů

∂r
= −12

r
− 1

3

(
−128

1

r2
+ 8

)
cosφ+

1

15

(
−2 · 128 1

r3
+ r

)
cos 2φ ,

∂2ů

∂r2
= +

12

r2
− 2 · 128

3

1

r3
cosφ+

1

15

(
2 · 3 · 128 1

r4
+ 1

)
cos 2φ ,

∂ů

∂φ
= +

1

3

(
128

1

r
+ 8 r

)
sinφ− 2

15

(
128

1

r2
+

1

2
r2
)
sin 2φ ,

∂2ů

∂φ2
= +

1

3

(
128

1

r
+ 8 r

)
cosφ− 4

15

(
128

1

r2
+

1

2
r2
)
cos 2φ ,
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якi пiдставимо в рiвняння Лапласа i переконаємося, що вона справджено

∆ů(r, φ) =
∂2ů(r, φ)

∂r2
+

1

r

∂ů(r, φ)

∂r
+

1

r2
∂2ů(r, φ)

∂φ2
=

= +
12

r2
− 2 · 128

3

1

r3
cosφ+

1

15

(
2 · 3 · 128 1

r4
+ 1

)
cos 2φ−

−12

r2
− 1

3

(
−128

1

r3
+ 8

1

r

)
cosφ+

1

15

(
−2 · 128 1

r4
+ 1

)
cos 2φ+

+
1

3

(
+128

1

r3
+ 8

1

r

)
cosφ− 4

15

(
128

1

r4
+

1

2

)
cos 2φ ≡ 0 .

2) Далi обчислимо значення похiдної функцiї ů(r, φ) (5.22) за напрямом орта зовнiш-
ньої нормалi до границi кiльця (тобто на внутрiшньому i зовнiшньому колi)

∂ů(r, φ)

∂ν

∣∣∣∣
r=2

= −∂ů(r, φ)
∂r

∣∣∣∣
r=2

=

−

[
−12

r
− 1

3

(
−128

1

r2
+ 8

)
cosφ+

1

15

(
−2 · 128 1

r3
+ r

)
cos 2φ

]∣∣∣∣∣
r=2

=

=
12

2
+

1

3

(
−128

1

22
+ 8

)
cosφ− 1

15

(
−2 · 128 1

23
+ 2

)
cos 2φ =

= 6 +
−128 + 4 · 8

3 · 4
cosφ− −128 + 4 · 2

4 · 15
cos 2φ =

= 6− 8 cosφ+ 2 cos 2φ ≡ g̊1,1(φ),

∂ů(r, φ)

∂ν

∣∣∣∣
r=4

= +
∂ů(r, φ)

∂r

∣∣∣∣
r=4

=

+

[
−12

r
− 1

3

(
−128

1

r2
+ 8

)
cosφ+

1

15

(
−2 · 128 1

r3
+ r

)
cos 2φ

]∣∣∣∣∣
r=4

=

= −12

4
− 1

3

(
−128

1

42
+ 8

)
cosφ+

1

15

(
−2 · 128 1

43
+ 4

)
cos 2φ =

= −3− −128 + 16 · 8
3 · 16

cosφ+
−128 + 32 · 4

15 · 32
cos 2φ = −3 ≡ g̊1,2(φ),

i переконаємося, що граничнi умови задовiльненi.
Отже, розв’язок задачi Ноймана (5.19) знайдений правильно. N
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6 Задачi для самостiйної работи

Задача 6.1. Розв’яжiть внутрiшню задачу Дiрiхле (2.28) на с. 18 в областях з грани-
цями C i рекурентними граничними умовами, зведеними в табл. 6.1 на с. 47 (k = 1, 2, 3).
Запишiть розв’язки в полярнiй i декартовiй системах координат. Обґрунтуйте розв’язки,
а саме доведiть, що вони: а) справджують рiвняння Лапласа; б ) задовольняють граничну
умову. Побудуйте зображення знайдених розв’язкiв. N

Задача 6.2. Розв’яжiть зовнiшню задачу Дiрiхле (2.40) на с. 28 в областях з гра-
ницями C i рекурентними граничними умовами, зведеними в табл. 6.1 на с. 47. Запишiть
розв’язки в полярнiй системi координат. Обґрунтуйте розв’язки, а саме доведiть, що вони:
а) справджують рiвняння Лапласа; б ) задовольняють граничну умову. Побудуйте зобра-
ження знайдених розв’язкiв. N

Табл. 6.1. Рекурентнi граничнi умови для задачi Дiрiхле: g0,k+1=g0,k + δg0,k+1

№ g0,1(x, y) δg0,2(x, y) δg0,3(x, y) δg0,4(x, y) C

1

2

3

4

5

6

7

x2

y2

xy

x2 + x

y2 + x

xy + x

x2 + y

x3+y3+x2y+xy2

x3+y3+x2y+xy2

x3+y3+x2y+xy2

x3 + y3 + x2y

x3 + y3 + xy2

x3 + x2y + xy2

y3 + x2y + xy2

x4

y4

x3y

xy3

x2y2

x4

y4

x5

y5

x4y

xy4

x3y2

x2y3

x5

x2 + y2 − x− 2y − 1 = 0

x2 + y2 + x+ 6y + 7 = 0

x2 + y2 − 2x+ 3y + 1 = 0

x2 + y2 + 2x− 5y + 5 = 0

x2 + y2 − 3x− 4y + 4 = 0

x2 + y2 + 4x+ y + 2 = 0

x2 + y2 − 5x+ 4y + 8 = 0

Задача 6.3. Пояснiть вiдсутнiсть коефiцiєнта a0 в розвиненнi граничної функцiї u1(r, φ)
в ряд Фур’є (3.6) на с. 29. N

Задача 6.4. Запишiть, якщо це можливо, розв’язок (3.8) на с. 29 задачi Ноймана
для рiвняння Лапласа всерединi диска (3.3) в декартових змiнних. N

Задача 6.5. Пояснiть вiдсутнiсть коефiцiєнта a0 в розвиненнi граничної функцiї g1(r, φ)
в ряд Фур’є (3.14) на с. 30. N

Задача 6.6. Запишiть, якщо це можливо, розв’язок (3.16) на с. 31 задачi Ноймана
для рiвняння Лапласа зовнi диска (3.11) в декартових змiнних. N

Задача 6.7. Доведiть, що рiвнiсть (5.11), яка встановлює зв’язок мiж нульовимии
коефiцiєнтами розвинення граничних функцiй в ряди Фур’є, не приводить до протирiччя,
оскiльки є наслiдком умови розв’язностi (5.4) задачi Ноймана (5.3) для рiвняння Лапласа
в кiльцi. N
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