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Вступ

Навчальна дисциплiна ≪Рiвняння математичної фiзики≫ входить до вiд-
повiдних освiтньо-професiйних програм для здобувачiв першого (бакалаврсь-
кого) рiвня вищої освiти за спецiальностостями 111 Математика, 112 Статис-
тика, 113 Прикладна математика та 124 Системний аналiз, як обов’язкова
компонента циклу професiйної пiдготовки. Серед компетенцiй освiтнiх про-
грам за вказаними спецiальностями вивчення математичних моделей фiзич-
них явищ, розробка та вивчення математичних методiв розв’язання приклад-
них задач, тощо, посiдають далеко не останнi мiсця. Програма навчальної
дисциплiни ≪Рiвняння математичної фiзики≫ задовольняє цi вимоги завдяки
значному перелiку математичних моделей фiзичних явищ та задач, якi пояс-
нюють цi моделi.

Серед рiзноманiтних моделей, знайомство з якими передбачено програма-
ми вивчення навчальної дисциплiни ≪Рiвняння математичної фiзики≫, крайо-
вi задачi для просторово одновимiрних рiвнянь гiперболiчного та параболiч-
ного типу посiдають одне iз важливих мiсць, оскiльки виступають однiєю
з перших сходинок до опанування бiльш складних моделей. В даному посiб-
нику поставлена скромна мета ознайомити студентiв iз застосуванням ≪од-
новимiрного≫ рiзновиду метода вiдокремлення змiнних для вказаних задач.

Матерiал посiбника подiлений на три роздiли. В першому розiдi викладенi
основнi постановки граничних задач для просторово одновимiрних рiвнянь
гiперболiчного та параболiчного типу, а також складовi методу вiдокрем-
лення змiнних, серед яких спрощена гранична задача Штурма –Лiувiлля,
поняття повної та замкненої системи функцiй, породженої задачею Штур-
ма –Лiувiлля, подання розв’язкiв крайових задач у виглядi функцiональних
рядiв за власними функцiями, тощо. Обґрунтування вказаних складових по-
дано тiльки у виглядi вiдповiдних тверджень, проте без доведень, оскiльки
потребує значного обсягу видання, вiдповiдної кiлькостi академiчних годин
i застосування методiв iнших дисциплiн, зокрема теорiй диференцiальних
та iнтегральних рiвнянь, тощо.

В другому та третьому роздiлах розглянутi частиннi постановки крайо-
вих задач для граничних умов Дiрiхле, одержанi вiдповiднi розв’язки та на-
веденi повнi обґрунтування розв’язкiв, проте, виключно методами матема-
тичного аналiзу.

Виходячи з обмеженого обсягу видання, допомiжнi та довiдковi вiдомостi,
а також задачi i розв’язки до окремих задач, поданi дрiбним шрифтом.
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1 Введення в метод вiдокремлення змiннних

1.1 Вiдокремлення змiнних в рiвняннях теплопроводностi
та коливань

Розглянемо вiдокремлення змiнних (t, x) для еволюцiйних крайових за-
дач (тобто таких, в складi яких є рiвняння з видiленою незалежної змiн-
ною, називаною часом t; напрям змiни значень часу завжди додатний, а спо-
стережуваними можуть бути тiльки митi часу, проте не скiнченi промiжки)
в замиканнi H̄ = [0, T ] × [0, l] = H + Π часово-просторового прямокутни-
ка H = (0, T ]× (0, l) (див. рис. 1.1, скiнчений часовий промiжок [0, T ] зобра-
жений тiльки для зручностi постановки задач, проте не є спостережуваним)
в складi рiвняння теплопроводностi i початкової умови

∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= f(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

u(0, x) = u0(x) , 0 6 x 6 l ,

(1.1)
та в складi рiвняння коливань i початкових умов

∂2u(t, x)

∂t2
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= f(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

∂u(0, x)

∂t
= u1(x)

u(0, x) = u0(x)

 , 0 6 x 6 l ,

(1.2)

а також для обох крайових задач — узагальнених граничних умов (надалi
вважатимемо виконання умов α2

0 + ω2
0 ̸= 0, α2

1 + ω2
1 ̸= 0)

α0 u(t, 0) + ω0

∂u(t, 0)

∂x
= ψ1(t)

α1 u(t, l) + ω1

∂u(t, l)

∂x
= ψ2(t)

 , 0 < t 6 T . (1.3)

Для того, щоб не вiдволiкатися вiд застосування вiдокремлення змiнних,
не будемо накладати нiяких умов гладкостi на: а) шуканi розв’язки крайо-
вих задач, б ) функцiї, присутнi в постановках задач, а також в) функцiї, якi
будуть уведенi при застосуваннi метода вiдокремлення змiнних, отже, буде-
мо вважати всi операцiї над вказаними функцiями можливими. Зазвичай, всi
необхiднi уточнення запроваджують при розглядi певних постановок крайо-
вих задач та обґрунтуваннi їх розв’язкiв.
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Рис. 1.1. Замкнений часово-просторовий прямокутник H̄ = [0, T ] × [0, l] в площинi
змiнних (t, x) для постановки крайових задач вiдносно функцiї u(t, x), яка: 1) справ-
джує еволюцiйне дифференциальне рiвняння в прямокутнику H = (0, T ] × (0, l);
2) задовольняє додатковi умови на так званiй параболiчнiй границi Π (проведена су-
цiльною лiнiєю i є лише частиною ≪справжньої≫ границi прямокутника): а) почат-
ковим на нижнiй дiлянцi границi Π; б ) граничним на бокових дiлянках границi Π;
в) узгодженостi в кутових точках границi Π (див. (2.2) на с. 33 та (3.2) на с. 40).
На верхнiй частинi ≪справжньої≫ границi прямокутника (не входить до складу Π,
проведена штриховою лiнiєю) вiдсутнi жоднi умови (тобто, майбутнє ≪вiдкрите≫)

Перший крок розв’язання крайових задач (1.1) + (1.3), (1.2) + (1.3) поля-
гає в тому, щоб увести ≪руками≫ функцiю ψ(t, x), яка задовольняє граничнi
умови (1.3), а саме

α0 ψ(t, 0) + ω0

∂ψ(t, 0)

∂x
= ψ1(t)

α1 ψ(t, l) + ω1

∂ψ(t, l)

∂x
= ψ2(t)

 , 0 < t 6 T . (1.4)

Зазначимо, що уведення функцiї ψ(t, x): по-перше, можливе (наприклад,
за допомогою багаточленiв або тригонометричних функцiй, тощо); по-друге,
не єдине.

Другий крок розв’язання крайових задач (1.1)+ (1.3), (1.2)+ (1.3) полягає
в уведеннi анзатца для шуканих розв’язкiв у виглядi суми

u(t, x) = U(t, x) + ψ(t, x) , (1.5)

де функцiя U(t, x) стає визначеною пiсля пiдстановки її подання (1.5) в край-
овi задачi (1.1) + (1.3) та (1.2) + (1.3), а саме, у разi рiвняння теплопроводностi
вона справджує рiвняння з ≪новою≫ правою частиною та задовольняє ≪но-
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ву≫ початкову умову
∂U(t, x)

∂t
− a2

∂2U(t, x)

∂x2
= h(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

U(0, x) = v0(x) , 0 6 x 6 l ,

(1.6)
де ≪новi≫ права частина рiвняння та початкова умова визначенi таким чином

h(t, x) = f(t, x)−
[
∂ψ(t, x)

∂t
− a2

∂2ψ(t, x)

∂x2

]
,

v0(x) = u0(x)− ψ(0, x) ;

(1.7)

а у разi рiвняння коливань вона справджує рiвняння з ≪новою≫ правою ча-
стиною та задовольняє ≪новi≫ початковi умови

∂2U(t, x)

∂t2
− a2

∂2U(t, x)

∂x2
= h(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

∂U(0, x)

∂t
= v1(x)

U(0, x) = v0(x)

 , 0 6 x 6 l ,

(1.8)

де ≪новi≫ права частина рiвняння та початковi умови визначенi таким чином

h(t, x) = f(t, x)−
[
∂2ψ(t, x)

∂t2
− a2

∂2ψ(t, x)

∂x2

]
,

v1(x) = u1(x)−
∂ψ(0, x)

∂t
,

v0(x) = u0(x)− ψ(0, x) ,

(1.9)

а також для обох крайових задач — однорiднi граничнi умови

α0 U(t, 0) + ω0

∂U(t, 0)

∂x
= 0

α1 U(t, l) + ω1

∂U(t, l)

∂x
= 0

 , 0 < t 6 T . (1.10)

Третiй крок розв’язання крайових задач (1.1) + (1.3) та (1.2)+ (1.3) по-
лягає в уведеннi анзатца для шуканих функцiй U(t, x) у виглядi суми

U(t, x) = v(t, x) + w(t, x) , (1.11)
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де допомiжна функцiя v(t, x) або справджує однорiдне рiвняння теплопро-
водностi та задовольняє вiдповiдну ≪нову≫ початкову умову

∂v(t, x)

∂t
− a2

∂2v(t, x)

∂x2
= 0 , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

v(0, x) = v0(x) , 0 6 x 6 l ,

(1.12)

або справджує однорiдне рiвняння коливань та задовольняє вiдповiднi ≪но-
вi≫ початковi умови

∂2v(t, x)

∂t2
− a2

∂2v(t, x)

∂x2
= 0 , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

∂v(0, x)

∂t
= v1(x)

v(0, x) = v0(x)

 ;

(1.13)

допомiжна функцiя w(t, x) або справджує неоднорiдне рiвняння теплопро-
водностi з ≪новою≫ правою частиною та задовольняє однорiдну початкову
умову

∂w(t, x)

∂t
− a2

∂2w(t, x)

∂x2
= h(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

w(0, x) = 0 , 0 6 x 6 l ,

(1.14)

або справджує неоднорiдне рiвняння коливань з ≪новою≫ правою частиною
та задовольняє однорiднi початковi умови

∂2w(t, x)

∂t2
− a2

∂2w(t, x)

∂x2
= h(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

∂w(0, x)

∂t
= 0

w(0, x) = 0

 , 0 6 x 6 l ,

(1.15)

при цьому обидвi допомiжнi функцiї задовольняють однорiднi граничнi умо-
ви (1.10), якi не будемо записувати окремо для кожної з допомiжних функцiй.

Отже, маємо чотири набори рiвнянь, початкових та граничних умов, а са-
ме: 1) (1.12), (1.10); 2) (1.13), (1.10); 3) (1.14), (1.10); 4) (1.15), (1.10), називаних
далi крайовими задачами 1, 2 (першого рiзновиду) та 3, 4 (другого рiзновиду).
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Припустимо, що розв’язки допомiжних крайових задач 1, 2 першого рiз-
новиду можна знаходити за таким анзатцем

v(t, x) = V (t)X(x) , 0 6 t 6 T , 0 6 x 6 l , (1.16)

де V (t), X(x) — поки що невiдомi функцiї тiльки часової та просторової змiн-
них, i знайдемо частиннi похiднi функцiї v(t, x) першого та другого порядкiв

∂v(t, x)

∂t
= V ′(t)X(x) ,

∂2v(t, x)

∂t2
= V ′′(t)X(x) ,

∂v(t, x)

∂x
= V (t)X ′(x) ,

∂2v(t, x)

∂x2
= V (t)X ′′(x) .

(1.17)

Тепер пiдставимо вирази (1.17) похiдних подання (1.16):
1) в однорiднi рiвняння допомiжних крайових задач першого рiзновиду

(тобто в однорiднi рiвняння теплопроводностi та коливань)

V ′(t)X(x) = a2 V (t)X ′′(x) , 0 6 t 6 T , 0 < x < l ;

V ′′(t)X(x) = a2 V (t)X ′′(x) , 0 6 t 6 T , 0 < x < l ;

звiдки виведемо, що для функцiй V (t) i X(x) тi їх похiдних вiдповiдних по-
рядкiв мають бути задовiльненi такi тотожностi (при запису яких враховано,
что функцiї V (t) i X(x) можуть обертатися в нуль тiльки в окремих точках
своїх областей визначення, тобто промiжкiв [0, T ] i [0, l] вiдповiдно)

1

a2
V ′(t)

V (t)︸ ︷︷ ︸
1

=
X ′′(x)

X(x)︸ ︷︷ ︸
2

= const︸ ︷︷ ︸
3

, 0 6 t 6 T , 0 < x < l ; (1.18)

1

a2
V ′′(t)

V (t)︸ ︷︷ ︸
1

=
X ′′(x)

X(x)︸ ︷︷ ︸
2

= const︸ ︷︷ ︸
3

, 0 6 t 6 T , 0 < x < l ; (1.19)

2) в граничнi умови (1.10), звiдки виведемо, що функцiяX(x) задовольняє
однорiднi узагальненi граничнi умови

α0X(0) + ω0X
′(0) = 0 , α1X(l) + ω1X

′(l) = 0 . (1.20)

Тепер звернемося до одержаних вище тотожностей (1.18), (1.19) i позна-
чимо сталi за −λ (далi стане зрозумiло, що це обгрунтовано зручнiстю запи-
су вiдповiдних диференцiальних рiвнянь), де λ — параметр вiдокремлення
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(змiнних). Внаслiдок цього частини 1, 2 тотожностей порiзно перетворяться
на лiнiйнi однорiднi звичайнi диференцiальнi рiвняння iз сталими коефiцiєн-
тами вiдповiдно першого та другого порядкiв вiдносно функцiї V (t) (уточни-
мо, що функцiя V (t) справджує перше рiвняння у разi допомiжної крайової
задачi для однорiдного рiвняння теплопроводностi та друге рiвняння у разi
допомiжної крайової задачi для однорiдного рiвняння коливань), а саме

V ′(t) + λa2V (t) = 0 , 0 < t 6 T ; (1.21)

V ′′(t) + λa2V (t) = 0 , 0 < t 6 T ; (1.22)

а частини 2, 3 тотожностей перетворяться на лiнiйне однорiдне звичайне ди-
ференцiальне рiвняння iз сталими коефiцiєнтами другого порядку

X ′′(x) + λX(x) = 0 , 0 < x < l . (1.23)

Диференцiальнi рiвняння (1.21), (1.22) i (1.23) вiдносно функцiй V (t) iX(x)
мiстять параметр вiдокремлення λ, значення якого не визначено. Це означає,
що слiд поєднати знаходження функцiй V (t) i X(x) i допустимих (в тому
розумiннi, яке буде надане нижче) значень параметра λ .

Щодо знаходження функцiй V (t), вiдразу вкажемо такi сiм’ї розв’язкiв
(загальнi розв’язки або загальнi iнтеграли):

а) 1-параметричнi для диференцiального рiвняння (1.21)

V (t) = A e−λa2t , λ ∈ (−∞,+∞) , 0 6 t 6 T ; (1.24)

б ) 2-параметричнi для диференцiального рiвняння (1.22)

V (t) =B e−
√
−λat +C e+

√
−λat , λ < 0 ,

V (t) =B t +C , λ = 0 ,

V (t) =B cos (
√
λat) +C sin (

√
λat) , λ > 0 .

0 6 t 6 T . (1.25)

У разi λ < 0, сiм’ї (1.24), (1.25) мiстять необмежено зростаючi за t функцiї
(якщо необмежено збiльшувати T ), тому за допустимi значення параметра
вiдокремлення можемо обрати тiльки невiд’ємнi, тобто λ > 0 (однак не всi
невiд’ємнi дiйснi значення суть допустимi; див. також задачу 1.1 на с. 24).
Для рiвняння теплопроводностi зроблений висновок не мiстить невизначено-
стi, а для рiвняння коливань можна спробувати прибрати ≪руками≫ другий
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необмежений доданок з першої сiм’ї (1.25) (у першому рядку). Проте, тiльки
першим обмеженим доданком, який внаслiдок цього залишиться, неможливо
буде задовольнити початковi умови допомiжних крайових задач 1, 2 першого
рiзновиду (при подальшому викладеннi стане зрозумiло, чому саме).

Отже, допустимi значення параметра вiдокремлення можуть бути тiльки
невiд’ємними дiйсними числами, проте, виникає запитання щодо узгоджено-
стi цього висновку iз можливiстю знаходження розв’язкiв задачi в складi
рiвняння (1.23) та граничних умов (1.20), називаною (граничною) задачей
Штурма –Лiувiлля. Остання полягає в знаходженнi таких значень парамет-
ра вiдокремлення λ, за яких iснують ненульовi (нетривiальнi) розв’язки за-
дачi. Саме такi значення параметра λ будемо надалi вважати допустимими
i називати власними значеннями, а вiдповiднi їм розв’язки Xλ(x)— власними
функцiями граничної задачi Штурма –Лiувiлля.

Можна вказати деякi властивостi власних значень задачi Штурма –Лiу-
вiлля, не звертаючись безпосередньо до розв’язкiв (1.24), (1.25) диференцiаль-
них рiвнянь (1.21), (1.22) (див. також с. 18).

Твердження 1.1. Власнi значення задачi Штурма –Лiувiлля суть не-
вiд’ємнi i утворюють монотонно зростаючу послiдовнiсть

{
λµ
}∞
µ=1

, необмеже-
ну зверху. �

Твердження 1.2. Кожному власному значенню λµ задачi Штурма –
Лiувiлля вiдповiдає власна функцiя Xµ(x), причому власнi функцiї для рiз-
них власних значень задовольняють умову

(
Xµ, Xγ

)
=

lˆ

0

Xµ(x)Xγ(x) dx = ∥Xµ∥2 δµ,γ , µ, γ ∈ N , (1.26)

де δµ,γ — дельта Кронекера,
(
Xµ, Xγ

)
— скалярний добуток функцiй Xµ(x)

i Xγ(x), ∥Xµ∥2 = =
(
Xµ, Xµ

)
— квадрат норми функцiй Xµ(x) , уведеної

через скалярний добуток, тобто власнi функцiї
{
Xµ(x)

}∞
µ=1

суть ортогональнi
(див. пояснення 1.1 на с. 30). �

Отже, для кожного власного значення λµ можна знайти вiдповiднi функ-
цiї Vµ(t) iXµ(x) i скласти, за поданням (1.16), такi частиннi розв’язки vµ(t, x)=
Vµ(t)Xµ(x) однорiдних рiвнянь теплопроводностi i коливань, якi задоволь-
няють граничнi умови (1.10) i не задовольняють вiдповiднi початковi умо-
ви (1.12) або (1.13). Проте, з множини вказаних частинних розв’язкiв vµ(t, x)
рiвнянь теплопроводностi i коливань можна скласти розв’язки допомiжних
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крайових задач першого рiзновиду, на що вказують такi твердження (див.
пояснення 1.2 на с. 31)

Твердження 1.3. Розв’язок допомiжної крайової задачi 1 першого рiз-
новиду можна подати у виглядi ряду за власними функцiями задачi Штур-
ма –Лiувiлля

v(t, x) =
∞∑
µ=1

Vµ(t)Xµ(x) =
∞∑
µ=1

Aµ e−λµa
2tXµ(x) , (1.27)

де сталi в складi функцiй Vµ(t) (1.24) суть такi, що функцiї (1.27) задоволь-
няють початковi умови крайової задачi. �

Твердження 1.4. Розв’язок допомiжної крайової задачi 2 першого рiз-
новиду можна подати у виглядi ряду за власними функцiями задачi Штур-
ма –Лiувiлля

v(t, x) =
∞∑
µ=1

Vµ(t)Xµ(x) =
∞∑
µ=1

(
Bµ cos (σµ at) + Cµ sin

(
σµ at

))
Xµ(x) ,

(1.28)
де σµ=

√
λµ, а сталi Bµ, Cµ в складi функцiй Vµ(t) (1.25) суть такi, що функ-

цiї (1.28) задовольняють початковi умови крайової задачi. �

Отже, подання розв’язкiв (1.27), (1.28) вiдповiдно крайових задач 1, 2:
а) визначенi в прямокутнику [0, T ]×[0, l]; б ) справджують однорiдне рiвняння
крайової задачi; в) задовольняють граничнi умови крайової задачi; г) не за-
довольняють початковi умови. Для того, щоб подання (1.27), (1.28) (≪заго-
товки≫ або ≪анзатци≫) розв’язкiв задовольняли вiдповiднi початковi умови,
останнi мають також бути поданими у виглядi рядiв за власними функцiями,
тобто як

v1(x) =
∞∑
µ=1

v1,µXµ(x) , v0(x) =
∞∑
µ=1

v0,µXµ(x) , (1.29)

де коефiцiєнти v1,µ, v0,µ визначенi з умови ортогональностi власних функцiй
таким чином(

v1, Xγ

)
=

( ∞∑
µ=1

v1,µXµ(x), Xγ(x)

)
=

∞∑
µ=1

u1,µ
(
Xµ, Xγ

)
= v1,γ ∥Xµ∥2,

(
v0, Xγ

)
=

( ∞∑
µ=1

v0,µXµ(x), Xγ(x)

)
=

∞∑
µ=1

v0,µ
(
Xµ, Xγ

)
= v0,γ ∥Xµ∥2.

(1.30)
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Пiдставимо ≪заготовку≫ розв’язку (1.27) в лiву частину початкової умови
крайової задачi (1.12) для рiвняння теплопроводностi, а значення v0,µ (1.30) —
в праву частину

∞∑
µ=1

Vµ(0)Xµ(x) =
∞∑
µ=1

AµXµ(x) =
∞∑
µ=1

v0,µXµ(x) ,

звiдки матимемо значення сталих (параметрiв)

Aµ = v0,µ . (1.31)

Отже, шуканий розв’язок крайової задачi 1 для рiвняння теплопроводно-
стi є такий

v(t, x) =
∞∑
µ=1

v0,µ e−λµa
2tXµ(x) . (1.32)

Далi пiдставимо ≪заготовку≫ розв’язку (1.28) в лiвi частини початкових
умов крайової задачi (1.13) для рiвняння коливань

∂v(0, x)

∂t
=

∞∑
µ=1

V ′
µ (0)Xµ(x) =

∞∑
µ=1

σµa
(
−Bµ sin

(
σµ at

)
+ Cµ cos

(
σµ at

)) ∣∣∣∣
t=0

Xµ(x) ,

v(0, x) =
∞∑
µ=1

Vµ(0)Xµ(x) =
∞∑
µ=1

(
+Bµ cos

(
σµ at

)
+ Cµ sin

(
σµ at

)) ∣∣∣∣
t=0

Xµ(x) ,

а подання (1.29) — в правi частини

∞∑
µ=1

σµ a CµXµ(x) =
∞∑
µ=1

v1,µXµ(x) ,
∞∑
µ=1

BµXµ(x) =
∞∑
µ=1

v0,µXµ(x) ,

звiдки матимемо значення сталих (параметрiв)

Bµ = v0,µ σµa Cµ = v1,µ . (1.33)

Отже, шуканий розв’язок крайової задачi 2 для рiвняння коливань є такий

v(t, x) =
∞∑
µ=1

(
v0,µ cos

(
σµat

)
+
v1,µ
σµa

sin
(
σµat

))
Xµ(x) . (1.34)

Тепер звернемося до крайових задач 3, 4 другого рiзновиду для неоднорiд-
них рiвнянь теплопроводностi i коливань, розв’язки яких, за зразками вже
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знайдених розв’язкiв крайових задач 1, 2 першого рiзновиду вiдразу буде-
мо розшукувати у виглядi рядiв за власними функцiями задачi Штурма –
Лiувiлля (див. пояснення 1.2 на с. 31)

w(t, x) =
∞∑
µ=1

Wµ(t)Xµ(x) , (1.35)

в яких коефiцiєнти Wµ(t) суть невiдомi функцiї, причому ряд визначений
в замкненнi Ē прямокутника E .

Для того, щоб знайти функцiї Wµ(t):
а) обчислимо частиннi похiднi першого та другого порядкiв ряду (1.35),

враховуючi рiвняння задачi Штурма –Лiувiлля (1.23), а саме

∂w(t, x)

∂t
=

∞∑
µ=1

W ′
µ(t)Xµ(x) ,

∂2w(t, x)

∂t2
=

∞∑
µ=1

W ′′
µ (t)Xµ(x) ,

∂2w(t, x)

∂x2
= −

∞∑
µ=1

λµwµ(t)Xµ(x) ;

(1.36)

б ) розвинемо правi частини h(t, x) рiвнянь крайових задач 3, 4 в ряди
за власними функцiями Xµ(x) задачi Штурма –Лiувiлля

h(t, x) =
∞∑
µ=1

hµ(t)Xµ(x) , hµ(t) = ∥Xµ∥−2
(
h,Xµ

)
; (1.37)

в) пiдставимо похiднi (1.36) i розвинення (1.37) в неоднорiднi рiвняння
крайових задач 3 (1.14) та 4 (1.15), звiдки одержимо два ряди за власними
функцiямиXµ(x), якi тотожньо обертаються в нуль в прямокутнику E , а саме:

для задачi 3
∞∑
µ=1

{
W ′

µ(t) + λµ a
2Wµ(t)− hµ(t)

}
Xµ(x) ≡ 0 ,

для задачi 4
∞∑
µ=1

{
W ′′

µ (t) + λµ a
2Wµ(t)− hµ(t)

}
Xµ(x) ≡ 0 ,

що можливо тiльки у разi тотожнього обертання в нуль всiх коефiцiєнтiв
обох рядiв, звiдки маємо двi послiдовностi звичайних лiнiйних iз сталими
коефiцiєнтами неоднорiдних диференцiальних рiвнянь (вiдповiдно першого
та другого порядку) вiдносно функцiй wµ(t):

для задачi 3 W ′
µ(t) + λµ a

2Wµ(t)− hµ(t) = 0 , (1.38)
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для задачi 4 W ′′
µ (t) + λµ a

2Wµ(t)− hµ(t) = 0 ; (1.39)

г) пiдставимо подання (1.35) та його похiдну першого порядку за t (1.36)
в початковi умови (1.14) та (1.15) крайових задач 3 та 4, звiдки матимемо вiд-
повiднi початковi умови для функцiйWµ(t):Wµ(0)=0 таWµ(0)=0,W ′

µ(0)=0;
д ) поєднаємо диференцiальнi рiвняння (1.38), (1.39) з вiдповiдними по-

чатковими умовами, звiдки одержимо злiченi послiдовностi задач Кошi :

для задачi 3

W
′
µ(t) + λµ a

2Wµ(t) = hµ(t) , 0 < t 6 T ,

Wµ(0) = 0 ,
µ ∈ N ,

(1.40)

для задачi 4


W ′′

µ (t) + λµ a
2Wµ(t) = hµ(t) , 0 < t 6 T ,

W ′
µ(0) = 0

Wµ(0) = 0

 ,
µ ∈ N ;

(1.41)
е) розв’яжемо задачi Кошi (1.40):
⋆) для однорiдних рiвнянь

W̊
′
µ(t) + λµ a

2 W̊µ(t) = 0 , µ ∈ N ,

запишемо 1-параметричнi сiм’ї розв’язкiв

W̊µ(t) = Aµ e
−λµa

2 t , µ ∈ N , (1.42)

де Aµ — невизначенi сталi (параметри);
⋆) застосуємо метод варiацiї довiльних сталих до розв’язкiв (1.42) од-

норiдних рiвнянь (тобто замiнимо довiльнi сталi довiльними функцiями змiн-
ної t) i утворимо ≪заготовки≫ або ≪анзатци≫ 1-параметричних сiмей розв’язкiв
неоднорiдних рiвнянь

Wµ(t) = Aµ(t) e
−λµa

2 t , µ ∈ N ; (1.43)

⋆) пiдставимо анзатци (1.43) в задачi Кошi (1.40) i одержимо злiченi
послiдовностi задач Кошi для знаходження функцiй Aµ(t)A

′
µ(t) = e+λµa

2 t hµ(t) ,

Aµ(0) = 0 ,
µ ∈ N , (1.44)
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розв’язки яких знайдемо безпосереднiм iнтегруванням

Aµ(t) =

tˆ

0

e+λµa
2 τ hµ(τ) dτ ; (1.45)

⋆) пiдставимо вирази Aµ(t) (1.45) в анзатци (1.43) i запишемо розв’язки
задач Кошi (1.40)

Wµ(t) =

tˆ

0

e−λµa
2 (t−τ) hµ(τ) dτ ; (1.46)

з) розв’яжемо задачi Кошi (1.41):
•) для однорiдних рiвнянь

W̊ ′′
µ (t) + λµ a

2 W̊µ(t) = 0 , µ ∈ N ,

запишемо 2-параметричнi сiм’ї розв’язкiв

W̊ µ(t) = Bµ cos
(
σµ at

)
+ Cµ sin

(
σµ at

)
, µ ∈ N , (1.47)

де Bµ, Cµ — невизначенi сталi (параметри);
•) застосуємо метод варiацiї довiльних сталих до розв’язкiв (1.47) од-

норiдних рiвнянь (тобто замiнимо довiльнi сталi довiльними функцiями змiн-
ної t) i утворимо ≪заготовки≫ або ≪анзатци≫ 2-параметричних сiмей розв’язкiв
неоднорiдних рiвнянь

Wµ(t) = Bµ(t) cos
(
σµ at

)
+ Cµ(t) sin

(
σµ at

)
, µ ∈ N ; (1.48)

•) накладемо на функцiї Bµ(t), Cµ(t), згiдно метода варiацiї довiльних
сталих, обмеження у виглядi злiчених послiдовностей систем лiнiйних алгеб-
раїчних рiвнянь вiдносно похiдних функцiй Bµ(t), Cµ(t) cos

(
σµ at

)
B ′

µ(t) + sin
(
σµ at

)
C ′

µ(t) = 0 ,

−σµ a sin
(
σµ at

)
B ′

µ(t) + σµ a cos
(
σµ at

)
C ′

µ(t) = hµ(t) ,
µ ∈ N ,

з яких одержимо вирази похiдних
B ′

µ(t) =− 1

σµ a
hµ(t) sin

(
σµ at

)
,

C ′
µ(t) = +

1

σµ a
hµ(t) cos

(
σµ at

)
,

µ ∈ N ; (1.49)
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•) пiдставимо подання (1.48) та їх похiднi першого порядку в початко-
вi умови для функцiй Wµ(t), звiдки матимемо початковi умови для функ-
цiй Bµ(t), Cµ(t)

Wµ(0) =
(

Bµ(t) cos
(
σµ at

)
+ Cµ(t) sin

(
σµ at

)) ∣∣∣∣
t=0

= 0 ,

W ′
µ(0) =

(
−σµ a Bµ(t) sin

(
σµ at

)
+ σµ a Cµ(t) cos

(
σµ at

)) ∣∣∣∣
t=0

= 0 ,

тобто Bµ(0) = 0, Cµ(0) = 0, µ ∈ N ;
•) поєднаємо диференцiальнi рiвняння (1.49) з початковими умовами

i розв’яжемо одержанi задачi Кошi безпосереднiм iнтегруванням рiвнянь

Bµ(t) =− 1

σµ a

tˆ

0

hµ(τ) sin
(
σµ aτ

)
dτ ,

Cµ(t) = +
1

σµ a

tˆ

0

hµ(τ) cos
(
σµ aτ

)
dτ ,

µ ∈ N ; (1.50)

•) пiдставимо знайденi функцiї Cµ(t), Dµ(t) (1.50) в анзатц (1.47) i за-
пишемо розв’язки задач Кошi (1.41)

Wµ(t) =
1

σµ a

tˆ

0

hµ(τ)

(
sin

(
σµ at

)
cos

(
σµ aτ

)
− cos

(
σµ at

)
sin

(
σµ aτ

))
dτ .

•) спростимо вираз в круглих дужках одержаних розв’язкiв, звернув-
шись до вiдомої тригонометричної формули

sin (α∓ σ) = sinα cosσ ∓ cosα sinσ ,

внаслiдок чого для розв’язкiв задач Кошi матимемо такi вирази

Wµ(t) =
1

σµ a

tˆ

0

sin
[
σµ a(t− τ)

]
hµ(τ) dτ , µ ∈ N ; (1.51)

и) поєднання (1.35), (1.37) та (1.46) дає розв’язок крайовой задачi 3 (1.14),
(1.3)

w(t, x) =
∞∑
µ=1

{ tˆ

0

e−λµa
2 (t−τ) hµ(τ) dτ

}
Xµ(x) , (1.52)
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а поєднання (1.35), (1.37) та (1.51) — розв’язок крайовой задачi 4 (1.15), (1.3)

w(t, x) =
∞∑
µ=1

1

σµa

{ tˆ

0

sin
[
σµ a(t− τ)

]
hµ(τ) dτ

}
Xµ(x) . (1.53)

Отже, розв’язки (1.32), (1.34), (1.52), (1.53) допомiжних крайових задач 1,
2, 3, 4 показують, що вiдмiнностi мiж ними проявлються через власнi значен-
ня та власнi функцiї задачi Штурма –Лiувiлля.

1.2 Задача Штурма –Лiувiлля

Склад та спрямованiсть (змiст) задачi Штурма –Лiувiлля вже були визна-
ченi вiдповiдно на с. 9 та 11, проте, для подальшого викладення бажано фор-
малiзувати поняття цiєї задачi у виглядi такого

Означення 1.1. Гранична задача Штурма –Лiувiлля на промiжку [0, l]
полягає в знаходженнi:

1) 1-параметричної сiм’ї ненульових (нетривiальних) дiйснозначних роз-
в’язкiв Xλ(x) звичайного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння
другого порядку

X ′′(x)+λX(x) = 0 , 0 < x < l , (1.23)

якi задовольняють однорiднi граничнi умови

α0X(0)+σ0X
′(0) = 0 , α1X(l)+σ1X

′(l) = 0 , (1.20)

де α2
0 + σ20 ̸= 0, α2

1 + σ21 ̸= 0;
2) дiйсних значень параметра λ, за яких такi розв’язки iснують.
Шуканi розв’язки Xλ(x) називаються власними функцiями задачi Штур-

ма –Лiувiлля, а вiдповiднi їм значення параметра λµ — власними значеннями
задачi (див. пояснення 1.3 на с. 31). �

Стосовно постановки задачi зазначимо таке: а) функцiя X(x) ≡ 0 є роз-
в’язком задачi Штурма –Лiувiлля (оскiльки справджує рiвняння (1.23) i за-
довольняє граничнi умови (1.20)), проте така функцiя немає нiякого застосу-
вання при побудовi розв’язкiв крайових задач (1.1), (1.3) та (1.2), (1.3) на с. 5;
б ) далi розглядатимемо частиннi граничнi умови (1.20), наведенi у другому
i третьому стовпчиках табл. 1.1.
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Табл. 1.1. Власнi значення λµ i власнi функцiї Xµ(x) задачi Штурма –
Лiувiлля (1.23), (1.20) для чотирьох рiзновидiв граничних умов (1.20)

Задача x = 0 x = l λµ Xµ

SL1

µ = 1, 2, 3, . . . X (0) = 0 X (l) = 0

(
πµ

l

)2
sin

(
πµx

l

)
SL2

µ = 0, 1, 2, 3, . . . X ′(0) = 0 X ′(l) = 0

(
πµ

l

)2
cos

(
πµx

l

)
SL3

µ = 1, 2, 3, . . . X (0) = 0 X ′(l) = 0

(
π(2µ− 1)

2l

)2
sin

(
π(2µ− 1)x

2l

)

SL4

µ = 1, 2, 3, . . . X ′(0) = 0 X (l) = 0

(
π(2µ− 1)

2l

)2
cos

(
π(2µ− 1)x

2l

)

Хоча метод вiдокремлення змiнних для еволюцiйних крайових задач при-
водить до висновку про те, що допустимi значення параметра λ суть невiд’ємнi
(ще раз звернiться до с. 11), можна вказати область допустимих значень па-
раметра, ґрунтуючись тiльки на постановцi задачi Штурма –Лiувiлля (тоб-
то апрiорно). Насправдi, помножимо рiвняння задачi (1.23) на власну функ-
цiю Xλ(x), проiнтегруємо на промiжку [0, l] за частинами

0 =

lˆ

0

X(x)
(
X ′′(x) + λX(x)

)
dx =

lˆ

0

X(x)X ′′(x) dx+ λ

lˆ

0

X2(x) dx =

=X(x)X ′(x)

∣∣∣∣l
0

−
lˆ

0

X ′2(x) dx+ λ

lˆ

0

X2(x) dx = −
lˆ

0

X ′2(x) dx

︸ ︷︷ ︸
I1

+ λ

lˆ

0

X2(x) dx

︸ ︷︷ ︸
I0

i врахуємо наведенi в табл. 1.1 частиннi граничнi умови, звiдки одержимо
нерiвнiсть, яка визначає допустимi значення параметра λ , а саме

λ =
I1
I0

> 0 . (1.54)

Оскiльки множина допустимих значень параметра λ вже є вiдомою, пе-
рейдемо до безпосереднього розв’язання задачi Штурма –Лiувилля, причому
значення λ=0 i λ>0 розглянемо окремо для всiх рiзновидiв граничних умов
з табл. 1.1.
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I. Допустимому значенню параметра λ=0 вiдповiдає рiвняння X ′′(x)=0,
2-параметричну сiм’ю розв’язкiв (або загальний розв’язок) якого знайдемо
двократним iнтегруванням

X(x) = A1 + A2 x . (1.55)

Пiдстановка граничних умов задач SL1, SL3, SL4 дає тривiальнi розв’язки
X0(x)≡0 (очевидно, що такi роз’вязки надалi не враховуватимемо), а пiдста-
новка граничної умови задачi SL2 дає розв’язок X0(x) = A1, де A1 ̸= 0 —
довiльна стала. Ми оберемо за сталу A1 = 1 (див. задачу 1.3 на с. 24), тодi
X0(x)≡1 (див. рис. 1.2, 2 на с. 25).

II. 2-параметричну сiм’ю розв’язкiв (або загальний розв’язок) рiвнян-
ня (1.23), якi вiдповiдають допустимим значенням параметра λ > 0, знай-
демо за методом Ойлера. Згiдно цього методу, спочатку знайдемо частиннi
розв’язки виду eκx, де κ — невiдоме число (взагалi, комплексне). Для цього
обчислимо похiднi частинних розв’язкiв

X(x) = eκx, X ′(x) = κ eκx, X ′′ = κ2 eκx,

пiдставимо вирази для X(x) i X ′′(x) в рiвняння (1.23) i одержимо тотожнiсть

X ′′(x) + λX(x) = κ2 eκx + λ eκx = eκx
(
κ 2 + λ

)
= 0 , x ∈ (0, l) .

Задовольнiти тотожнiсть зможемо, якщо оберемо за невiдомi числа κ ко-
ренi характеристичного рiвняння κ 2 + λ = 0 . Оскiльки коренi останньо-
го κ1, 2 = ∓i

√
λ суть рiзнi, матимемо два лiнiйно незалежних частинних

розв’язки eκ1x i eκ2x, лiнiйна комбiнацiя яких утворює шукану 2-параметричну
сiм’ю розв’язкiв

X(x) = A1 e
κ1x + A2 e

κ2x, (1.56)

де A1, A2 — довiльнi сталi.
Покажемо, що сiм’я функцiй (1.56) справджує рiвняння (1.23). Насправдi,

1) з характеристичного рiвняння маємо κ 2
1,2 = −λ; 2) двократним диферен-

цiюванням знайдемо, що

X ′′(x) = κ 2
1A1 e

κ1x + κ 2
2A2 e

κ2x = −λX(x) ⇒ X ′′(x) + λX(x) = 0 .

Пiдставимо вирази для коренiв κ1, 2=∓i
√
λ характеристичного рiвняння

в сiм’ю (1.56) i запишемо останню в такому поданнi

Xλ(x) = +A1 e
−i

√
λx + A2 e

+i
√
λx, (1.57)
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де покажчик λ означає залежнiсть X вiд λ , як вiд параметра.
Розв’язання задачi Штурма –Лiувiлля можна продовжити, ґрунтуючись

на комплекснозначнiй формi запису (1.57) 2-параметричної сiм’ї (див. зада-
чу 1.12 на с. 26), проте, вiддамо перевагу загальнiй теорiї розв’язання лiнiйних
звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку iз сталими коефiцiєнта-
ми i замiнимо комплекснозначну форму дiйснозначною. Для цього звернемося
до формули Ойлера

eiφ = cosφ+ i sinφ

i запишемо знайденi комплекснозначнi лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки
в такому поданнi

eκ1,2x = e∓i
√
λx = cos (

√
λx)∓ i sin (

√
λx) ,

далi вiзьмемо дiйсну та уявну частини першого i другого записаних частин-
них розв’язкiв за два дiйснозначних лiнiйно незалежних частинних розв’язки,
пiсля чого складемо дiйснозначну форму 2-параметричної сiм’ї розв’язкiв
у виглядi лiнiйної комбiнацiї одержаних частинних розв’язкiв

Xλ(x) = A1 cos (
√
λx) + A2 sin (

√
λx) . (1.58)

Сiм’я (1.58), за своєї будови, справджує рiвняння (1.23), проте можно
довести це i безпосередньо. Насправдi, знайдемо похiдну другого порядка
сiм’ї (1.58), тодi матимемо

X ′′
λ(x) = −λ

(
A1 cos (

√
λx) + A2 sin (

√
λx)

)
= −λXλ(x) .

Далi пiдставимо сiм’ю (1.58) i її першу похiдну
Xλ(x) =+A1 cos (

√
λx) + A2 sin (

√
λx) ,

1√
λ
X ′

λ(x) =−A1 sin (
√
λx) + A2 cos (

√
λx) ,

(1.59)

в частиннi граничнi умови задач Штурма –Лiувiлля (див. табл. 1.1) i скла-
демо вiдповiднi системи лiнiйних алгебраїчних однорiдних рiвнянь вiдносно
шуканих значень A1 i A2

SL1 :

 + cos (
√
λ 0)A1 + sin (

√
λ 0)A2 = 0 ,

+ cos (
√
λ l)A1 + sin (

√
λ l)A2 = 0 ,

(1.60)
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SL2 :

 − sin (
√
λ 0)A1 + cos (

√
λ 0)A2 = 0 ,

− sin (
√
λ l)A1 + cos (

√
λ l)A2 = 0 ,

(1.61)

SL3 :

 + cos (
√
λ 0)A1 + sin (

√
λ 0)A2 = 0 ,

− sin (
√
λ l)A1 + cos (

√
λ l)A2 = 0 ,

(1.62)

SL4 :

 − sin (
√
λ 0)A1 + cos (

√
λ 0)A2 = 0 ,

+ cos (
√
λ l)A1 + sin (

√
λ l)A2 = 0 .

(1.63)

Очевидно, що можемо записати систему (1.60) в спрощений спосiб

SL1 :

 A1 = 0 ,

+ cos (
√
λ l)A1 + sin (

√
λ l)A2 = 0 ,

(1.64)

причому, оскiльки A1=0, в силу першого рiвняння системи, друге рiвняння
спрощується до одночленного

sin (
√
λ l)A2 = 0 ,

з якого виведемо, що стала A2 може набувати будь-якого дiйсного значення,
проте власнi значення λ не довiльнi, а задовольняють умову

sin (
√
λ l) = 0 .

Остання буде задовiльнена, якщо аргумент сiнуса обрати рiвним√
λµ l = µπ , µ = 0, 1, 2, . . . , (1.65)

звiдки знайдемо шуканi власнi значення (див. задачу 1.4 на с. 24)

λµ =

(
µπ

l

)2
, µ = 1, 2, 3, . . . (1.66)

Отже, власнi значення задачi SL1 утворюють злiчену множину (1.66),
а вiдповiдна злiчена множина власних функцiй суть така (рис. 1.2, 1 на с. 25)

Xµ(x) = sin
µπx

l
, µ = 1, 2, 3, . . . , (1.67)

де обрали за сталу A2 = 1 (див. задачу 1.5 на с. 25).
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Далi запишемо в спрощеному виглядi систему (1.61)

SL2 :

 A2 = 0 ,

sin (
√
λ l)A1 − cos (

√
λ l)A2 = 0 ,

(1.68)

друге рiвняння якої зводиться до одночленного

sin (
√
λ l)A1 = 0 .

Отже, в задачi SL2 злiчена множина власних значень вiдрiзняється вiд
такої (1.66) задачi SL1 урахуванням нульового значення (див. задачу 1.6
на с. 25)

λµ =

(
µπ

l

)2
, µ = 0, 1, 2, . . . (1.69)

а вiдповiдна злiчена множина власних функцiй суть така (див. рис. 1.2, 2
на с. 25)

Xµ(x) = cos
µπx

l
, µ = 0, 1, 2, . . . , (1.70)

де обрали за сталу A1 = 1 (див. задачу 1.7 на с. 25).
Спрощений запис системи (1.62)

SL3 :

 A1 = 0 ,

sin (
√
λ l)A1 − cos (

√
λ l)A2 = 0 ,

(1.71)

зводиться до A1 = 0 i довiльному значенню сталої A2, а також до умови

cos (
√
λ l) = 0

для находження власних значень λ .
Остаточно для задачi SL3 матимемо таку злiчену множину власних зна-

чень (див. задачу 1.8 на с. 25)

λµ =

(
(2µ− 1) π

2l

)2
, µ = 1, 2, 3, . . . (1.72)

и вiдповiдну злiчену множину власних функцiй (див. рис. 1.2, 3 на с. 25)

Xµ(x) = sin
(
(2µ− 1) πx

2l

)
, µ = 1, 2, 3, . . . , (1.73)
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де обрали за сталу A1 = 1 (див. задачу 1.9 на с. 26).
Нарештi, система (1.63) набуває вигляду

SL4 :

 A2 = 0 ,

cos (
√
λ l)A1 + sin (

√
λ l)A2 = 0 ,

(1.74)

звiдки виводимо, що A2 = 0, стала A1 може набувати довiльного дiйсного
значення, а власнi значення задовольняють умову

cos (
√
λ l) = 0 .

Отже, в задачi SL4 злiчена множина власних значень спiвпадає з такою
для задачi SL3, тобто

λµ =

(
(2µ− 1)π

2l

)2
, µ = 1, 2, 3, . . . , (1.75)

а вiдповiдна злiчена множина власних функцiй (див. рис. 1.2, 4 на с. 25)

Xµ(x) = cos
(
(2µ− 1) πx

2l

)
, µ = 1, 2, 3, . . . , (1.76)

де несуттєва (пояснiть, чому) стала A2 = 1.
Знайденi власнi значення та функцiї задач Штурма –Лiувiлля SL1−4 на-

веденi також в четвертому та п’ятому стовпчиках табл. 1.1.

1.3 Задачi для самостiйної работи

Задача 1.1. Пояснiть, чому в нерiвностi λ > 0 (1.54) на с. 19 нульове значення пара-
метра вiдокремлення λ є допустимим. N

Задача 1.2. Розгляньте задачу Штурма –Лiувiлля (1.23), (1.20) на с. 9, а також
на с. 18 з наборами частинних граничних умов, наведених в табл. 1.1 на с. 19, i безпосе-
редньо покажiть, что у разi λ<0 задача не має розв’язку. N

Задача 1.3. Пояснiть, чому в розв’язку (1.55) задачi Штурма –Лiувiлля SL2 можна
обрати за сталу A1 = 1 . N

Задача 1.4. Пояснiть, чому при утвореннi множини власних значень (1.66) задачi
Штурма –Лiувiлля SL1 iз знайденої множини (1.65) допустимих значень параметра λ
для системи (1.64) надалi вилучається нульове значення. N
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Рис. 1.2. Власнi функцiї Xµ(x) задач Штурма –Лiувiлля SL1 (1, µ=1, 2, 3, 4), SL2 (2,
µ=0, 1, 2, 3, 4), SL3 (3, µ=1, 2, 3, 4) i SL4 (4, µ=1, 2, 3, 4). Власна функцiя X0(x) ≡ 1
задачi SL2 спiвпадає з горизонтальною лiнiєю сiтки

Задача 1.5. Пояснiть, чому для власних функцiї (1.66) задачi Штурма –Лiувiлля SL1

можна обрати за сталу A2 = 1 . N

Задача 1.6. Пояснiть, чому множина власних значень (1.69) задачi Штурма –Лiу-
вiлля SL2, на вiдмiну вiд такої (1.66) для задачi Штурма –Лiувiлля SL1, мiстить нульове
значення. N

Задача 1.7. Пояснiть, чому для власних функцiї (1.70) задачi Штурма –Лiувiлля SL2

можна обрати за сталу A1 = 1 . N

Задача 1.8. Пояснiть, чому множина власних значень (1.72) задачi Штурма –Лiу-
вiлля SL3, на вiдмiну вiд такої (1.66) для задачi Штурма –Лiувiлля SL1, мiстить нульове
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значення. N

Задача 1.9. Пояснiть, чому для власних функцiї (1.73) задачi Штурма –Лiувiлля SL3

можна обрати за сталу A1 = 1 . N

Задача 1.10. Пояснiть, чому множина власних значень (1.75) задачi Штурма –Лiу-
вiлля SL4, на вiдмiну вiд такої (1.66) для задачi Штурма –Лiувiлля SL1, мiстить нульове
значення. N

Задача 1.11. Пояснiть, чому для власних функцiї (1.76) задачi Штурма –Лiувiлля SL4

можна обрати за сталу A1 = 1 . N

Задача 1.12. Покажiть, що можна знайти розв’язки задачi Штурма –Лiувiлля (1.23),
(1.20) на с. 9, а також на с. 18 з наборами частинних граничних умов, наведених в табл. 1.1
на с. 19, безпосередньо з комплекснозначної сiмї (1.57) на с. 20.

Розв’язання. Будемо виходити з комплекснозначної сiмї (1.57) та її першої похiдної
Xλ(x) = +A1 e

−i
√
λx + A2 e

+i
√
λx,

1

i
√
λ
X ′

λ(x) = −A1 e
−i

√
λx + A2 e

+i
√
λx.

(1.77)

Отже, пiдставимо (1.77) в граничнi умови задачi Штурма –Лiувiлля, наведенi в табл. 1.1
на с. 19, звiдки матимемо такi чотири системи лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь
вiдносно сталих A1, A2

SL1 :

 + e−i
√
λ 0A1 + e+i

√
λ 0A2 = 0 ,

+ e−i
√
λ lA1 + e+i

√
λ lA2 = 0 ,

SL2 :

 − e−i
√
λ 0A1 + e+i

√
λ 0A2 = 0 ,

− e−i
√
λ lA1 + e+i

√
λ lA2 = 0 ,

SL3 :

 + e−i
√
λ 0A1 + e+i

√
λ 0A2 = 0 ,

− e−i
√
λ lA1 + e+i

√
λ lA2 = 0 ,

SL4 :

 − e−i
√
λ 0A1 + e+i

√
λ 0A2 = 0 ,

+ e−i
√
λ lA1 + e+i

√
λ lA2 = 0 .

(1.78)

Нагадаємо, що єдиний (причому ненульовий) розв’язок системи лiнiйних неоднорiдних
алгебраїчних рiвнянь 2× 2 a1,1 x1 + a1,2 x2 = b1 ,

a2,1 x1 + a2,2 x2 = b2 ,
(1.79)

можна знайти, наприклад, за формулами Крамера

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, (1.80)

де головний i допомiжнi визначники суть

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣∣∣ , ∆1 =

∣∣∣∣∣∣
b1 a1,2

b2 a2,2

∣∣∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 b1

a2,1 b2

∣∣∣∣∣∣ , (1.81)
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за умови, що ∆ ̸= 0.
Формули Крамера (1.80) застосовнi також для знаходження єдиного розв’язку системи

лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь 2× 2a1,1 x1 + a1,2 x2 = 0 ,

a2,1 x1 + a2,2 x2 = 0 ,
(1.82)

який у разi задовiльнення умови ∆ ̸= 0, очевидно, є нульовий: x1 = 0, x2 = 0 . Уразi, коли
задовiльнена умова ∆ = 0 (тобто система вироджена)

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣∣∣∣∣∣ = a1,1 a2,2 − a2,1 a1,2 = 0 , (1.83)

вiдповiднi коефiцiєнти рiвнянь системи (1.82) суть пропорцiйнi

a2,1
a1,1

=
a2,2
a1,2

= α ̸= 0 , (1.84)

що можна подати в такий спосiб a1,1 x1 + a1,2 x2 = 0 ,

α a2,1 x1 + α a2,2 x2 = 0 ,
(1.85)

для того, щоб пiдкреслити, що насправдi система утворена лише одним рiвнянням 1× 2

a1,1 x1 + a1,2 x2 = 0 , (1.86)

тобто одним рiвнянням вiдносно двох невiдомих.
Рiвняння (1.86) має нескiнченi множини розв’язкiв виду

x1 = −
a1,2
a1,1

x2 , a1,1 ̸= 0 , (1.87)

x2 = −
a1,1
a1,2

x1 , a1,2 ̸= 0 . (1.88)

Множини розв’язкiв (1.87), (1.88) суть 1-параметричнi сiм’ї. Насправдi, перша мно-
жина розв’язкiв (1.87) утворена набуттям параметром x2 послiдовних значень на iнтер-
валi (−∞,+∞), а множина розв’язкiв (1.88) — набуттям параметром x1 послiдовних
значень на iнтервалi (−∞,+∞). Iншими словами, вказанi множини подiбнi до множини
розв’язкiв рiвняння прямої лiнiї

ax+ by = c ; (1.89)

остання утворена парами (x, y), в яких або значення x або значення y може бути обране
довiльно (як параметр), тодi вiдповiдно значення y або значення x має бути обчисленим
згiдно рiвняння (1.89). Оскiльки пряма лiнiя (1.89) проходить через початок системи ко-
ординат, множина розв’язкiв мiстить пару (0, 0).
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У разi лiнiйних однорiдних систем (1.78) маємо врахувати, що системи мiстять пара-
метр λ > 0. Спробуємо налаштувати значення параметра λ в такий спосiб, щоб визнач-
ники систем оберталися в нуль, а, отже, — побудувати 1-параметричнi сiм’ї ненульових
розв’язкiв систем (тобто знайти значення сталих A1, A2: A

2
1 + A2

2 ̸= 0).
Застосуємо до подань систем (1.78) формулу Ойлера

eiφ = cosφ+ i sinφ ,

тодi матимемо такi вирази рiвностi нулю визначникiв систем i вiдповiдних значень пара-
метра λ

SL1 :

∣∣∣∣∣∣
+e−i

√
λ 0 +e+i

√
λ 0

+e−i
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

+1 +1

−ei
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
= +2i sin (

√
λ l) = 0 ⇒

√
λµ l = µπ, µ = 0, 1, 2, . . . ,

SL2 :

∣∣∣∣∣∣
−e−i

√
λ 0 +e+i

√
λ 0

−e−i
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

−1 +1

−e−i
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
= −2i sin (

√
λ l) = 0 ⇒

√
λµ l = µπ, µ = 0, 1, 2, . . . ,

SL3 :

∣∣∣∣∣∣
+e−i

√
λ 0 +e+i

√
λ 0

−e−i
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

+1 +1

−e−i
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
= +2 cos (

√
λ l) = 0 ⇒

√
λµ l =

π

2
+ (µ− 1) π, µ = 1, 2, 3, . . . ,

SL4 :

∣∣∣∣∣∣
−e−i

√
λ 0 +e+i

√
λ 0

+e−i
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

−1 +1

+e−i
√
λ l +e+i

√
λ l

∣∣∣∣∣∣ =
= −2 cos (

√
λ l) = 0 ⇒

√
λµ l =

π

2
+ (µ− 1) π, µ = 1, 2, 3, . . .

Тепер перейдемо до побудови власних функцiй (1.57), (1.77) задачi Штурма –Лiувiл-
ля

Xλ(x) = (A1 + A2) cos
√
λx+ i (A2 − A1) sin

√
λx , (1.90)

тобто знаходженню значень сталихA1, A2. Оскiльки системи лiнiйних рiвнянь (1.78) за най-
дених вище значень параметра λ суть виродженi, одну з двох сталих лiнiйно виразимо
через iншу, а при виборi значення останньої врахуємо, що власнi функцiї Xµ(x) задачi
Штурма –Лiувiлля застосовнi як повна замкнена система для побудови розв’язкiв край-
ових задач (1.1), (1.3) та (1.2), (1.3) на с. 5 (див. пояснення 1.1 на с. 30), тому будемо
виходити з бажаностi простих виразiв власних функцiй (1.90).

В задачi SL1 власнi значення суть
√
λµ =

µπ

l
, тодi для власних функцiй (1.90) мати-

мемо
Xµ(x) = (A1 + A2) cos

µπx

l
+ i (A2 − A1) sin

µπx

l
, (1.91)
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де значення сталих A1 i A2 знайдемо як розв’язки вiдповiдної виродженої системи рiв-
нянь (1.78) + A1 + A2 = 0 ,

+ cosµπ A1 + cosµπ A2 = 0 .
(1.92)

Виразимо з (1.92) A2=−A1 i запишемо (1.91) в такий спосiб

Xµ(x) = −2iA1 sin
µπx

l
. (1.93)

Оскiльки на вибiр коефiцiєнта A1 не накладено жодної умови, оберемо 2iA1 = −1
i одержимо власнi функцiї задачi SL1 в такому поданнi

Xµ(x) = sin
µπx

l
, µ = 1, 2, 3, . . . (1.94)

В задачi SL2 власнi значення суть
√
λµ =

µπ

l
, тодi для власних функцiй Xµ(x) (1.90)

матимемо
Xµ(x) = (A1 + A2) cos

µπx

l
+ i (A2 − A1) sin

µπx

l
, (1.95)

де значення сталих A1 i A2 знайдемо як розв’язки вiдповiдної виродженої системи рiв-
нянь (1.78) − A1 + A2 = 0 ,

− cosµπ A1 + cosµπ A2 = 0 .
(1.96)

Виразимо з (1.96) A2 = A1, запишем (1.95) так

Xµ(x) = 2A1 cos
µπx

l
, (1.97)

далi оберемо 2A1 = 1 i одержимо власнi функцiї задачi SL2 в такому поданнi

Xµ(x) = cos
µπx

l
, µ = 0, 1, 2, . . . (1.98)

В задачi SL3 власнi значення суть
√
λµ =

(2µ− 1) π

2l
, тодi для власних функцiй (1.90)

матимемо

Xµ(x) = (A1 + A2) cos
(2µ− 1) πx

2l
+ i (A2 − A1) sin

(2µ− 1) πx

2l
, (1.99)

де значення сталих A1 i A2 знайдемо як розв’язки вiдповiдної виродженої системи рiв-
нянь (1.78) 

+ A1 + A2 = 0 ,

+ i sin
(2µ− 1) π

2l
A1 + i sin

(2µ− 1) π

2l
A2 = 0 .

(1.100)

Виразимо з (1.100) A2 = −A1, запишем (1.99) так

Xµ(x) = −2iA1 sin
(2µ− 1) πx

2l
, (1.101)
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далi оберемо 2iA1=−1 i одержимо власнi функцiї задачi SL3 в такому поданнi

Xµ(x) = sin
(2µ− 1) πx

2l
, µ = 1, 2, 3, . . . (1.102)

В задачi SL4 власнi значення суть
√
λµ=

(2µ− 1) π

2l
, тодi для власних функцiй (1.90)

матимемо

Xµ(x) = (A1 + A2) cos
(2µ− 1) πx

2l
+ i (A2 − A1) sin

(2µ− 1) πx

2l
, (1.103)

де значення сталих A1 i A2 знайдемо як розв’язки вiдповiдної виродженої системи рiв-
нянь (1.78) 

− A1 + A2 = 0 ,

− i sin
(2µ− 1) π

2l
A1 + i sin

(2µ− 1) π

2l
A2 = 0 .

(1.104)

Виразимо з (1.104) A2 = A1, запишем (1.103) так

Xµ(x) = 2A1 cos
(2µ− 1) πx

2l
, (1.105)

далi оберемо 2A1=1 i одержимо власнi функцiї задачi SL4 в такому поданнi

Xµ(x) = cos
(2µ− 1) πx

2l
, µ = 1, 2, 3, . . . (1.106)

Отже, ми знайшли тi ж самi власнi значення i власнi функцiї, якi наведенi в табл. 1.1
на с. 19, при цьому уникнули безпосереднього переходу до дiйснозначної форми фунда-
ментальної системи частинних розв’язкiв e∓i

√
λx рiвняння (1.23) на с. 10 та на с. 19 задачi

Штурма –Лiувiлля. N

Задача 1.13. Спробуйте розв’язати задачу Штурма –Лiувiлля (1.23), (1.20) (1.23)
на с. 10 без спрощення граничних умов. N

1.4 Пояснення

Пояснення 1.1 до с. 11. Звернемо увагу на те, що для власних функцiй Xµ(x)
спрощеной граничної задачi Штурма –Лiувiлля (1.23), (1.20) на с. 9 (щодо повної зада-
чi Штурма –Лiувiлля, див. пояснення 1.3 на с. 31) застосована норма простору функцiй,
квадрат яких є iнтегровним, тобто таких, якi можуть бути розривними i навiть необме-
женими, хоча насправдi власнi функцiї Xµ(x) суть нескiнчено диференцiйованi на про-
мiжку [0, l], див. с. 18. Отже, для них можна увести вiдповiднi норми для неперервних
або гладких функцiй.

Проте, власнi функцiї утворюють повну i замкнену ортогональну систему
{
Xµ(x)

}∞
µ=1

,
за якою здiйснюється розвинення шуканих розв’язкiв крайових задач (1.1), (1.3) та (1.2),
(1.3) на с. 5 в узагальненi ряди Фур’є (згiдно тверджень 1.3, 1.4 на с. 12), а в теорiї таких
рядiв саме подiбна до уведеної в (1.26) на с. 11 через скалярний добуток норма є найбiльш
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зручною, навiть природньою, оскiльки знаходження коефiцiєнтiв розвинення деякої функ-
цiї ґрунтується на послiдовному обчисленнi скалярних добуткiв цiєї функцiї i функцiй Xµ

(див., наприклад, вирази коефiцiєнтiв (1.30) розвинень (1.29) на с. 12 початкових умов
крайових задач 1, 2 або коефiцiєнтiв розвинення (1.37) на с. 14 правих частин неоднорiд-
них рiвнянь крайових задач 3, 4). H

Пояснення 1.2 до с. 12. У разi, коли розглядається не спрощена задача Штурма –
Лiувiлля (1.23), (1.20) на с. 9 , а узагальнена (див. пояснення 1.3 на с. 31), твердження
про можливiсть розвинення двiчi неперервно диференцiйованої функцiї, яка задовольняє
граничнi умови такої задачi Штурма –Лiувiлля, в збiжний ряд Фур’є за власними функ-
цiями цiєї задачi 1.3, 1.4 називається теоремою Стеклова. Доведення цiєї теореми потребує
застосування теорiї iнтегральних рiвнянь.

У разi спрощеної задача Штурма –Лiувiлля (1.23), (1.20) на с. 9 вiдповiднi власнi
функцiї наведенi в табл. 1.1 на с. 19, а твердження 1.3, 1.4 на с. 12 можуть бути доведенi
методами одновимiрного аналiзу (зокрема, теорiї тригонометричних рядiв Фур’є). H

Пояснення 1.3 до с. 18. Задача Штурма –Лiувiлля (1.23), (1.20) на с. 9, а також
з означення 1.1 на с. 18 є спрощенням класичної задачi Штурма –Лiувiлля, утвореної
звичайним диференцiальним рiвнянням другого порядку

−d2y(x)

dx2
+ q(x) y(x) = λ y(x) , x ∈ I , (1.107)

де I = (a, b), q(x) — дiйснозначна додатна функцiя, неперервна на Ī = [a, b], i однорiдними
граничними умовами αa y(a) + σa y

′(a) = 0 ,

σb y(b) + σb y
′(b) = 0 ,

(1.108)

де α2
a + σ2

a ̸= 0, α2
b + σ2

b ̸= 0. Iнодi класичну задачу Штурма –Лiувiлля узагальнюють
для звичайного диференцiального рiвняння другого порядку

− d

dx

(
p(x)

dy(x)

dx

)
+ q(x) y(x) = λ r(x) y(x) , x ∈ I , (1.109)

де p(x) — дiйснозначна додатна функцiя, неперервно диференцiйована на Ī, r(x) — дiйс-
нозначна додатна функцiя на Ī. За виконання деяких умов, накладених на функцiї p(x),
r(x), рiвняння (1.109) може бути зведене до рiвняння (1.107).

Очевидно, що в задачi Штурма –Лiувiлля (1.23), (1.20) на с. 9, а також з означення 1.1
на с. 18 спрощення класичної задачi Штурма –Лiувiлля досягнуто обранням тотожньо
рiвної нулю функцiї q(x), проте, такого спрощення достатньо для розв’язання крайових
задач, постановки яких наведенi на с. 5.

Задача Штурма –Лiувiлля будь-якого рiзновиду з наведених вище називається також
задачею про знаходження власних значень i власних функцiй диференциального опера-
тора другого порядку в складi рiвняння задачi. Зазначимо також деяку подiбнiсть задачi
Штурма –Лиувилля до задачi про знаходження власних значень λ i власних векторiв r
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лiнiйного оператора A , який дiє в n-вимiрному векторному просторi, а саме

A r = λ r ⇒



a1,1 a1,2 a1,3 . . . a1,n

a2,1 a2,2 a2,3 . . . a2,n

a3,1 a3,2 a3,3 . . . a3,n
...

...
... . . . ...

an,1 an,2 an,3 . . . an,n





r1

r2

r3
...
rn


= λ



r1

r2

r3
...
rn


, (1.110)

де матриця A i стовпчик r суть подання лiнiйного оператора A i власного вектору r
в обраному базисi.

Нехай iснує повний набiр ортогональних власних векторiв rµ, µ = 1, . . . , n, тодi справ-
джується таке подання оператора

A =
n∑

µ=1

λµ rµ , (1.111)

де λµ — власнi значення, якi вiдповiдають власним векторам rµ . Тобто такi власнi век-
тори самi утворюють базис в n-вимiрному векторному просторi, подiбно до того, як влас-
нi функцiї задачi Штурма –Лiувiлля утворюють повну замкнену систему (див. пояснен-
ня 1.2 на с. 31). H

2 Крайова задача для рiвняння коливань
з граничними умовами Дiрiхле

2.0 Постановка задачi

Математична постановка задачi випливає з постановки задачi з узагаль-
неними граничними умовами, наведеної в пiдрозiдiлi 1.1 на с. 5, i є такою

∂2u(t, x)

∂t2
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= f(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

∂u(0, x)

∂t
= u1(x)

u(0, x) = u0(x)

 , 0 6 x 6 l ,

u(t, 0) = ψ1(t)

u(t, l) = ψ2(t)

 , 0 6 t 6 T ,

(2.1)

причому початковi та граничнi умови узгодженi в кутових точках параболiч-
ної границi Π прямокутника H, а саме (див. рис. 1.1 на с. 6 а також задачу 2.1
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на с. 40) u0(0) = ψ1(0) , u1(0) = ψ ′
1(0) ,

u0(l) = ψ2(0) , u1(l) = ψ ′
2(0) .

(2.2)

2.1 Розв’язання задачi за методом вiдокремлення змiнних

Розв’язок задачi (2.1) розшукуватимемо у виглядi суми трьох функцiй
(див. с. 5)

u(t, x) = ψ(t, x) + v(t, x) + w(t, x) , (2.3)

де: 1) функцiя ψ(t, x) задовольняє (тiльки!) граничнi умови задачi (2.1):

ψ(t, 0) = ψ1(t), ψ(t, l) = ψ2(t) , (2.4)

i може бути уведена багатьма способами (див. задачу 2.2 на с. 40), наприклад,
у виглядi лiнiйної за x

ψ(t, x) = ψ1(t) +
[
ψ2(t)− ψ1(t)

] x
l
; (2.5)

2) функцiя v(t, x) є розв’язком допомiжної крайової задачi з однорiдни-
ми (нульовими) граничними умовами i ≪новими≫ початковими умовами для
однорiдного рiвняння коливань

∂2v(t, x)

∂t2
− a2

∂2v(t, x)

∂x2
= 0 , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

∂v(0, x)

∂t
= v1(x)

v(0, x) = v0(x)

 , 0 6 x 6 l ,

v(t, 0) = 0

v(t, l) = 0

 , 0 6 t 6 T ,

(2.6)

де ≪новi≫ початковi умови визначенi таким чином

v1(x) = u1(x)−
∂ψ(0, x)

∂t
, v0(x) = u0(x)− ψ(0, x) ; (2.7)

3) функцiя w(t, x) є розв’язком допомiжної крайової задачi з однорiдними
(нульовими) граничними умовами, однорiдними початковими умовами для
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неоднорiдного рiвняння коливань

∂2w(t, x)

∂t2
− a2

∂2w(t, x)

∂x2
= h(t, x) , 0 < t 6 T 0 < x < l ,

∂w(0, x)

∂t
= 0

w(0, x) = 0

 , 0 6 x 6 l ,

w(t, 0) = 0

w(t, l) = 0

 , 0 6 t 6 T .

(2.8)

де ≪нова≫ права частина рiвняння є такою

h(t, x) = f(t, x)−
[
∂2ψ(t, x)

∂t2
− a2

∂2ψ(t, x)

∂x2

]
. (2.9)

2) Для знаходження розв’язку крайової задачi (2.6) будемо ґрунтуватися
на твердженнi 1.4 на с. 12 та поданнi (1.34) на с. 13:

а) врахуємо, що крайовiй задачi (2.6) вiдповiдає гранична задача Штур-
ма –Лiувiлля першого рiзновиду (див. табл. 1.1 на с. 19), розв’язок якої (злi-
ченi множини власних значень i вiдповiдних власних функцiй) є вiдомий,
а саме

λµ =

(
µπ

l

)2
, Xµ(x) = sin

µπx

l
, µ ∈ N ; (2.10)

б ) розвинемо початковi умови (2.7) крайової задачi (2.6) в ряд за влас-
ними функцiями (2.10)

v1(x) =
∞∑
µ=1

v1,µXµ(x) =
∞∑
µ=1

v1,µ sin
µπx

l
,

v0(x) =
∞∑
µ=1

v0,µXµ(x) =
∞∑
µ=1

v0,µ sin
µπx

l
,

(2.11)

де коефiцiєнти розвинення суть

v1,µ = ∥Xµ∥−2
(
v1, Xµ

)
=

2

l

lˆ

0

v1(ξ) sin
µπξ

l
dξ ,

v0,µ = ∥Xµ∥−2
(
v0, Xµ

)
=

2

l

lˆ

0

v0(ξ) sin
µπξ

l
dξ ;

(2.12)
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в) пiдставимо власнi значення, власнi функцiї (2.10) та коефiцiєнти (2.12)
розвинення (2.7) в подання (1.34) на с. 13, звiдки матимемо шуканий розв’язок
крайової задачi (2.6)

v(t, x) =
∞∑
µ=1

(
v0,µ cos

µπat

l
+

l

µπa
v1,µ sin

µπat

l

)
sin

µπx

l
. (2.13)

3) Для знаходження розв’язку крайової задачi (2.8) будемо ґрунтуватися
на поданнi (1.53) на с. 18:

а) врахуємо, що крайовiй задачi (2.8) вiдповiдає гранична задача Штур-
ма –Лiувiлля першого рiзновиду (див. табл. 1.1 на с. 19) розв’язок якої на-
ведений вище як (2.10);

б ) розвинемо праву частину рiвняння крайової задачi (2.8) в ряд за влас-
ними функцiями (2.10)

h(t, x) =
∞∑
µ=1

hµ(t)Xµ(x) =
∞∑
µ=1

hµ(t) sin
µπx

l
, (2.14)

де коефiцiєнти розвинення суть

hµ(t) = ∥Xµ∥−2
(
h,Xµ

)
=

2

l

lˆ

0

h(t, ξ) sin
µπξ

l
dξ ; (2.15)

в) пiдставимо власнi значення, власнi функцiї (2.10) та коефiцiєнти (2.15)
розвинення (2.9) в подання (1.53) на с. 18, звiдки матимемо шуканий розв’язок
крайової задачi (2.8)

w(t, x) =
∞∑
µ=1

l

µπa

{ tˆ

0

hµ(τ) sin
µπa(t− τ)

l
dτ

}
sin

µπx

l
. (2.16)

Отже, розв’язком крайової задачi (2.1) є сума (2.3), в якiй функцiї ψ(t, x),
v(t, x) та w(t, x) данi вiдповiдно виразами (2.5), (2.13) та (2.16) (див. зада-
чу 2.3 на с. 40).

2.2 Iнтегральне подання розв’язку задачi

Розв’язки (2.13) i (2.16) вiдповiдно допомiжних задач (2.6) на с. 33 i (2.8) на с. 34
допускають iншi подання, для чого: а) пiдставимо вирази коефiцiєнтiв Фур’є (2.12) в (2.13)
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i (2.15) в (2.16); б ) змiнимо порядок iнтегрування i пiдсумовування в (2.13) i (2.16), тодi
матимемо для вказаних розв’язкiв такi вирази

v(t, x) =

lˆ

0

(
2

l

∞∑
µ=1

cos
µπat

l
sin

µπx

l
sin

µπξ

l

)
v0(ξ) dξ +

+

lˆ

0

(
2

l

∞∑
µ=1

l

µπa
sin

µπat

l
sin

µπx

l
sin

µπξ

l

)
v1(ξ) dξ ,

w(t, x) =

tˆ

0

lˆ

0

(
2

l

∞∑
µ=1

l

µπa
sin

µπa(t− τ)

l
sin

µπx

l
sin

µπξ

l

)
h(τ, ξ) dξ dτ .

Уведемо функцiю

G(t, x; ξ) =
2

l

∞∑
µ=1

l

µπa
sin

µπat

l
sin

µπx

l
sin

µπξ

l
, (2.17)

називану функцiєю Грiна крайової задачi (2.1) на с. 32, за допомогою якої розв’язкам
допомiжних крайових задач можна надати такi iнтегральнi подання

v(t, x) =

lˆ

0

∂G(t, x; ξ)

∂t
v0(ξ) dξ +

lˆ

0

G(t, x; ξ) v1(ξ) dξ , (2.18)

w(t, x) =

tˆ

0

lˆ

0

G(t− τ, x; ξ)h(τ, ξ) dτ dξ . (2.19)

2.3 Обґрунтування розв’язку задачi

Звернемося до обґрунтування розв’язку крайової задачi (2.1) на с. 32 (наведемо, за мож-
ливостi, всi необхiднi для цього вирази у даному пiдроздiлi, для того, щоб зробити викла-
дення незалежним), знайденого у виглядi суми (2.3) трьох функцiй, з яких перша ψ(t, x)
задовольняє граничнi умови крайової задачi; друга v(t, x) є розв’язком допомiжної крайо-
вої задачi (2.6) на с. 33 i подана функцiональним рядом (2.13) на с. 35; третя w(t, x)
є розв’язком допомiжної крайової задачi (2.8) на с. 34 i подана функцiональним ря-
дом (2.16) на с. 35.

Очевидно, що обґрунтування розв’язку крайової задачi (2.1) може буде зведено до об-
ґрунтування розв’язкiв (2.13) i (2.16) вiдповiдно допомiжних крайових задач (2.6) i (2.8).

Твердження 2.1. Нехай на вiдрiзку [0, l]: 1) функцiя v0(x): а) двiчi неперервно ди-
ференцiйована, б ) тричi кусково-неперервно диференцiйована i в) на кiнцях вiдрiзка ви-
конанi умови

v0(0) = v0(l) = 0 , v′′0(0) = v′′0(l) = 0 ; (2.20)
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2) функцiя v1(x): а) неперервно диференцiйована, б ) двiчi кусково-неперервно диферен-
цiйована i в) на кiнцях вiдрiзка задовольняє умови

v1(0) = v1(l) = 0 ; (2.21)

тодi функцiя v(t, x), подана рядом (2.13), є розв’язком допомiжної крайової задачi (2.6)
на с. 33 (див. задачу 2.4 на с. 40). �

Надалi нам знадобляться числовi ряди
∞∑
µ=1

1

µ
→ ∞ ,

∞∑
µ=1

1

µ2
<∞ ,

∞∑
µ=1

1

µ3
<∞ , (2.22)

стосовно яких нагадаємо, що перший є розбiжним, а другий i третiй — збiжнi.

Твердження 2.2. Нехай функцiя h(t, x) в прямокутнику H̄ = [0, T ] × [0, l]: а) непе-
рервна по t, б ) двiчi неперервно диференцiйована за x i в) задовольняє умови

h(t, 0) = h(t, l) = 0 ; (2.23)

тодi функцiя w(t, x) (2.16) є розв’язком крайової задачi (2.8). �
Доведення. Попередньо зазначимо таке. По-перше, умова (2.23) є природньою, оскiль-

ки означає, що до нерухомих кiнцiв струни не прикладенi зовнiшнi сили. По-друге, твер-
дження означає, що функцiя w(t, x) (2.16) (див. постановки задач (2.1) на с. 32 i (2.8)
на с. 34): 1) неперервна в замкненнi H̄=[0, T ]× [0, l] прямокутник; 2) неперервно-диферен-
цiйована за t в прямокутнику H̄=(0, T ] × (0, l), включно до нижньої дiлянки границi Π;
3) двiчi непрерывно диференцiйована за t и x в прямокутнику; 4) справджує рiвняння
крайової задачi в H i 5) задовольняє початковi i граничнi умови на Π.

По-перше, внаслiдок умов твердження, такi ряди Фур’є суть збiжнi
h(t, x) =

∞∑
µ=1

hµ(t) sin
µπx

l
,

∂2h(t, x)

∂x2
=

∞∑
µ=1

Hµ(t) sin
µπx

l
= −

(π
l

)2 ∞∑
µ=1

µ2 hµ(t) sin
µπx

l
,

(2.24)

причому другий ряд може бути одержаний з першого повторним почленним диференцiю-
ванням, звiдки маємо

hµ(t) = −
(
l

π

)2
1

µ2
Hµ(t) . (2.25)

Також зазначимо, що справджується рiвнiсть Парсеваля

∞∑
µ=1

H2
µ(t) =

2

l

lˆ

0

[
∂2h(t, x)

∂x2

]2
dx , (2.26)

в лiвiй частинi якого знаходиться збiжний ряд, тобто
∞∑
µ=1

H2
µ(t) 6 C , ∀ t ∈ [0, T ] . (2.27)
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По-друге, виконаємо оцiнку коефiцiєнтiв функцiонального ряду (2.16)

max
(t,x)∈Ē

∣∣∣wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ = max

t∈[0,T ]

∣∣∣wµ(t)
∣∣∣ = l

µπa
max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
tˆ

0

hµ(τ) sin
µπa(t− τ)

l
dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 l

µπa

T̂

0

∣∣∣hµ(τ)∣∣∣ dτ =
l

µπa

(
l

µπ

)2
T̂

0

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ dτ =

=
1

a

(
l

π

)3
1

µ3

T̂

0

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ dτ .

(2.28)

Для оцiнки пiдiнтегральної функцiї в правiй частинi останнього ланцюга нерiвностей,
звернемося до збiжного ряду (2.27) i врахуємо, що кожний член ряду не бiльше суми рядц,
звiдки матимемо

H2
µ(τ) 6

∞∑
γ=1

H2
γ(τ) 6 C ⇒

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ 6 √

C , ∀µ ∈ N , (2.29)

i завершимо оцiнку

max
(t,x)∈Ē

∣∣∣wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ 6 √

C T

a

(
l

π

)3
1

µ3
. (2.30)

Оскiльки третiй числовий ряд (2.22) є збiжним, побудова мажорантного числового
ряда для функцiонального ряду (2.16) завершена.

По-третє, перетворимо вираз для функцiї w(t, x) (2.16) до виду

w(t, x) =
∞∑
µ=1

l

µπa

{
sin

µπat

l

tˆ

0

hµ(τ) cos
µπaτ

l
dτ−cos

µπat

l

tˆ

0

hµ(τ) sin
µπaτ

l
dτ

}
sin

µπx

l
,

зручному для диференцiювання за змiнною t, i двiчi продиференцiюємо почленно

∂w(t, x)

∂t
=

∞∑
µ=1

{
cos

µπat

l

tˆ

0

hµ(τ) cos
µπaτ

l
dτ + sin

µπat

l

tˆ

0

hµ(τ) sin
µπaτ

l
dτ

}
sin

µπx

l
+

+
∞∑
µ=1

l

µπa
hµ(t)

(
sin

µπat

l
cos

µπat

l
− cos

µπat

l
sin

µπat

l

)
︸ ︷︷ ︸

≡0

sin
µπx

l
,

∂2w(t, x)

∂t2
=

∞∑
µ=1

µπa

l

{
−sin

µπat

l

tˆ

0

hµ(τ) cos
µπaτ

l
dτ + cos

µπat

l

tˆ

0

hµ(τ) sin
µπaτ

l
dτ

}
︸ ︷︷ ︸

−(µπa
l )

2
wµ(t)

sin
µπx

l
+

+
∞∑
µ=1

hµ(t)

(
cos

µπat

l
cos

µπat

l
+ sin

µπat

l
sin

µπat

l

)
︸ ︷︷ ︸

≡1

sin
µπx

l
.
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Диференцiювання функцiї w(t, x) (2.16) за змiнною x полягає в диференцiюваннi функ-
цiй Xµ(x) i не складає труднощiв. Знайденим похiдним надамо подання, зручного для по-
дальшої роботы, а саме

∂2w(t, x)

∂t2
= −

∞∑
µ=1

(
µπa

l

)2

wµ(t)Xµ(x) +
∞∑
µ=1

hµ(t)Xµ(x)︸ ︷︷ ︸
∞∑

µ=1
Wµ(t)Xµ(x)

= a2
∂2w(t, x)

∂x2
+ h(t, x),

∂2w(t, x)

∂x2
= −

∞∑
µ=1

(
µπ

l

)2

wµ(t)Xµ(x) .

(2.31)

По-четверте, зiйснемо оцiнку членiв першого з функцiональних рядiв (2.31) (див. та-
кож оцiнки (2.28) i (2.29))

max
(t,x)∈Ē

∣∣∣Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ 6 (µπa

l

)2

max
t∈[0,T ]

∣∣∣wµ(t)
∣∣∣ + max

t∈[0,T ]

∣∣∣hµ(t)∣∣∣ 6
6 µπa

l

T̂

0

∣∣∣hµ(τ)∣∣∣ dτ +

(
l

µπ

)2

max
t∈[0,T ]

∣∣∣Hµ(t)
∣∣∣ =

= a
l

π

T̂

0

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ dτ +

√
C

(
l

π

)2
1

µ2
.

(2.32)

Оцiнимо перший доданок в правiй частинi (2.32)

a
l

π

T̂

0

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ dτ 6 a

2

l

π

T̂

0

[
H2

µ(τ) +
1

µ2

]
dτ =

a

2

l

π

T̂

0

H2
µ(τ) dτ +

aT

2

l

π

1

µ2
, (2.33)

тодi, якщо продовжити оцiнку (2.32), матимемо

max
(t,x)∈Ē

∣∣∣Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ 6 a

2

l

π

T̂

0

H2
µ(τ) dτ +

l

π

[
aT

2
+
√
C
l

π

]
1

µ2
. (2.34)

Оскiльки другий числовий ряд (2.22) збiгається, а також внаслiдок нерiвностi

∞∑
µ=1

T̂

0

H2
µ(τ) dτ =

T̂

0

∞∑
µ=1

H2
µ(τ) dτ

(2.27)
6 CT , (2.35)

з оцiнки (2.34) заключимо, що пiдсилюючий числовий ряд для першого з функцiональних
рядiв (2.31) побудований.

Iснування пiдсилюючого числового рядi для другого з функцiональних рядiв (2.31)
очевидно, а оцiнка загальних членiв функцiональних рядiв, одержаних однократним ди-
ференцiюванням функцiї w(t, x) (2.16) за t i x проводиться простiше за оцiнки другої
похiдної функцiї w(t, x) (2.16) за t, виконаної ранiше.

Перевiрка того, що функцiя w(t, x) (2.16) справджує рiвняння крайової задачi (2.8),
вiдразу випливає з порiвняння першого та другого функцiональних рядiв (2.31). �
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2.4 Задачi для самостiйної работи

До пiдроздiлу 2.0 на с. 32

Задача 2.1. Дайте тлумачення умовам узгодження (2.2) початкових та граничних
умов крайової задачi (2.1) на с. 32.

До пiдроздiлу 2.1 на с. 33

Задача 2.2. Запропонуйте сiмї функцiй ψ(t, x) в поданнях (2.3) на с. 33, якi вiдрiзня-
ються вiд лiнiйної (2.5).

Розв’язання.

Задача 2.3. Замiнiть лiнiйну функцiю ψ(t, x) (2.5) в поданнi (2.3) на с. 33 iншою функ-
цiєю з допустимої множини (див. задачу 2.2) i пояснiть, як це впливатиме на функцiї v(t, x)
та w(t, x) i на роз’вязок u(t, x).

До пiдроздiлу 2.3 на с. 36

Задача 2.4. Спробуйте обґрунтувати твердження 2.1 на с. 36 за зразком обґрунту-
вання твердження 3.1 на с. 44.

3 Крайова задача для рiвняння теплопроводностi
з граничними умовами Дiрiхле

3.1 Постановка задачi

Математична постановка задачi випливає з постановки задачi з узагаль-
неними граничними умовами, наведеної в пiдрозiдiлi 1.1 на с. 5, i є такою

∂u(t, x)

∂t
− a2

∂2u(t, x)

∂x2
= f(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

u(0, x) = u0(x) , 0 6 x 6 l ,

u(t, 0) = ψ1(t)

u(t, l) = ψ2(t)

 , 0 6 t 6 T ,

(3.1)

причому початковi та граничнi умови узгодженi в кутових точках параболiч-
ної границi Π прямокутника H, а саме (див. рис. 1.1 на с. 6)

ψ1(0) = u0(0) , u0(l) = ψ2(0) . (3.2)
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3.2 Розв’язання задачi за методом вiдокремлення змiнних

Розв’язок задачi (3.1) розшукуватимемо у виглядi суми трьох функцiй

u(t, x) = ψ(t, x) + v(t, x) + w(t, x) , (3.3)

де: 1) функцiя ψ(t, x) задовольняє граничнi умови задачi (3.1); 2) функ-
цiя v(t, x) є розв’язком такої допомiжної крайової задачi з однорiдними (ну-
льовими) граничними умовами i ≪новою≫ початковою умовою для однорiд-
ного рiвняння теплопроводностi



∂v(t, x)

∂t
− a2

∂2v(t, x)

∂x2
= 0 , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

v(0, x) = v0(x) , 0 6 x 6 l ,

v(t, 0) = 0

v(t, l) = 0

 , 0 6 t 6 T ,

(3.4)

де ≪нова≫ початкова умова визначена таким чином

v0(x) = u0(x)− ψ(0, x) ; (3.5)

3) функцiя w(t, x) є розв’язком такої допомiжної крайової задачi з однорiд-
ними (нульовими) граничними умовами, однорiдною початковою умовою для
неоднорiдного рiвняння теплопроводностi

∂w(t, x)

∂t
− a2

∂2w(t, x)

∂x2
= h(t, x) , 0 < t 6 T , 0 < x < l ,

w(0, x) = 0 , 0 6 x 6 l ,

w(t, 0) = 0

w(t, l) = 0

 , 0 6 t 6 T ,

(3.6)

де ≪нова≫ права частина рiвняння є такою

h(t, x) = f(t, x)−
[
∂ψ(t, x)

∂t
− a2

∂2ψ(t, x)

∂x2

]
. (3.7)

2) Для розв’язання допомiжної крайової задачi (3.4) будемо ґрунтуватися
на твердженнi 1.3 на с. 12 та поданнi (1.32) на с. 13:
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а) врахуємо, що задачi (3.4) вiдповiдає задача Штурма –Лiувiлля пер-
шого рiзновиду (див. табл. 1.1 на с. 19), розв’язок якої (злiченi множини
власних значень i вiдповiдних власних функцiй) є вiдомий, а саме

λµ =

(
µπ

l

)2
, Xµ(x) = sin

µπx

l
, µ ∈ N ; (3.8)

б ) розвинемо початкову умову (3.5) в ряд за власними функцiями (3.8)

v0(x) =
∞∑
µ=1

v0,µXµ(x) =
∞∑
µ=1

v0,µ sin
µπx

l
, (3.9)

де коефiцiєнти розвинення суть

v0,µ = ∥Xµ∥−2
(
v0, Xµ

)
=

2

l

lˆ

0

v0(ξ) sin
µπξ

l
dξ ; (3.10)

в) пiдставимо власнi значення, власнi функцiї (3.8) та коефiцiєнти (3.10)
в подання (1.32) на с. 13, звiдки матимемо шуканий розв’язок задачi (3.4)

v(t, x) =
∞∑
µ=1

v0,µ e−
(µπa

l

)2
t sin

µπx

l
; (3.11)

3) Для розв’язання допомiжної крайової задачi (3.6) будемо ґрунтуватися
на поданнi (1.52) на с. 17:

а) врахуємо, що задачi (3.6) вiдповiдає задача Штурма –Лiувiлля пер-
шого рiзновиду (див. табл. 1.1 на с. 19), розв’язок якої наведений вище як (3.8);

б ) розвинемо праву частину рiвняння задачi (3.6) в ряд за власними
функцiями (3.8)

h(t, x) =
∞∑
µ=1

hµ(t)Xµ(x) =
∞∑
µ=1

hµ(t) sin
µπx

l
, (3.12)

де коефiцiєнти розвинення суть

hµ(t) = ∥Xµ∥−2
(
h,Xµ

)
=

2

l

lˆ

0

h(t, ξ) sin
µπξ

l
dξ ; (3.13)
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в) пiдставимо власнi значення, власнi функцiї (3.8) та коефiцiєнти (3.13)
в подання (1.52) на с. 17, звiдки матимемо шуканий розв’язок задачi (3.6)

w(t, x) =
∞∑
µ=1

{ tˆ

0

e−
(µπa

l

)2
(t−τ)

hµ(τ) dτ

}
sin

µπx

l
. (3.14)

Отже, розв’язком крайової задачi (3.1) є сума (2.3), в якiй функцiї ψ(t, x),
v(t, x) та w(t, x) данi вiдповiдно виразами (2.5) на с. 33, (3.11) та (3.14).

3.3 Iнтегральне подання розв’язку задачi

Розв’язки (3.11) i (3.14) вiдповiдно допомiжних задач (3.4) на с. 41 i (3.6) на с. 41 до-
пускають iншi подання, для чого: а) пiдставимо вирази коефiцiєнтiв Фур’є (3.10) в (3.11)
i (3.13) в (3.14); б ) змiнимо порядок iнтергування i сумування в (3.11) i (3.14), тодi мати-
мемо для вказаних розв’язкiв такi вирази

v(t, x) =

lˆ

0

(
2

l

∞∑
µ=1

e
−
(
µπa
l

)2

t
sin

µπx

l
sin

µπξ

l

)
v0(ξ) dξ ,

w(t, x) =

tˆ

0

lˆ

0

(
2

l

∞∑
µ=1

e
−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
sin

µπx

l
sin

µπξ

l

)
h(τ) dτ dξ .

Уведемо функцiю

G(t, x; ξ) =
2

l

∞∑
µ=1

e
−
(
µπa
l

)2

t
sin

µπx

l
sin

µπξ

l
, (3.15)

називану функцiєю Грiна крайової задачi (3.1) на с. 40, за допомогою якої розв’язкам
допомiжних крайових задач можна надати такi iнтегральнi подання

v(t, x) =

lˆ

0

G(t, x; ξ) v0(ξ) dξ , (3.16)

w(t, x) =

tˆ

0

lˆ

0

G(t− τ, x; ξ)h(τ) dτ dξ . (3.17)

3.4 Обґрунтування розв’язку задачi

Звернемося до обґрунтування розв’язку крайової задачi (3.1) на с. 40, поданого у ви-
глядi суми (2.3) трьох функцiй, з яких перша ψ(t, x) задовольняє граничнi умови крайової
задачi; друга v(t, x) є розв’язком допомiжної крайової задачi (3.4) на с. 41 i подана функцiо-
нальним рядом (3.11) на с. 42; третя w(t, x) є розв’язком допомiжної крайової задачi (3.6)
на с. 41 i подана функцiональним рядом (3.14) на с. 43.
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Очевидно, що обґрунтування розв’язку крайової задачi (3.1) може буде зведено до об-
ґрунтування розв’язкiв (3.11) i (3.14) вiдповiдно допомiжних крайових задач (3.4) i (3.6)

Твердження 3.1. Нехай на вiдрiзку [0, l] функцiя v0(x): а) неперервна, б ) кусково-
неперервно диференцiйована i в) на кiнцях вiдрiзка задовольняє умови

v0(0) = v0(l) = 0 ; (3.18)

тодi функцiя v(t, x), подана рядом (3.11), є розв’язком допомiжної крайової задачi (3.4)
на с. 41. �

Доведення. Спочатку зазначимо таке. По-перше, умова (3.18) виконана внаслiдок
побудови функцiї v0(t, x) з функцiй u0(t, x) i ψ(t, x).

По-друге, твердження означає, що функцiя v(t, x) (3.11): 1) неперервна в замиканнi
H̄=[0, T ]× [0, l] прямокутника H = (0, T ]× (0, l); 2) неперервно диференцiйована в прямо-
кутнику H один раз за t i двiчi за x; 3) справджує однорiдне рiвняння теплопроводностi
в прямокутнику H; 4) задовольняє а) початкову i б ) однорiднi граничнi умови допомiжної
крайової задачi (3.4) на Π.

1) Неперервнiсть функцiї v(t, x), поданої рядом (3.11), в H̄ випливає з того, що:
а) числовий ряд, утворений коефiцiєнтами ряду Фур’є (3.10) функцiї v0(x), є абсо-

лютно збiжний, тобто збiгається такий числовой ряд з невiд’ємними членами

∞∑
µ=1

|v0,µ| <∞ ; (3.19)

б ) числовий ряд (3.19) пiдсилює ряд (3.11) в H̄, тобто справджуються такi нерiвностi

max
(t,x)∈H̄

∣∣∣Vµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ = max

(t,x)∈H̄

∣∣∣∣ v0,µ e
−
(
µπa
l

)2

t
sin

µπx

l

∣∣∣∣ 6 |v0,µ| ; (3.20)

в) внаслiдок (3.19), (3.20) ряд (3.11) є рiвномiрно збiжним в H̄.
2) Неперервна диференцiйованiсть функцiї v(t, x), поданої рядом (3.11), один раз за t

i двiчi за x в H означає рiвномiрну збiжнiсть таких рядiв (почленне диференцiювання ря-
ду (3.11) можна виконати або безпосередньо, або врахуванням диференцiальних рiвнянь,
якi задовольняють функцiї Vµ(t) та Xµ(x), вiдповiдно: (1.21) на с. 10 та (1.23) на с. 10)

∂v(t, x)

∂t
=

∞∑
µ=1

V ′
µ (t)Xµ(x) = −

(πa
l

)2 ∞∑
µ=1

µ2 Vµ(t)Xµ(x) = a2
∂2v(t, x)

∂x2
,

∂2v(t, x)

∂x2
=

∞∑
µ=1

Vµ(t)X
′′
µ(x) = −

(π
l

)2 ∞∑
µ=1

µ2 Vµ(t)Xµ(x) ,

(3.21)

для обґрунтування якої побудуємо такi числовi ряди, якi пiдсилюватимуть ряди (3.21):
а) виконаємо попередню оцiнку коефiцiєнтiв рядiв (3.21) в H (без урахування несут-

тєвих для цього сталих множникiв попереду вiдповiдних сум)

max
(t,x)∈H

∣∣∣µ2 Vµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ = max

(t,x)∈H

∣∣∣∣µ2 v0,µ e
−
(
µπa
l

)2

t
sin

µπx

l

∣∣∣∣ 6 µ2 |v0,µ| e
−
(
µπa
l

)2

t
; (3.22)
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б ) врахуємо, що функцiя v0(x), неперервна на замкненому промiжку [0, l], є обме-
женою (тобто iснує додатна стала M , така що |v0(x)| < M) i виконаємо оцiнку коефiцiєн-
тiв (3.10) її ряду Фур’є (3.9)

|v0,µ| =
∣∣∣∣2l

lˆ

0

v0(ξ) sin
µπξ

l
dξ

∣∣∣∣ 6 2

l

lˆ

0

∣∣∣ v0(ξ) sin µπξl ∣∣∣ dξ < 2

l
M

lˆ

0

dξ =
2

l
M l = 2M ; (3.23)

в) завершимо оцiнку (3.22), проте вже в прямокутнику Hδ := [δ, T ] × (0, l) ⊂ H,
0<δ<T , i з урахуванням (3.23), а саме як

max
(t,x)∈Hδ

∣∣∣µ2 Vµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ = max

(t,x)∈Hδ

∣∣∣∣µ2 v0,µ e
−
(
µπa
l

)2

t
sin

µπx

l

∣∣∣∣ < 2M µ2 e
−
(
µπa
l

)2

δ
=: aµ ; (3.24)

г) обчислимо границю

lim
µ→∞

aµ+1

aµ
=lim

µ→∞

(
µ+ 1

µ

)2

e−(µ+1)2
(
πa
l

)2
δ+µ2

(
πa
l

)2
δ
=lim

µ→∞

(
1 +

1

µ

)2

e−(2µ+1)
(
πa
l

)2
δ
= 0 , (3.25)

звiдки випливає, згiдно ознаки Даламбера, що числовий ряд з додатними членами aµ
є збiжним, а отже пiдсилює ряди (3.21) в Hδ (з урахуванням сталих множникiв, якi пере-
дують вiдповiдним сумам i якi тимчасово не були взятi до уваги);

д) оскiльки величину δ можна обирати довiльно (як завгодно близькою до нуля),
рiвномiрна збiжнiсть рядiв (3.21) в H доведена.

3) Оскiльки ряд (3.11), утворений частинними розв’язками Vµ(t)Xµ(x) однорiдного
рiвняння теплопроводностi, може бути диференцiйований почленно, вiн справджує це рiв-
няння (див. також (3.21)).

4) Оскiльки: а) ряд (3.11) при t = 0 перетворюється на ряд Фур’є (3.9) початкової
функцiї v0(x) (3.5), вiн задовольняє початкову умову допомiжної крайової задачi (3.4);
б ) власнi функцiї Xµ(x) в складi частинних розв’язкiв Vµ(t)Xµ(x) однорiдного рiвняння
теплопроводностi задовольняють однорiднi граничнi умови, ряд (3.11) також задовольняє
однорiднi граничнi умови тiєї ж задачi. �

Твердження 3.2. Нехай в замиканнi H̄ = [0, T ]×[0, l] прямокутника H = (0, T ]×(0, l)
функцiя h(t, x): а) чотири рази неперервно диференцiйована за x i б ) на бокових сторонах
задовольняє умову

h(t, 0) = h(t, l) = 0 ; (3.26)

тодi функцiя w(t, x), подана рядом (3.14), є розв’язком допомiжної крайової задачi (3.6)
на с. 41. �

Доведення. Твердження означає, що функцiя w(t, x) (3.14): 1) неперервна в H̄; 2) не-
перервно-диференцiйована в H один раз за t i двiчi за x; 3) справджує неоднорiдне рiв-
няння теплопроводностi в H; 4) задовольняє однорiднi а) початкову i б ) граничнi умови
допомiжної крайової задачi (3.6) на Π.

1) Неперервнiсть функцiї w(t, x) в H̄ означає рiвномiрну збiжнiсть ряду (3.14), для
обґрунтування якої побудуємо числовий ряд, який пiдсилюватиме ряд (3.14):
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а) виконаємо попередню оцiнку коефiцiєнтiв ряду (3.14)

max
(t,x)∈H̄

∣∣∣Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ = max

(t,x)∈H̄

∣∣∣∣∣∣
{ tˆ

0

e
−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
hµ(τ) dτ

}
sin

µπx

l

∣∣∣∣∣∣ 6
6 max

t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
tˆ

0

e
−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
hµ(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 max
t∈[0,T ]

tˆ

0

∣∣∣∣ e−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
hµ(τ)

∣∣∣∣ dτ ;
(3.27)

б ) врахуємо, що ряд Фур’є (3.12) функцiї h(t, x) є збiжний, атакож, що функцiя є об-
меженою в замкненнi H̄ (тобто iснує додатна стала K, така що |h(t, x)| < K), i виконаємо
оцiнку коефiцiєнтiв (3.13) її ряду Фур’є

|hµ(t)| =
∣∣∣∣2l

lˆ

0

h(t, ξ) sin
µπξ

l
dξ

∣∣∣∣ 6 2

l

lˆ

0

∣∣∣h(t, ξ) sin µπξ
l

∣∣∣ dξ < 2

l
K

lˆ

0

dξ = 2K ; (3.28)

в) обчислимо iнтеграл

tˆ

0

e
−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
dτ =

{
η = τ − t

}
=

0ˆ

−t

e
+

(
µπa
l

)2

η
dη =

(
l

µπa

)2
1− e

−
(
µπa
l

)2

t

 ; (3.29)

г) продовжимо оцiнку (3.27) з урахуванням (3.28), (3.29)

max
(t,x)∈H̄

∣∣∣Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ 6 max

t∈[0,T ]

tˆ

0

∣∣∣∣ e−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
hµ(τ)

∣∣∣∣ dτ 6 2K

T̂

0

e
−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
dτ <2K

(
l

µπa

)2

;

(3.30)
д) оскiльки числовий ряд, утворений членами µ−2, є збiжний, числовий ряд з чле-

нами в правiй частинi нерiвностi (3.30) пiдсилює ряд (3.14), внаслiдок чого останнiй є рiв-
номiрно збiжний.

Неперервнiсть функцiї w(t, x) в H̄ може бути доведена в iнший спосiб. Насправдi:
а) врахуємо, що згiдно умов твердження такий ряд Фур’є є збiжний

∂4h(t, x)

∂x4
=

∞∑
µ=1

Hµ(t)Xµ(x) =
∞∑
µ=1

Hµ(t) sin
µπx

l
, t ∈ [0, T ] , (3.31)

причому ряд (3.31) може бути одержаний з ряду Фур’є (3.12) функцiї h(t, x) послiдовним
почленним диференцiюванням, звiдки матимемо

∞∑
µ=1

Hµ(t) sin
µπx

l
=
(π
l

)4 ∞∑
µ=1

µ2 hµ(t) sin
µπx

l
⇒ hµ(t) =

(
l

µπ

)4

Hµ(t) ; (3.32)

б ) виконаємо попередню оцiнку коефiцiєнтiв ряду (3.14) з урахуванням (3.32) (для
скорочення запису вiзьмемо до уваги (3.27))

max
(t,x)∈H̄

∣∣∣Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣6 max

t∈[0,T ]

tˆ

0

∣∣∣∣ e−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
hµ(τ)

∣∣∣∣ dτ < ( l

µπ

)4
T̂

0

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ dτ ; (3.33)
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в) врахуємо, що члени ряду Фур’є (3.31), як збiжного, сукупно обмеженi (iснує
додатна стала M , така що |Hµ(t)| < M) i завершимо оцiнку (3.33), подiбно (3.30).

2) Неперервна диференцiйованiсть функцiї w(t, x), поданої рядом (3.14), один раз за t
i двiчi за x в H означає рiвномiрну збiжнiсть таких рядiв (почленне диференцiювання ря-
ду (3.14) можна виконати або безпосередньо, або врахуванням диференцiальних рiвнянь,
якi задовольняють функцiї Wµ(t) та Xµ(x), вiдповiдно: (1.38) на с. 14 та (1.23) на с. 10)

∂w(t, x)

∂t
=

∞∑
µ=1

W ′
µ(t)Xµ(x) = −

(πa
l

)2 ∞∑
µ=1

µ2Wµ(t)Xµ(x) +
∞∑
µ=1

hµ(t)Xµ(x) =

= a2
∂2w(t, x)

∂x2
+ h(t, x) ,

∂2w(t, x)

∂x2
=

∞∑
µ=1

Wµ(t)X
′′
µ(x) = −

(π
l

)2 ∞∑
µ=1

µ2Wµ(t)Xµ(x) ,

(3.34)

для обґрунтування якої побудуємо такi числовi ряди, якi пiдсилюватимуть ряди (3.34):
а) виконаємо попередню оцiнку коефiцiєнтiв рядiв (3.34) в H (без урахування несут-

тєвих для цього сталих множникiв попереду вiдповiдних сум, див. також (3.27) – (3.30))

max
(t,x)∈H

∣∣∣µ2Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ 6 µ2 max

t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
tˆ

0

e
−
(
µπa
l

)2

(t−τ)
hµ(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 µ2

T̂

0

∣∣∣hµ(τ)∣∣∣ dτ ; (3.35)

б ) врахуємо рiвнiсть (3.32) i продовжимо оцiнку (3.35)

max
(t,x)∈H

∣∣∣µ2Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ 6 µ2

(
l

µπ

)4
T̂

0

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ dτ =

(
l

π

)4
1

µ2

T̂

0

∣∣∣Hµ(τ)
∣∣∣ dτ ; (3.36)

в) врахуємо, що члени ряду Фур’є (3.31), як збiжного, сукупно обмеженi (iснує
додатна стала M , така що |Hµ(t)| < M), тодi попередня оцiнка набуватиме такого виду

max
(t,x)∈H

∣∣∣µ2Wµ(t)Xµ(x)
∣∣∣ 6MT

(
l

π

)4
1

µ2
; (3.37)

г) оскiльки числовий ряд, утворений членами µ−2, є збiжний, числовий ряд з чле-
нами в правiй частинi нерiвностi (3.37) пiдсилює ряди (3.34) (з урахуванням сталих множ-
никiв, якi передують вiдповiдним сумам i якi тимчасово не були взятi до уваги), внаслiдок
чого останнi суть рiвномiрно збiжнi.

3) Оскiльки ряд (3.14), утворений частинними розв’язками Wµ(t)Xµ(x) однорiдного
рiвняння теплопроводностi, може бути диференцiйований почленно, вiн справджує це рiв-
няння (див. також (3.21)).

4) Оскiльки: а) коефiцiєнти ряду (3.14) при t = 0 перетворюються в нуль (через те,
що пiдiнтегральнi функцiї суть обмеженi), ряд задовольняє початкову умову допомiжної
крайової задачi (3.6); б ) власнi функцiї Xµ(x) в складi частинних розв’язкiв Wµ(t)Xµ(x)
неоднорiдного рiвняння теплопроводностi задовольняють однорiднi граничнi умови, тому
ряд (3.14) також задовольняє однорiднi граничнi умови тiєї ж задачi. �
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