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1 Операцiї над множинами. Вiдображення

1.1 Ключовi задачi

Задача 1 За означенням A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B). Довести, що

A∆B = (A \B) ∪ (B \ A).

Треба довести рiвнiсть множин

(A ∪B) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (B \ A).

Маємо

x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B) =⇒ (x ∈ A ∪B) ∧ (x /∈ A ∩B)

=⇒ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x /∈ A ∧ x ∈ B) =⇒ (x ∈ A \B) ∨ (x ∈ B \ A)
=⇒ x ∈ (A \B) ∪ (B \ A).

Таким чином
(A ∪B) \ (A ∩B) ⊂ (A \B) ∪ (B \ A). (1)

З iншого боку маємо

x ∈ (A \B) ∪ (B \ A) =⇒ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x /∈ A ∧ x ∈ B)

=⇒ (x ∈ A ∪B) ∧ (x /∈ A ∩B) =⇒ x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B),

звiдки слiдує, що

(A ∪B) \ (A ∩B) ⊃ (A \B) ∪ (B \ A).

Разом зi спiввiдношенням (1), отримаємо необхiдну рiвнiсть.

Задача 2 Нехай {Aα}α — сiм’я множин i B – деяка множина. Довести, що

B ∩

(⋃
α

Aα

)
⊂
⋂
α

(B ∪ Aα). (2)

Чи можна замiсть знаку ⊂ поставити знак рiвностi?

Маємо

x ∈ B ∩

(⋃
α

Aα

)
=⇒ x ∈ B =⇒ x ∈ B ∪ Aα ∀α =⇒ x ∈

⋂
α

(B ∪ Aα),

i має мiсце включення (2). Якщо B = {1}, а Aα = {2}∀α, то

B ∩

(⋃
α

Aα

)
= {1} ∩ {2} = ∅ ≠ {1, 2} =

⋂
α

({1} ∪ {2}),

а отже iснують такi множини B i Aα, для яких в (2) не має мiсця рiвностi.
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Задача 3 Знайти
⋃∞

n=1

[
−1 + 1

n
, 1− 1

n

]
.

Покажемо, що
⋃∞

n=1

[
−1 + 1

n
, 1− 1

n

]
= (−1, 1). Оскiльки для кожного n ∈ N,[

−1 + 1
n
, 1− 1

n

]
⊂ (−1, 1), то

⋃∞
n=1

[
−1 + 1

n
, 1− 1

n

]
⊂ (−1, 1). З iншого боку,

якщо |x| < 1, то знайдеться n ∈ N таке, що |x| < 1 − 1
n
, а тому при тако-

му n маємо x ∈
[
−1 + 1

n
, 1− 1

n

]
. Тому

⋃∞
n=1

[
−1 + 1

n
, 1− 1

n

]
⊃ (−1, 1), звiдки

випливає анонсована рiвнiсть.

Задача 4 Нехай X, Y — двi множини, f : X → Y — це деяке вiдображення,
Bα ⊂ Y ∀α i B ⊂ Y . Довести, що

f−1

(
B \

⋂
α

Bα

)
= f−1(B) \

⋂
α

f−1 (Bα) .

Нехай x ∈ f−1 (B \
⋂

αBα). Тодi

f(x) ∈ B \
⋂
α

Bα =⇒ (f(x) ∈ B) ∧

(
f(x) /∈

⋂
α

Bα

)
=⇒ (f(x) ∈ B) ∧ (∃α : f(x) /∈ Bα) =⇒ (x ∈ f−1(B)) ∧

(
∃α : x /∈ f−1(Bα)

)
=⇒ (x ∈ f−1(B)) ∧

(
x /∈

⋂
α

f−1 (Bα)

)
=⇒ x ∈ f−1(B) \

⋂
α

f−1 (Bα) .

Звiдси слiдує, що

f−1

(
B \

⋂
α

Bα

)
⊂ f−1(B) \

⋂
α

f−1 (Bα) . (3)

Нехай тепер x ∈ f−1(B) \
⋂

α f
−1 (Bα). Тодi

(x ∈ f−1(B)) ∧

(
x /∈

⋂
α

f−1 (Bα)

)
=⇒ (x ∈ f−1(B)) ∧

(
∃α : x /∈ f−1(Bα)

)
=⇒ (f(x) ∈ B) ∧ (∃α : f(x) /∈ Bα) =⇒ (f(x) ∈ B) ∧

(
f(x) /∈

⋂
α

Bα

)

=⇒ f(x) ∈ B \
⋂
α

Bα =⇒ x ∈ f−1

(
B \

⋂
α

Bα

)
.

Звiдси слiдує, що

f−1

(
B \

⋂
α

Bα

)
⊃ f−1(B) \

⋂
α

f−1 (Bα) . (4)

Включення (3) та (4) доводять необхiдну рiвнiсть.
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Задача 5 Побудувати бiєкцiю f : (0, 1] → [0, 1].

Легко бачити, що функцiя

f(x) =


0, x = 1,
1

n−1
, x = 1

n
, n ∈ N, n ≥ 2,

x, x ̸= 1
n
∀n ∈ N,

є шуканою бiєкцiєю.

1.2 Задачi для самостiйного розв’язання

1. Нехай An := {1, 2, . . . , n}, n ∈ N. Довести, що

(а)
⋃
n∈N

An = N; (б)
⋂

n∈N An = {1}.

2. Нехай An := {n, n+ 1, . . .}, n ∈ N. Довести, що

(а)
⋃

n≥m An = Am ∀m ∈ N.
(б)

⋂
n≥m An = ∅ ∀m ∈ N.

(в)
⋂

n≤m An = Am ∀m ∈ N.

3. Нехай Aα ⊂ M∀α. Довести, що

(а) CM (
⋂

αAα) =
⋃

α CMAα. (б) CM (
⋃

α Aα) =
⋂

α CMAα.

4. Нехай {Aα}α – сiм’я множин i B – деяка множина. Довести, що

B ∪

(⋂
α

Aα

)
⊃
⋃
α

(B ∩ Aα).

Чи можна замiсть знаку ⊃ поставити знак рiвностi?

5. Знайти

(а)
⋂∞

n=1

(
0, 1

n

)
.

(б)
⋃∞

n=1

(
0, n−1

n

)
.

(в)
⋂∞

n=1

(
−1− 1

n
, 1 + 1

n

)
.

(г)
⋃∞

n=1

[
0, 1

n

]
.

6. Нехай X, Y — двi множини, f : X → Y — це деяке вiдображення, i Bα ⊂
Y ∀α. Довести, що
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(а) f−1 (
⋃

α Bα) =
⋃

α f
−1 (Bα) ; (б) f−1 (

⋂
α Bα) =

⋂
α f

−1 (Bα) .

7. Нехай X, Y — двi множини, f : X → Y — це деяке вiдображення. Дове-
сти, що

(а) A ⊂ f−1 (f(A)), A ⊂ X. Чи можна замiсть знаку ⊂ поставити знак
рiвностi?

(б) f(f−1(B)) = B ∩ f(X), B ⊂ Y .

8. Нехай X, Y — двi множини, f : X → Y — це деяке вiдображення, i
Aα ⊂ X ∀α. Довести, що

(а) f (
⋃

α Aα) =
⋃

α f (Aα) .

(б) f (
⋂

α Aα) ⊂
⋂

α f (Aα) . Чи можна замiсть знаку ⊂ поставити знак
рiвностi?

9. Побудувати бiєктивне вiдображення f : X → Y , якщо:

(а) X = (−∞,∞), Y = (0,+∞);

(б) X = [1, 2], Y = (−∞,+∞);

(в) X = (−∞,∞), Y = [−2, 2];

(г) X = (−∞,∞), Y = [0,+∞);

(д) X = [0,+∞), Y = [1,+∞).

(е) X = (−∞, 0], Y = [1,+∞).

10. Нехай X, Y — двi множини, f : X → Y — це деяке вiдображення. Дове-
сти, що

(а) (f — iн’єкцiя) ⇐⇒ (∀A,B ⊂ X, f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)).
(б) (f — iн’єкцiя) ⇐⇒ (∀A ⊂ X, f−1(f(A)) = A).
(в) (f — iн’єкцiя) ⇐⇒ (∀A ⊂ B ⊂ X, f(A \B) = f(A) \ f(B)).

2 Точнi нижня i верхня гранi

2.1 Ключовi задачi

Задача 6 Знайти sup{x ∈ Q : x > 0, x2 < 2}.

Позначимо A := {x ∈ Q : x > 0, x2 < 2} i покажемо, що supA =
√
2. Якщо

x ∈ A, то x > 0, а отже x2 < 2 ⇐⇒ x ≤
√
2, тобто

√
2 є верхньою гранню

множини A. Якщо ε > 0 є довiльним фiксованим числом, то iснує n ∈ N таке,

що ε > 1
10n

. Тодi число xn =
[10n

√
2]

10n
(де [y] — це цiла частина числа y, тобто

найбiльше цiле число, що не перевищує y) належить A i xn >
√
2 − ε. Тому√

2 є найменшою верхньою гранню, що i треба було довести.
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Задача 7 Нехай A ⊂ R є обмеженою множиною. Покладемо −A = {x : −x ∈
A}. Доведiть, що sup(−A) = − inf A.

Нехай x ∈ −A. Тодi −x ∈ A i −x ≥ inf A. Звiдси x ≤ − inf A, а отже в силу
довiльностi x, число − inf A є верхньою гранню множини −A.

Для довiльного ε > 0 iснує yε ∈ A таке, що inf A+ ε > yε. Тодi xε := −yε ∈
−A i xε+ε > − inf A. Звiдси слiдує, що − inf A є найменшою верхньою гранню
множини −A, що i треба було довести.

Задача 8 Нехай {an} i {bn} — це двi обмеженi зверху послiдовностi дiйсних
чисел. Доведiть, що

sup
n∈N

(an + bn) ≤ sup
n∈N

an + sup
n∈N

bn. (5)

Чи може мати мiсце строга нерiвнiсть?

Для кожного n ∈ N маємо an ≤ supn∈N an i bn ≤ supn∈N bn, а тому an + bn ≤
supn∈N an + supn∈N bn. Звiдси слiдує нерiвнiсть (5). Якщо {an} = {1, 0, 0, . . .},
{bn} = {0, 1, 0, 0, . . .}, то {an + bn} = {1, 1, 0, 0, 0, . . .} i supn∈N an = supn∈N bn =
supn∈N(an+bn) = 1, а тому для таких послiдовностей {an} i {bn} нерiвнiсть (5)
є строгою.

2.2 Задачi для самостiйного розв’язання

1. Знайти

(а) inf{x ∈ Q : x > 0, x2 > 2};
(б) sup{x ∈ Q : x > 0, x2 < 3};

(в) inf{x ∈ Q : x > 0, x2 > 5}.
(г) sup{x ∈ Q : x > 0, x2 < 5};

2. Нехай A ⊂ R є обмеженою множиною. Покладемо −A = {x : − x ∈ A}.
Доведiть, що inf(−A) = − supA.

3. Нехай A ⊂ R є множиною додатних чисел. Покладемо 1
A
=
{
x : 1

x
∈ A

}
.

Доведiть, що

(а) Якщо inf A > 0, то sup 1
A
= 1

inf A
;

(б) Якщо A обмежена зверху, то inf 1
A
= 1

supA
;

(в) Якщо A необмежена зверху, то inf 1
A
= 0.

4. Нехай A,B ⊂ R є обмеженими множинами. Покладемо A ± B = {x ±
y : x ∈ A, y ∈ B} i A ·B = {x · y : x ∈ A, y ∈ B}. Доведiть, що
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(а) sup(A+B) = supA+ supB;
(б) inf(A+B) = inf A+ inf B;
(в) sup(A−B) = supA− inf B;

(г) inf(A−B) = inf A− supB;

(д) sup(A·B) = supA·supB, якщо
A,B ⊂ [0,∞).

5. Нехай A,B ⊂ R є обмеженими множинами. Доведiть, що

(а) inf(A ∪B) = min{inf A, inf B};
(б) sup(A ∪B) = max{supA, supB}.

6. Нехай {an} i {bn} — це двi обмеженi послiдовностi дiйсних чисел. Дове-
дiть, що

(а) infn∈N(an + bn) ≥ infn∈N an + infn∈N bn;

(б) infn∈N(an − bn) ≥ infn∈N an − supn∈N bn;

(в) supn∈N(an − bn) ≤ supn∈N an − infn∈N bn.

Чи можуть мати мiсце строгi нерiвностi?

3 Границя послiдовностi

3.1 Ключовi задачi

Задача 9 Про послiдовнiсть {an} ненульових чисел вiдомо, що

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1.

Доведiть, що limn→∞ an = 0.

Нехай ε > 0 вибрано так, що limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1 − 2ε. Тодi iснує таке число

N ∈ N, що для всiх n ≥ N маємо
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1− ε. Звiдси для всiх n ≥ N маємо

0 ≤ |an| < (1− ε)|an−1| < (1− ε)2|an−2| < . . . < (1− ε)n−N |aN |.

За теоремою про промiжну послiдовнiсть отримаємо limn→∞ |an| = 0, звiдки
слiдує необхiдне.

Задача 10 Доведiть, що якщо послiдовностi {an} i {bn} є збiжними, то
послiдовнiсть {max(an, bn)} є також збiжною i

lim
n→∞

max(an, bn) = max
(
lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn

)
.
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Нехай a = limn→∞ an i b = limn→∞ bn. Припустимо, що a > b. Тодi iснує
N ∈ N таке, що an > bn∀n > N , тобто max{an, bn} = an∀n > N . Тодi
limn→∞max{an, bn} = limn→∞ an = a = max{a, b}, що i треба було довести.
Випадок a < b розглядається аналогiчно. Нехай, нарештi, a = b. Для кожного
ε > 0 iснують числа N1, N2 ∈ N такi, що

|an − a| < ε∀n > N1 i |bn − b| = |bn − a| < ε∀n > N2.

Тодi для всiх n > N = max{N1, N2} маємо |max{an, bn}−a| < ε, звiдки слiдує,
що limn→∞ max{an, bn} = a = max{a, b}.

Задача 11 Рiвно одна з послiдовностей {an} i {bn} є збiжною. Чи можна
щось сказати про збiжнiсть послiдовностi {an + bn}?

Без зменшення загальностi можемо вважати, що послiдовнiсть {an} є збiжною,
а послiдовнiсть {bn} є розбiжною. Припустимо, що послiдовнiсть {cn := an +
bn} є збiжною. Тодi i послiдовнiсть {cn−an} є збiжною, що суперечить умовi, бо
cn−an = bn для всiх n ∈ N. Таким чином, послiдовнiсть {an+bn} є розбiжною.

Задача 12 Нехай задано двi обмеженi послiдовностi {an} i {bn} такi, що

an ≤ bn∀n ∈ N. (6)

Довести, що limn→∞ an ≤ limn→∞ bn.

Оскiльки послiдовностi {an} та {bn} є обмеженими зверху, то для кожного
n ∈ N iснують точнi верхнi гранi An := supk≥n ak та Bn := supk≥n bk. Бiльше
того, з (6) слiдує, що An ≤ Bn для кожного n ∈ N i за означенням, послiдов-
ностi {An} i {Bn} є незростаючими. Послiдовностi {an} i {bn} є обмеженими
знизу, тому обмеженими знизу будуть i послiдовностi {An} i {Bn}. Тому вони
є збiжними i

lim
n→∞

an = lim
n→∞

An ≤ lim
n→∞

Bn = lim
n→∞

bn,

що i треба було довести.

Задача 13 Довести, що будь-яка перестановка {aπ(n)} збiжної послiдовно-
стi {an} є збiжною послiдовнiстю.

Нехай послiдовностi {an} є збiжною i π : N → N є бiєкцiєю. Для довiльного
ε > 0 за критерiєм Кошi iснує таке число N ∈ N, що |an − am| < ε для всiх
n,m > N . Оскiльки π є бiєкцiєю, то множина π−1({1, 2, . . . , N}) мiстить рiвно
N елементiв, а тому iснує її максимум N∗. Для всiх k > N∗ маємо π(k) /∈
{1, 2, . . . , N}, тобто π(k) > N . Тому для всiх m,n > N∗, |aπ(n) − aπ(m)| < ε.
Отже, за критерiєм Кошi послiдовнiсть {aπ(n)} є збiжною.
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3.2 Задачi для самостiйного розв’язання

1. Доведiть, що limn→∞ an = +∞, якщо про послiдовнiсть {an} додатних
чисел вiдомо, що

(а) limn→∞
an+1

an
> 1; (б) limn→∞ n

√
an > 1.

2. Чи можна щось сказати про збiжнiсть послiдовностi {an}, якщо про по-
слiдовнiсть {an} додатних чисел вiдомо, що

(а) limn→∞
an+1

an
= 1; (б) limn→∞ n

√
an = 1.

3. Доведiть, що limn→∞ an = 0, якщо про послiдовнiсть {an} додатних чисел
вiдомо, що

(а) limn→∞
an+1

an
< 1; (б) limn→∞ n

√
an < 1.

4. Доведiть, що якщо послiдовностi {an} i {bn} є збiжними, то послiдовнiсть
{min(an, bn)} є також збiжною i

lim
n→∞

min(an, bn) = min
(
lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn

)
.

5. Рiвно одна з послiдовностей {an} i {bn} є збiжною. Що можна сказати
про збiжнiсть послiдовностi

(а) {max(an, bn)};
(б) {min(an, bn)};
(в) {an − bn};

(г) {an · bn};

(д)
{

an
bn

}
, bn ̸= 0∀n?

6. Послiдовностi {an} i {bn} є розбiжними. Що можна сказати про збiжнiсть
послiдовностi

(а) {max(an, bn)};

(б) {min(an, bn)};

(в) {an − bn};

(г) {an + bn};

(д) {an · bn};

(е)
{

an
bn

}
, bn ̸= 0∀n?

7. Про послiдовнiсть {an} вiдомо, що її пiдпослiдовностi

(а) {a2n}, {a2n+1} i {a3n} є збiжними;

(б) {a2n} i {a2n+1} є збiжними;

(в) {a2n} i {a3n} є збiжними;
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(г) {asn}, s ∈ N, s > 1 є збiжними;

Чи обов’язково послiдовнiсть {an} є збiжною?

8. Що можна стверджувати про послiдовнiсть цiлих чисел, якщо вiдомо,
що вона збiжна?

9. Iз збiжної послiдовностi викреслили члени, якi стоять на парних мiсцях.
Чи буде послiдовнiсть, що залишилась, збiжна?

10. Чи можна члени натурального ряду переставити так, щоб одержана по-
слiдовнiсть була збiжна?

11. Довести, що якщо послiдовнiсть збiжна, то в нiй є або найбiльший член,
або найменший член, або i той i iнший.

12. Про обмежену знизу послiдовнiсть {an} вiдомо, що вона не має мiнiмаль-
ного елемента. Доведiть, що limn→∞ an = infn∈N an.

13. Про обмежену зверху послiдовнiсть {an} вiдомо, що вона не має макси-
мального елемента. Доведiть, що limn→∞ an = supn∈N an.

14. Послiдовностi {an} i {bn} мають одну i ту ж границю, чи правильно, що
цю границю має i послiдовнiсть a1, b1, a2, b2, a3, b3, . . .?

15. Довести, що limn→∞ an = 0 ⇐⇒ limn→∞ supk≥n |ak| = 0.

16. Довести, що границя послiдовностi не залежить вiд довiльної змiни до-
вiльного скiнченного числа членiв послiдовностi.

17. Доведiть, що якщо iснує N ∈ N таке, що an ≤ A для всiх n > N , то
limn→∞ an ≤ A.

18. Доведiть, що якщо iснує N ∈ N таке, що an ≥ A для всiх n > N , то
limn→∞ an ≥ A.

19. Доведiть, що якщо {an} — це обмежена знизу послiдовнiсть i для кожно-
го k ∈ N iснує натуральне nk > k таке, що ank

≤ A, то limn→∞ an ≤ A.

20. Доведiть, що якщо {an} — це обмежена зверху послiдовнiсть i для ко-
жного k ∈ N iснує натуральне nk > k таке, що ank

≥ A, то limn→∞ an ≥ A.

21. Нехай задано двi обмеженi послiдовностi {an} i {bn} такi, що an ≤ bn для
всiх n ∈ N. Довести, що limn→∞ an ≤ limn→∞ bn.
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22. Нехай послiдовнiсть {an} збiгається до числа a, а послiдовнiсть {bn} є
обмеженою. Доведiть, що

(а) limn→∞(an + bn) = a+ limn→∞ bn;

(б) limn→∞(an + bn) = a+ limn→∞ bn.

23. Доведiть, що для довiльної обмеженої послiдовностi {an} має мiсце не-
рiвнiсть

(а) limn→∞ an ≤ supn∈N an; (б) limn→∞ an ≥ infn∈N an.

Чи обов’язково має мiсце рiвнiсть?

24. Доведiть, що для довiльних обмежених послiдовностей {an} i {bn} має
мiсце нерiвнiсть

(а) limn→∞ an + limn→∞ bn ≤ limn→∞(an + bn);

(б) limn→∞ an + limn→∞ bn ≥ limn→∞(an + bn).

Чи може нерiвнiсть бути строгою?

25. Довести, що такi послiдовностi не мають гранцi:

(а) an = sinn, n ∈ N; (б) an = cosn, n ∈ N; (в) an = tg n, n ∈ N.

4 Границя функцiї

4.1 Ключовi задачi

Задача 14 В термiнах ε-δ записати означення limx→1 f(x) = ∞.

За означенням, для будь-якої бази B i числа або одного з символiв нескiнчен-
ностi A маємо

lim
B

f(x) = A ⇐⇒ ∀U(A)∃B ∈ B : f(B) ⊂ U(A).

В нашому випадку

B = x → 1 = {(1− δ, 1 + δ) \ {1} : δ > 0} = {{x : 0 < |x− 1| < δ}, δ > 0} ,

A = ∞, тому U(A) = U(∞) = (−∞,−ε) ∪ (ε,∞) = {x : |x| > ε}, ε > 0.

lim
x→1

f(x) = ∞ ⇐⇒ ∀ε > 0∃δ > 0 (0 < |x− 1| < δ =⇒ |f(x)| > ε). (7)
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Задача 15 В термiнах ε-δ записати твердження про те, що ∞ не є грани-
цею функцiї f при x → 1.

Враховуючи (7), отримаємо:

!
(
lim
x→1

f(x) = ∞
)

⇐⇒ ! (∀ε > 0∃δ > 0 (0 < |x− 1| < δ =⇒ |f(x)| > ε))

⇐⇒ ∃ε∗ > 0: !(∃δ > 0 (0 < |x− 1| < δ =⇒ |f(x)| > ε∗))

⇐⇒ ∃ε∗ > 0: ∀δ > 0 !(0 < |x− 1| < δ =⇒ |f(x)| > ε∗))

⇐⇒ ∃ε∗ > 0: ∀δ > 0 ∃0 < |x∗ − 1| < δ : !(|f(x∗)| > ε∗)

⇐⇒ ∃ε∗ > 0: ∀δ > 0 ∃x∗ ∈ (1− δ, 1 + δ) \ {1} : |f(x∗)| ≤ ε∗.

Задача 16 Нехай iснує lim
x→0

f(x), а lim
x→0

g(x) не iснує. Що можна сказати про
границю lim

x→0
f(x)g(x)?

Якщо f(x) = 0, а g(x) = sgnx, x ∈ R, то lim
x→0

f(x) = 0, а lim
x→0

g(x) не iснує. При
цьому limx→0 f(x)g(x) iснує i дорiвнює 0.

Якщо f(x) = 1, а g(x) = sgn x, x ∈ R, то lim
x→0

f(x) = 1, а lim
x→0

g(x) не iснує.
При цьому limx→0 f(x)g(x) = limx→0 g(x) не iснує.

Таким чином, при вказаних умовах границя добутку може iснувати, а може
не iснувати.

Задача 17 Обчислити ω(sinx, [−1, 1)).

Функцiя sin є монотонно зростаючою на вiдрiзку
[
−π

2
, π
2

]
, а отже i на множинi

[−1, 1) ⊂
[
−π

2
, π
2

]
. Тому для будь-яких x, y ∈ [−1, 1),

| sinx− sin y| ≤ sin 1− sin(−1) = 2 sin 1.

Звiдси випливає, що

ω(sinx, [−1, 1)) = sup
x,y∈[−1,1)

| sinx− sin y| ≤ 2 sin 1.

З iншого боку, враховуючи неперервнiсть функцiї sin,

| sinx− sin(−x)| = 2| sinx| → 2 sin 1, x → 1.

Тому ω(sinx, [−1, 1)) = 2 sin 1.

Задача 18 Доведiть, що при данiй базi B sinx · o(f) + 5 · o(f) = o(f).
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За означенням iснують нескiнченно малi при базi B функцiї α1 i α2 i елемент
B бази B такi, що для всiх x ∈ B,

sinx·o(f)+5·o(f) = sinx·f(x)·α1(x)+5·f(x)·α2(x) = (α1(x) sinx+5α2(x))f(x).

Залишилось помiтити, що функцiя α1(x) sinx + 5α2(x) є нескiнченно малою
при базi B, оскiльки добуток нескiнченно малої на обмежену i сума двох не-
скiнченно малих є нескiнченно малою функцiєю.

Задача 19 Вiдомо, що для кожного a ∈ R, limn→∞ f(a + n) = 0. Чи слiдує з
цього, що limx→+∞ f(x) = 0?

Нi. Для iррацiонального γ > 0 розглянемо функцiю

f(x) =

{
1, x = nγ, n ∈ N,
0, для iнших x.

Зрозумiло, що limx→+∞ f(x) не iснує. Покажемо, що для такої функцiї вико-
нуються умови задачi. Нехай a ∈ R. З iррацiональностi числа γ слiдує, що не
бiльше нiж один елемент з послiдовностi {a+ n} можна представити у вигля-
дi mγ, m ∈ N, а отже не бiльше нiж один елемент послiдовностi {f(a + n)} є
ненульовим. Тому limn→∞ f(a+ n) = 0.

4.2 Задачi для самостiйного розв’язання

1. В термiнах ε-δ записати означення

(а) lim
t→A

f(t) = C, lim
t→A

f(t) = +∞, lim
t→A

f(t) = −∞, lim
t→A

f(t) = ∞;

(б) lim
t→+∞

f(t) = C, lim
t→+∞

f(t) = +∞, lim
t→+∞

f(t) = −∞, lim
t→+∞

f(t) = ∞;

(в) lim
t→−∞

f(t) = C, lim
t→−∞

f(t) = +∞, lim
t→−∞

f(t) = −∞, lim
t→−∞

f(t) = ∞;

(г) lim
t→∞

f(t) = C, lim
t→∞

f(t) = +∞, lim
t→∞

f(t) = −∞, lim
t→∞

f(t) = ∞.

2. В термiнах ε-δ записати твердження про те, що число C (символи ∞,
−∞, +∞) не є границею функцiї f при

(а) t → A ∈ R;

(б) t → ∞;

(в) t → +∞;

(г) t → −∞;

3. Нехай iснує lim
x→0

f(x), а lim
x→0

g(x) не iснує. Що можна сказати про границю
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(а) lim
x→0

f(x)g(x);

(б) lim
x→0

f(x)g(x), lim
x→0

f(x) ̸= 0;

(в) lim
x→0

(f(x) + g(x));

(г) lim
x→0

(f(x)− g(x));

(д) lim
x→0

f(x)
g(x)

, g(x) ̸= 0∀x;

(е) lim
x→0

g(x)
f(x)

, f(x) ̸= 0∀x;

(ж) lim
x→0

min{f(x), g(x)};

(и) lim
x→0

max{f(x), g(x)}?

4. Нехай границi lim
x→0

f(x) i lim
x→0

g(x) не iснують. Що можна сказати про
границю

(а) lim
x→0

f(x)g(x);

(б) lim
x→0

(f(x) + g(x));

(в) lim
x→0

(f(x)− g(x));

(г) lim
x→0

f(x)
g(x)

, g(x) ̸= 0∀x;

(д) lim
x→0

min{f(x), g(x)};

(е) lim
x→0

max{f(x), g(x)}?

5. Доведiть, що якщо iснують границi lim
x→0

f(x) i lim
x→0

g(x), то

(а) lim
x→0

max{f(x), g(x)} = max
{
lim
x→0

f(x), lim
x→0

g(x)
}
.

(б) lim
x→0

min{f(x), g(x)} = min
{
lim
x→0

f(x), lim
x→0

g(x)
}
.

6. Обчислити

(а) ω(x2, [−1, 2]);

(б) ω(x2, [−1, 2));

(в) ω(sgnx, [−1, 2]);

(г) ω(sgnx, [−1, 2));

(д) ω(sgnx, [−1, 0));

(е) ω(sgnx, [−1, 0]).

7. Обчислити коливання ω(f, E), де E = (−ε, ε) \ {0} або E = (0, ε), ε > 0:

(а) f(x) = sin 1
x
;

(б) f(x) = cos 1
x
;

(в) f(x) = sgn 1
x
;

(г) f(x) = sgn x.

Що можна сказати про границi limx→0 f(x) та limx→+0 f(x)?

8. Доведiть, що при данiй базi B

(а) 2 · o(f) + 3 · o(f) = o(f);

(б) o(f) · o(f) = o(f 2);

(в) o(f) ·O(f) = o(f 2);

(г) O(f) ·O(f) = O(f 2).

9. Нехай f = O(1), а g = o(h) при деякiй базi B. Доведiть, що fg = o(h)
при базi B.
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10. Чи iснує функцiя f : R → R, для якої при всiх α > 0, xα = o(f) при
x → +∞?

11. Чи iснує необмежена функцiя f : R → R, для якої при всiх α > 0, f =
o(xα) при x → +∞?

12. Вiдомо, що при x → +∞

(а) f(x) · sinx = O(1); (б) f(x) · cosx = O(1).

Чи обов’язково f = O(1) при x → +∞?

13. Вiдомо, що f = O(x) при x → ∞. Чи правда, що f = o(x2) при x → ∞?

14. Вiдомо, що f = O(x2) при x → 0. Чи правда, що f = o(x) при x → 0?

15. Вiдомо, що f = o(1) при x → 0. Чи обов’язково при x → 0

(а) f = o(x); (б) f = O(x)?

16. Вiдомо, що кожна з функцiй f, g є необмеженою в довiльному околi +∞.
Чи може fg = O(1) при x → +∞?

17. Вiдомо, що f ∼ g при x → +∞. Що можна сказати про справедливiсть
асимптотичної при x → +∞ рiвностi

(а) f + g = o(1); (б) f − g = o(1)?

18. Нехай задано функцiя f : R → R.

(а) Доведiть, що limx→0 f(x) = A ⇐⇒ limx→0 f(sinx) = A.

(б) Доведiть, що limx→0 f(x) = A =⇒ limx→0 f(|x|) = A.

(в) Чи правильно, що limx→0 f(|x|) = A =⇒ limx→0 f(x) = A?

19. Нехай P (x) — це многочлен з додатнiми коефiцiєнтами. Обчислити

(а) limx→+∞
P (x)
|P (x)| ; (б) limx→−∞

P (x)
|P (x)| ; (в) limx→∞

P (x)
|P (x)| .

20. Покажiть, що з жодної з рiвностей

(а) limx→0(f(x) + f(2x)) = 0; (б) limx→0 f(x) · f(2x) = 0;

не слiдує, що limx→0 f(x) = 0.
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