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Роздiл 1

Неперервнiсть функцiї

1.1 Теоретичнi вiдомостi
Функцiя f : X ⊂ R → R, називається неперервною в точцi a ∈ X,
якщо

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ X(|x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε).

Зазначимо, що на вiдмiну вiд поняття границi функцiї в точцi, в
означеннi неперервностi функцiї вимагається, щоб функцiя f була
визначена у точцi a.

Також вiдмiтимо що у випадку, коли точка a є iзольованою то-
чкою множини X (тобто знайдеться проколотий окiл U ◦(a) точки
a, для якого U ◦(a) ∩X = ∅), будь-яка функцiя f є неперервною в
точцi a. У випадку, коли a є граничною точкою для X, означення
неперервностi можна переписати у еквiвалентнiй формi: функцiя
f є неперервною у точцi a тодi i тiльки тодi, коли

lim
X∋x→a

f(x) = f(a).

Справедливi такi локальнi властивостi неперервних функцiй.

Теорема 1 Нехай функцiя f : X → R є неперервною в точцi a ∈
X. Тодi справедливi такi властивостi.

2



1. Функцiя f є обмеженою в деякому околi точки a.

2. Якщо f(a) ̸= 0, то знайдеться окiл U(a) такий, що f(y) ̸= 0
для всiх y ∈ U(a). При цьому якщо f(a) > 0 (f(a) < 0), то
f(y) > 0 (f(y) < 0) для всiх y ∈ U(a).

Теорема 2 Нехай задано двi функцiї f, g : X → R, якi є неперерв-
ними у точцi a ∈ X. Тодi функцiї f±g, f ·g а також f

g (остання
— при умовi g(a) ̸= 0) є неперервними у точцi a.

Теорема 3 Якщо функцiя g : Y → R неперервна у точцi b ∈ Y ,
а функцiя f : X → R є неперервна у точцi a ∈ X такiй, що
f(a) = b, то функцiя g ◦ f : X → R є неперервною у точцi a.

Якщо f : X ⊂ R → R є неперервною у кожнiй точцi множини X,
то кажуть, що вона є неперервною на X. Множину неперервних на
множинi X функцiй позначають C(X).

Справедливi такi глобальнi властивостi неперервних функцiй.

Теорема 4 (Больцано, Кошi) Неперервна на вiдрiзку функцiя,
яка приймає на його кiнцях значень рiзних знакiв, має нуль на
цьому вiдрiзку.

Теорема 5 (Веєрштрасс) Неперервна функцiя f : [a, b] → R є
обмеженою на вiдрiзку [a, b]. Крiм того, функцiя f набуває сво-
го найбiльшого i найменшого значення на вiдрiзку [a, b], тобто
iснують такi точки m,M ∈ [a, b], що для кожного x ∈ [a, b] ви-
конується нерiвнiсть f(m) ≤ f(x) ≤ f(M).

Теорема 6 (Теорема про обернену функцiю) Строго спадна
(зростаюча) функцiя f : X ⊂ R → R має обернену функцiю

f−1 : Y := f(X) → R,

яка є строго спадною (вiдповiдно строго зростаючою) на Y . Якщо,
крiм того, X є вiдрiзком [a, b], а f — неперервна на ньому, то
множина Y є вiдрiзком з кiнцями f(a) i f(b), а функцiя f−1 є
неперервною на ньому.
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Функцiю f : X → R будемо називати рiвномiрно неперервною на
множинi X ⊂ R, якщо

∀ε > 0∃δ > 0: (x, y ∈ X, |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε).

Якщо у термiнах ε—δ записати означення неперервностi функцiї
на множинi X:

∀x ∈ X∀ε > 0∃δ > 0: (y ∈ X, |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε),

то можна побачити вiдмiннiсть мiж поняттями неперервностi i рiв-
номiрної неперервностi на множинi. А саме, у означеннi неперерв-
ностi функцiї на множинi число δ може залежати як вiд точки x,
так i вiд ε, а у означеннi рiвномiрної неперервностi δ може залежа-
ти тiльки вiд ε. З цього, зокрема, випливає, що кожна рiвномiрно
неперервна на X функцiя є неперервною на множинi X. Можна по-
казати, що функцiї f : (0, 1] → R, f(x) = 1

x , та g : R → R, g(x) = x2

є неперервними, але не є рiвномiрно неперервними у своїх областях
визначення; тобто, взагалi кажучи, з неперервностi не випливає
рiвномiрна неперервнiсть. Але, якщо областю визначення функцiї
є вiдрiзок, то справедлива така теорема.

Теорема 7 (Кантор) Функцiя, що є неперервною на вiдрiзку, є
рiвномiрно неперервною на цьому вiдрiзку.

1.2 Ключовi задачi
Задача 1 Знайти усi точки неперервностi функцiї

f(x) =

{
0, x ∈ Q
sin |x|, x ∈ R \Q.

Покажемо, що функцiя f є неперервною у всiх точках вигляду πk,
k ∈ Z i є розривною у всiх iнших точках.

Нехай спочатку x ̸= πk, k ∈ Z. Тодi sin |x| ≠ 0. Нехай {xn}
— це послiдовнiсть рацiональних чисел таких, що xn ̸= x для всiх
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n ∈ N i limn→∞ xn = x. Тодi f(xn) = 0 для всiх n ∈ N, а отже
limn→∞ f(xn) = 0.

Нехай тепер yn — це послiдовнiсть iррацiональних чисел таких,
що yn ̸= x для всiх n ∈ N i limn→∞ yn = x. Тодi f(yn) = sin |yn| для
всiх n ∈ N. З неперервностi функцiї sin отримуємо limn→∞ f(yn) =
sin |x| ≠ 0.

Таким чином, згiдно з означенням за Гейне границi функцiї,
limy→x f(y) не iснує, а отже функцiя f не є неперервною у точцi x.

Нехай тепер x = πk, k ∈ Z. Тодi f(x) = 0. Функцiя y 7→ sin |y|
є неперервною на R як композицiя двох неперервних функцiй y 7→
sin y i y 7→ |y|. Тому для будь-якого ε > 0 знайдеться δ > 0 таке,
що |y − x| < δ =⇒ | sin |y| − sin |x|| = |sin |y|| < ε. Тодi як тiльки
|y − x| < δ, то |f(x) − f(y)| = |f(y)| ≤ | sin |y|| < ε. З означення
границi функцiї за Кошi отримуємо, що limy→x f(y) = 0 = f(x), а
отже функцiя f є неперервною у точцi x.

Задача 2 Доведiть, що для неперервної спадної функцiї f : R →
R i обмеженої послiдовностi {xn} справедлива рiвнiсть

lim
n→∞

f(xn) = f

(
lim
n→∞

xn

)
.

Нехай limn→∞ xn = a. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть {xnk
} послiдов-

ностi {xn} для якої limk→∞ xnk
= a. З неперервностi функцiї f

отримуємо, що limk→∞ f(xnk
) = f(a), а тому

lim
n→∞

f(xn) ≥ lim
k→∞

f(xnk
) = f(a) = f

(
lim
n→∞

xn

)
. (1.1)

З iншого боку, зафiксуємо довiльне ε > 0 i в силу неперервностi
f в точцi a виберемо δ > 0 таке, що |x−a| ≤ δ =⇒ |f(x)−f(a)| <
ε. Нехай також {xnk

} — це довiльна збiжна пiдпослiдовнiсть послi-
довностi {xn}. Тодi limk→∞ xnk

≥ a, а тому починаючи з деякого
номера маємо xnk

> a−δ. Беручи до уваги монотоннiсть функцiї f ,
отримаємо, що для всiх достатньо великих k, f(xnk

) ≤ f(a− δ) <
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f(a)+ε. Тому limk→∞ f(xnk
) ≤ f(a)+ε. З довiльностi пiдпослiдов-

ностi {xnk
} звiдси випливає, що lim

n→∞
f(xn) ≤ f(a) + ε, а з довiль-

ностi ε в свою чергу випливає нерiвнiсть lim
n→∞

f(xn) ≤ f(a). З цiєї
нерiвностi i (1.1) отримуємо необхiдне.

Задача 3 Доведiть, що кожна неперервна перiодична функцiя
f : R → R досягає свого максимального i мiнiмального значення.

Нехай функцiя f має перiод T > 0. З неперервностi функцiї f на
вiдрiзку [0, T ] випливає iснування M := maxx∈[0,T ] f(x) i точки ξ ∈
[0, T ] для якої f(ξ) = M . З перiодичностi функцiї f маємо, що для
кожного числа y ∈ R iснує число x ∈ [0, T ] таке, що f(x) = f(y).
Тому f(y) ≤ f(ξ), а отже f(ξ) = maxx∈R f(x).

Iснування minx∈R f(x) доводиться аналогiчно.

Задача 4 Доведiть, що сума двох рiвномiрно неперервних на iн-
тервалi (0, 1) функцiї є рiвномiрно неперервною на (a, b).

Нехай функцiї f i g є рiвномiрно неперервними на (0, 1). Тодi для
кожного ε > 0 iснують δ1, δ2 > 0 такi, що для точок x, y ∈ (0, 1)
справедливi iмплiкацiї |x−y| < δ1 =⇒ |f(x)−f(y)| < ε

2 i |x−y| <
δ2 =⇒ |g(x) − g(y)| < ε

2 . Покладемо δ = min{δ1, δ2} > 0. Якщо
|x− y| < δ, то

|(f(x) + g(x))− (f(y) + g(y))| ≤ |f(x)− f(y)|+ |g(x)− g(y)| <

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

Звiдси випливає рiвномiрна неперервнiсть функцiї f + g.

Задача 5 Про функцiю f ∈ C[0, 2] вiдомо, що f(0) = f(2). Дове-
дiть, що iснують x, y ∈ [0, 2] такi, що f(x) = f(y) i x− y = 1.

Розглянемо функцiю g : [0, 1] → R, g(x) = f(x + 1) − f(x). Тодi
g(0) = f(1) − f(0), g(1) = f(2) − f(1) = f(0) − f(1) = −g(0). З
неперервностi f випливає неперервнiсть функцiї g, а з того факту,
що g(0) = −g(1) i теореми Больцано – Кошi випливає iснування
ξ ∈ [0, 1] такого, що g(ξ) = 0. Тодi y = ξ i x = ξ + 1 є шуканими.
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1.3 Задачi для самостiйного розв’язання
1. Знайти усi точки неперервностi функцiї

f(x) =

{
0, x ∈ Q
x2 − 1, x ∈ R \Q.

2. Доведiть, що якщо функцiя f є неперервною, то i функцiя
|f | є також неперервною.

3. Чи обов’язково з неперервностi функцiї |f | випливає непе-
рервнiсть функцiї f?

4. Доведiть, що кожна неперервна перiодична функцiя f : R →
R є обмеженою.

5. Наведiть приклад обмеженої функцiї f : [0, 1] → R, яка не
має анi найбiльшого, анi найменшого значення.

6. Доведiть, що функцiя f : [0, 1] → R

f(x) =

{
1− 1

n , x = m
n ,m, n ∈ N — взаємно простi,m ≤ n

0, x ∈ R \Q.

не набуває найбiльшого значення на жодному вiдрiзку [a, b] ⊂
[0, 1].

7. Чи iснує неперервна необмежена функцiя?

8. Чи може неперервна функцiя не набувати максимального (мi-
нiмального) значення?

9. Наведiть приклад неперервної функцiї f для якої f(0) = −1,
f(1) = 1, i при цьому не iснує ξ ∈ (0, 1) такого, що f(ξ) = 0.

10. Вiдомо, що g, h ∈ C[a, b]. Доведiть, що функцiя f : [a, b] → R,

7



(а) f(x) = max{g(x), h(x)}; (б) f(x) = min{g(x), h(x)},

теж неперервна на [a, b].

11. Нехай f, g, h ∈ C[a, b] i для кожного x ∈ [a, b] позначимо
через φ(x) те з чисел f(x), g(x) i h(x), яке лежить посерединi.
Доведiть, що функцiя φ є неперервною на [a, b].

12. Нехай f ∈ C[a, b] i m(x) = inft∈[a,x] f(t), M(x) = supt∈[a,x] f(t),
x ∈ [a, b]. Доведiть, що m,M ∈ C[a, b].

13. Вiдомо, що функцiя f є неперервною на [0,∞) i iснує скiнчен-
на границя limx→+∞ f(x). Доведiть, що f обмежена на [0,∞).

14. Наведiть приклад неперервної на R функцiї φ i обмеженої
послiдовностi {αn} такої, що

(а) lim
n→∞

φ(αn) ̸= φ

(
lim
n→∞

αn

)
;

(б) lim
n→∞

φ(αn) ̸= φ
(
lim
n→∞

αn

)
.

15. Доведiть, що для неперервної зростаючої функцiї φ : R → R
i обмеженої послiдовностi {xn}

(а) lim
n→∞

φ(xn) = φ

(
lim
n→∞

xn

)
;

(б) lim
n→∞

φ(xn) = φ
(
lim
n→∞

xn

)
.

16. Доведiть, що для неперервної спадної функцiї φ : R → R i
обмеженої послiдовностi {αn}

lim
n→∞

φ(αn) = φ
(
lim
n→∞

αn

)
.
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17. Доведiть, що функцiя Дiрiхле

D(x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q
(1.2)

є перiодичною, але не має найменшого перiоду.

18. Доведiть, що для функцiї

f(φ) =

{
sin 1

φ , φ ∈ (0, 1]

0, φ = 0

справедливе таке твердження: для всiх 0 ≤ a < b ≤ 1, iснує
c ∈ [a, b] таке, що значення f(c) лежить мiж значеннями f(a)
i f(b).

19. Доведiть, що кожна неперервна функцiя f : [0, 1] → [0, 1] має
нерухому точку, тобто таку точку x ∈ [0, 1], що f(x) = x.

20. Припустимо, що f, g ∈ C[a, b], f(a) < g(a) i f(b) > g(b).
Доведiть, що функцiя f(x) − g(x) має хоча б один нуль на
вiдрiзку [a, b].

21. Доведiть, що для рiвномiрно неперервної на (0, 1] функцiї f
iснує скiнченна границя limx→+0 f(x).

22. Доведiть, що якщо функцiя f є рiвномiрно неперервною на
(0, 1), то вона є обмеженою на (0, 1).

23. Нехай f, g : (0, 1) → R — це двi рiвномiрно неперервнi фун-
кцiї. Довести, що f · g є рiвномiрно неперервною на (0, 1).

24. Наведiть приклад двох рiвномiрно неперервних на (0,∞) фун-
кцiй, добуток яких не є рiвномiрно неперервною функцiєю.

25. Нехай f : A → R, A ⊂ R, є рiвномiрно неперервною на A i
{xn} ⊂ A — це фундаментальна послiдовнiсть. Доведiть, що
{f(xn)} є також фундаментальною послiдовнiстю.
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26. Вiдомо, що функцiя f : [1,∞) → R є рiвномiрно неперервною
на [1,∞) i f(1) = 0. Доведiть, що iснує число M > 0 таке,
що |f(x)|

x ≤ M для всiх x ≥ 1.
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Роздiл 2

Похiдна функцiї

2.1 Теоретичнi вiдомостi
Функцiя f : E → R називається диференцiйовною у точцi x ∈ E
(що є граничною для множини E), якщо

f(x+ h)− f(x) = A · h+ α(x, h), x+ h ∈ E (2.1)

де A = A(x) — деяке число, а α(x, h) — деяка функцiя, для якої
limh→0 α(x, h) = 0. Диференцiалом диференцiйовної функцiї f в
точцi f називається лiнiйна функцiя h 7→ A ·h; диференцiал зазви-
чай позначають через df або df(x).

Можна показати, що функцiя f є диференцiйовною у точцi x
тодi i тiльки тодi, коли iснує границя

f ′(x) = lim
t→0

f(x+ t)− f(x)

t
,

яка називається похiдною функцiї f у точцi x. Вiдмiтимо, що при
виконання умови (2.1) число A визначається однозначно, i при цьо-
му виконується рiвнiсть A = f ′(x).

Крiм того, можна довести, що кожна диференцiйовна в точцi
функцiя є неперервною в цiй точцi. З неперервностi, взагалi кажу-
чи, диференцiйовнiсть не випливає.

Справедливi такi локальнi властивостi диференцiйовних фун-
кцiй.
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Теорема 8 Якщо функцiї f, g : X → R є диференцiйовними у то-
чцi x ∈ X, то функцiї f + g, f · g i f

g (остання — у випадку, якщо
g(x) ̸= 0) є диференцiйовними в x i

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x),

(f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x),(
f

g

)′
(x) =

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
g2(x)

,

Аналогiчнi рiвностi справедливi для диференцiалiв.

Теорема 9 Припустимо f : X → Y ⊂ R є диференцiйовною у
точцi x ∈ X, а функцiя g : Y → R є диференцiйовною у точцi
y = f(x). Тодi композицiя g ◦ f : X → R є диференцiйовною у
точцi x i справедливi рiвностi

d(g ◦ f)(x) = dg(y) ◦ df(x),

(g ◦ f)′(x) = g′(y) · f(x).

Теорема 10 Нехай функцiї f : X → Y i f−1 : Y → X є взаємно
оберненими i неперервними у точках x ∈ X i y = f(x) ∈ Y вiдпо-
вiдно. Якщо функцiя f є диференцiйовною у точцi x i f ′(x) ̸= 0,
то функцiя f−1 диференцiйовна в точцi y i(

f−1
)′
(y) =

1

f ′(x)
, а також df−1(y) = (df(x))−1.

Функцiя f називається диференцiйовною на множинi X, якщо
f є диференцiйовною у кожнiй точцi x ∈ X. Справедливi такi гло-
бальнi властивостi диференцiйовних функцiй.

Теорема 11 (Ролль) Якщо f ∈ C[a, b] i, крiм того, f є диферен-
цiйовною на iнтервалi (a, b), причому f(a) = f(b), то iснує точка
ξ ∈ (a, b) така, що f ′(ξ) = 0.
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Теорема 12 (Лагранж) Якщо функцiя f ∈ C[a, b] є диференцi-
йовною на iнтервалi (a, b), то знайдеться така точка ξ ∈ (a, b),
що f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

Наступне твердження дає зв’язок мiж монотоннiстю функцiї i зна-
ком її похiдної.

Теорема 13 Нехай задано диференцiйовну на (α, β) функцiю f .
Тодi

f ′ > 0 =⇒ f зростаюча на (α, β) =⇒ f ′ ≥ 0;

f ′ ≥ 0 =⇒ f неспадна на (α, β) =⇒ f ′ ≥ 0;

f ′ = 0 =⇒ f ≡ const =⇒ f ′ = 0;

f ′ < 0 =⇒ f спадна на (α, β) =⇒ f ′ ≤ 0;

f ′ ≤ 0 =⇒ f незростаюча на (α, β) =⇒ f ′ ≤ 0.

Точка ξ ∈ E ⊂ R називається точкою локального максимуму
(мiнiмуму), а значення у нiй — локальним максимумом (мiнiму-
мом) функцiї f : E → R, якщо iснує окiл UE(ξ) точки ξ у множинi
E такий, що ∀x ∈ UE(ξ) маємо f(ξ) ≥ f(x) (вiдп. f(ξ) ≤ f(x)).
Точки локального максимуму i точки локального мiнiмуму також
називають точками локального екстремуму. Точку ξ називають
точкою внутрiшнього екстремуму, якщо вона є точкою екстрему-
му i є граничною для обох множин E ∩ (−∞, ξ) та E ∩ (ξ,+∞).

Теорема 14 (Ферма) Якщо ξ є точкою внутрiшнього локаль-
ного екстремуму функцiї f : E → R, i функцiя f диференцiйовна
у точцi ξ, то f ′(ξ) = 0.

Теорема 15 (достатня умова екстремуму) Нехай у деякому
околi U(ξ) точки ξ задано функцiю f : U(ξ) → R, що неперервна у
точцi ξ i диференцiйовна у проколотому околi U ◦(ξ). Нехай U ◦

− =
U ◦ ∩ (−∞, ξ) i U ◦

+ = U ◦ ∩ (ξ,∞). Справедливi такi твердження:

1. Якщо y ∈ U ◦
− =⇒ f ′(y) < 0 i y ∈ U ◦

+ =⇒ f ′(y) < 0, то ξ
не є точкою локального екстремуму функцiї f ;
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2. Якщо y ∈ U ◦
− =⇒ f ′(y) < 0 i y ∈ U ◦

+ =⇒ f ′(y) > 0, то ξ є
точкою локального мiнiмуму функцiї f ;

3. Якщо y ∈ U ◦
− =⇒ f ′(y) > 0 i y ∈ U ◦

+ =⇒ f ′(y) < 0, то ξ є
точкою локального максимуму функцiї f ;

4. Якщо y ∈ U ◦
− =⇒ f ′(y) > 0 i y ∈ U ◦

+ =⇒ f ′(y) > 0, то ξ
не є точкою локального екстремуму функцiї f ;

2.2 Ключовi задачi
Задача 6 Нехай f i g — неперервнi функцiї, якi не є диференцi-
йовними у точцi 0. Чи можна щось сказати про iснування похi-
дної (f + g)′(0)?

Якщо f(x) = g(x) = |x|, то функцiї f , g i f + g є недиференцiйов-
ними у точцi нуль. Якщо ж f(x) = |x|, g(x) = −|x|, то функцiї f
i g є недиференцiйовними у точцi 0, а функцiя f + g ≡ 0 є дифе-
ренцiйовною в точцi 0. Таким чином при заданих умовах функцiя
f + g може бути як диференцiйовною, так i недиференцiйовною у
точцi 0.

Задача 7 Довести, що похiдна диференцiйовної парної функцiї
φ : R → R є непарною функцiєю.

Для довiльного ξ ∈ R

φ′(−ξ) = lim
h→0

φ(−ξ + h)− φ(−ξ)

h
= lim

h→0

φ(ξ − h)− φ(ξ)

h

= − lim
h→0

φ(ξ − h)− φ(ξ)

−h
= −φ′(ξ),

отже функцiя φ′ є непарною.

Задача 8 Про неперервнi функцiї f та g вiдомо, що функцiя f
є недиференцiйовною в точцi g(0), а функцiя g є недиференцiйов-
ною в точцi 0. Чи можна щось сказати про диференцiйовнiсть
функцiї f ◦ g в точцi 0?
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Якщо f(x) = g(x) = |x|, то f ◦ g = |x|, i отже всi три функцiї f, g
i f ◦ g є недиференцiйовними у точцi 0.

Якщо f(x) = max{0,−x}, g(x) = |x|, то f ◦ g ≡ 0 є диференцi-
йовною функцiєю.

Таким чином в умовах задачi композицiя функцiй може бути
як диференцiйовною, так i недиференцiйовною в точцi 0.

Задача 9 Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю

f(x) = | sinx|.

Якщо x ̸= πk, k ∈ Z, то iснує окiл U(x) точки x, в якому f(y) =
sin y для всiх y ∈ U(x), або в якому f(y) = − sin y для всiх y ∈
U(x). Тодi f є диференцiйовною в точцi x (i f ′(x) = cos x у першому
випадку i f ′(x) = − cosx у другому).

Покажемо, що f(x) не є диференцiйовною у точках x = πk, k ∈
Z. Нехай для визначеностi k — парне. Тодi f(x) = 0, f(y) = − sin y
при y ∈ (πk − π, πk) i f(y) = sin y при y ∈ (πk, πk + π). Маємо

f ′(x− 0) = (− sin y)′|y=x = −1, f ′(x+ 0) = (sin y)′|y=x = 1,

а отже не iснує похiдної f ′(x).

Задача 10 Вiдомо, що функцiя φ є диференцiйовною в точцi a i
φ(a) > 0. Обчислити

lim
n→∞

(
φ
(
a+ 1

n

)
φ(a)

) 1
n

.

Оскiльки функцiя φ є диференцiйовною у точцi a, то вона є не-
перервною в точцi a, а тому limn→∞

φ(a+ 1
n)

φ(a) = 1. Використовуючи
другу визначну границю i теорему про границю композицiї фун-
кцiй отримаємо
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lim
n→∞

(
φ
(
a+ 1

n

)
φ(a)

) 1
n

= lim
n→∞

(
1 +

φ
(
a+ 1

n

)
− φ(a)

φ(a)

) 1
n

= lim
n→∞

(
1 +

φ
(
a+ 1

n

)
− φ(a)

φ(a)

) φ(a)

φ(a+ 1
n )−φ(a)

·φ(a+
1
n )−φ(a)

nφ(a)

= elimn→∞
φ(a+ 1

n )−φ(a)

nφ(a) = e
φ′(a)
φ(a)

Задача 11 Вважаючи число π вiдомим з необхiдною точнiстю,
обчислити число cos 1◦ з точнiстю 10−4.

Розглянемо многочлен Тейлора Pm для функцiї cosx в околi точки
0 порядку m i виберемо m таким, що для α = π

180 виконувалась
нерiвнiсть | cosα−Pm(α)| < 10−4. Для цього запишемо залишковий
член у формi Лагранжа (ξ ∈ (0, α)):

|rm(α)| =
∣∣∣∣(cosx)(m+1)|x=ξ

(m+ 1)!
αm+1

∣∣∣∣
≤
( π

180

)m+1 1

(m+ 1)!
≤ 1

(m+ 1)! · 45m+1
.

Легко бачити, що при m = 2 права частина цiєї нерiвностi менша
за 10−4, а тому достатньо обчислити многочлен P2(x) = 1 − x2

2 в
точцi x = π

180 .

2.3 Задачi для самостiйного розв’язання
1. Нехай f i g — неперервнi функцiї такi, що iснує f ′(0), а g′(0)

не iснує. Чи можна щось сказати про iснування похiдної h′(0),
якщо

(а) h = f · g;
(б) h = f ·g, причому f ′(0) ̸=

0;

(в) h = f + g;

(г) h = f − g;

16



(д) h = max{f, g}; (е) h = min{f, g}.

2. Нехай f i g — неперервнi функцiї, якi не є диференцiйовними
у точцi 0. Чи можна щось сказати про iснування похiдної
h′(0), якщо

(а) h = f · g;
(б) h = f − g;

(в) h = max{f, g};
(г) h = min{f, g}.

3. Чи можна щось сказати про диференцiйовнiсть композицiї
f ◦ g в точцi 0, якщо f i g — неперервнi функцiї такi, що

(а) функцiя f є недиференцiйовною в точцi g(0), а функцiя
g є диференцiйовною в точцi 0;

(б) функцiя f є диференцiйовною в точцi g(0), а функцiя g
є недиференцiйовною в точцi 0;

4. Доведiть, що похiдна диференцiйовної перiодичної функцiї
f : R → R є перiодичною функцiєю.

5. Доведiть, що похiдна кожної диференцiйовної непарної фун-
кцiї f : R → R є функцiєю парною.

6. Доведiть, що функцiя f(x) = x2D(x), де D — функцiя Дi-
рiхле, є диференцiйовною рiвно в однiй точцi. Побудувати
функцiю, яка є диференцiйовною рiвно в двох точках.

7. Побудувати неперервну функцiю, яка має похiдну в усiх то-
чках, окрiм

(а) однiєї; (б) двох; (в) n ∈ N.

8. Вiдомо, що функцiя f є диференцiйовною в усiх точках, окрiм
x i y, x ̸= y. Обчислити суму x+ y, якщо функцiя f є
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(а) парною; (б) непарною.

9. Вiдомо, що функцiя f є диференцiйовною всюди, окрiм трьох
рiзних точок x, y i z. Обчислити суму x+y+z, якщо функцiя
f є

(а) парною; (б) непарною.

10. Вiдомо, що функцiя g є неперервною в точцi a. Для фун-
кцiї f(x) = (x− a)g довести iснування i обчислити значення
похiдної f ′(a).

11. Вiдомо, що функцiя g є неперервною в точцi a i g(a) ̸= 0.
Довести, що функцiя f(x) = |x−a|g(x) не є диференцiйовною
в точцi a.

12. Обчислити похiдну функцiї y(x) безпосередньо, а також вво-
дячи допомiжну змiнну u = u(x):

(а) y = ln
(
sin2 x+

√
1 + sin4 x

)
, u(x) = sin2 x;

(б) y = (arccos x)2
(
ln2(arccosx)− ln(arccosx) + 1

2

)
, u(x) =

arccosx;

(в) y = ax

1+a2x −
1−a2x

1+a2x arcctg a
−x, u(x) = ax.

13. Знайти похiдну функцiї

(а) |t| · sin t;

(б) |x2(x− 3)3|;

(в) arcsin 1
|t| ;

(г) cos |t|.

14. Знайти φ′ (0), якщо φ (t) = t · (t+ 1) · (t+ 2) · . . . · (t+ 2024) .

15. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю

(а)

{
(t+ 1)(t− 1)2, |t| ≤ 1;

|t| − 1, |t| > 1.
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(б) |1 + cos x|;
(в) |4x2 − π2| cos2 x;

16. За означенням знайти φ′(0), якшо

(а) φ(t) =

{
sin
(
t sin 3

t

)
, t ̸= 0;

0, t = 0.

(б) φ(t) =

{√
1 + ln

(
1 + t2 sin 1

t

)
− 1, t ̸= 0;

0, t = 0.

(в) φ(t) =

{
t2 cos 4

3t +
t2

2 , t ̸= 0;

0, t = 0.

(г) φ(t) =

{
sin
(
et

2 sin 5
t − 1

)
+ t, t ̸= 0;

0, t = 0.

17. Знайти значення чисел α, β, γ i δ, для яких функцiя φ є ди-
ференцiйовною

(а) φ(t) =


αt+ β, t ≤ 0,

t2 + 2t+ 4, 0 < t < 1,

γt+ δ, t ≥ 1.

(б) φ(t) =


αt+ β, t ≤ 0,

γt2 + δt, 0 < t ≤ 1,

1− 1
t , t > 1.

(в) φ(t) =


αt+ β, t ≤ 1,

αt2 + γ, 1 < t ≤ 2,
δt2+1

t , t > 2.

18. Вiдомо, що функцiя f диференцiйовна в точцi t. Знайти

lim
n→∞

n

(
f

(
t+

1

n

)
− f(t)

)
.
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Чи обов’язково з iснування попередньої границi слiдує дифе-
ренцiйовнiсть функцiї f?

19. Довести, що функцiя

φ (t) =

{
t sin

(
1
t

)
, t ̸= 0,

0, t = 0

не є диференцiйовною в точцi 0.

20. Довести, що похiдна функцiї

φ (t) =

{
t2 sin

(
1
t

)
, t ̸= 0,

0, t = 0

iснує в кожнiй точцi i є розривною в точцi 0.

21. Доведiть, що функцiя f : (0, 2) → R,

f(x) =

{
x2, x ∈ Q ∩ (0, 2),

2x− 1, x ∈ (0, 2) \Q

є диференцiйовною тiльки у точцi x = 1, f ′(1) ̸= 0. Чи є
обернена функцiя диференцiйовною у точцi y = 1 = f(1)?

22. Доведiть, що з iснування скiнченних одностороннiх похiдних
f ′(x+0) i f ′(x− 0) випливає неперервнiсть функцiї f в точцi
x.

23. Вiдомо, що функцiя f є диференцiйовною в точцi b. Знайти

(а) limt→b
tf(b)−bf(t)

t−b ;

(б) limt→0
etf(t)−f(0)

f(t) cos t−f(0) , якщо f ′(0) ̸= 0;

(в) limt→b
bnf(t)−tnf(b)

t−b , n ∈ N.
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24. Вiдомо, що функцiї f i g є диференцiйовними в точцi b. Зна-
йти

lim
x→b

g(b)f(x)− g(x)f(b)

x− b
.

25. Довести, що для всiх m ≥ 1

(а) (
et sin t

)(m)
= 2

m
2 et sin

(
t+

mπ

4

)
, t ∈ R.

(б)

(tm ln t)(m) = m!

(
ln t+ 1 +

1

2
+ . . .+

1

m

)
, t > 0.

(в) (
ln t

t

)(m)

= (−1)mm!t−m−1

(
ln t− 1− 1

2
− . . .− 1

m

)
, t > 0.

(г) (
tm−1e

1
x

)(m)

= (−1)m
e

1
x

tm+1
, t ̸= 0.

26. Вiдомо, що функцiя φ є диференцiйовною в точцi b i φ(b) > 0.
Обчислити

lim
x→b

(
φ (x)

φ(b)

) 1
ln x−ln b

.

27. Чи справедливий висновок теореми Роля для функцiї f(x) =
1− |x| 23 на вiдрiзку [−1, 1]. Чому?

28. Нехай функцiя f : [0, 1] → R має неперервну на [0, 1] похiдну
порядку n i для деяких точок 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn ≤ 1
мають мiсце рiвностi f(t0) = f(t1) = . . . = f(tn). Доведiть,
що на iнтервалi (0, 1) рiвняння f (n)(t) = 0 має принаймнi
один розв’язок.

21



29. Чи справедливий висновок теореми Кошi для функцiї f(x) =
x2 i g(x) = x3 на вiдрiзку [−1, 1]. Чому?

30. Довести, що якщо функцiя f : (0, 1) → R диференцiйовна i
необмежена на (0, 1), то f ′ також необмежена на (0, 1).

31. Вiдомо, що функцiя f : (0, 1) → R диференцiйовна i обмеже-
на на (0, 1). Чи обов’язково f ′ є обмеженою на (0, 1)?

32. Довести, що якщо функцiя f : (0, 1) → R диференцiйовна на
(0, 1), a f ′ є обмеженою на (0, 1), то f є рiвномiрно неперерв-
ною на (0, 1).

33. Чи можна нерiвностi диференцiювати почленно? Тобто чи
слiдує з нерiвностi f(x) ≤ g(x) для всiх x ∈ (0, 1) нерiвнiсть
f ′(x) ≤ g′(x) (де f, g : (0, 1) → R — деякi диференцiйовнi
функцiї)?

34. Чи обов’язково похiдна монотонної диференцiйовної функцiї
є монотонною?

35. Нехай функцiї f та φ є диференцiйовними, φ′(x) > 0, i таки-
ми, що |f ′(x)| ≤ φ′(x) для всiх x. Доведiть, що для всiх x < y
має мiсце нерiвнiсть

|f(y)− f(x)| ≤ φ(y)− φ(x).

36. Вiдомо, що f : [0,∞) → R є диференцiйовною функцiєю, для
деякого c > 0 має мiсце нерiвнiсть f ′(x) > c для всiх x >
0, i f(0) < 0. Покажiть, що функцiя f має єдиний нуль на
iнтервалi

(
0,−f(0)

c

)
.

37. Довести тотожнiсть

(а) 2 arctg t+ arcsin 2t
1+t2 = π, t ≥ 1.

(б) 2 arctg t+ arcsin 2t
1+t2 = −π, t ≤ −1.
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(в) 3 arccos t− arccos(3t− 4t3) = π, |t| ≤ 1
2 .

38. Обчислити число x з точнiстю 10−8:

(а) x = e; (б) x = e2; (в) x = sin 1◦.
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Роздiл 3

Iнтеграл функцiї

3.1 Теоретичнi вiдомостi
Розбиттям P вiдрiзка [a, b], a < b називається система точок
a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Параметром λ(P ) розбиття P назива-
ється величина maxi=1,...,n xi−xi−1. Якщо для кожного i = 1, . . . , n
на вiдрiзку [xi, xi+1] обрано точку ξi, ξ = (ξ1, . . . , xn), то кажуть,
що задано розбиття (P, ξ) з обраними точками. У множинi роз-
биттiв з обраними точками розглянемо базу B = {Bd, d > 0}, де Bd

складається з усiх розбиттiв з обраними точками (P, ξ) для яких
λ(P ) < d. Так визначену базу B зручно позначати λ(P ) → 0.

Для кожного розбиття з обраними точками (P, ξ) i функцiї
f : [a, b] → R розглянемо величину

σ(f ;P, ξ) :=
n∑

i=1

f(ξi)(xi+1 − xi),

яка називається iнтегральною сумою Рiмана функцiї f по розбит-
тю з обраними точками (P, ξ). Функцiю f називають iнтегровною
на вiдрiзку [a, b] (i записують f ∈ R[a, b]), якщо iснує границя

lim
λ(P )→0

σ(f ;P, ξ) =:

∫ b

a

f(x)dx,

яку (якщо вона iснує) називають iнтегралом функцiї f по [a, b].
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Теорема 16 (Необхiдна умова iнтегровностi) З f ∈ R[a, b]
випливає обмеженiсть функцiї f на вiдрiзку [a, b].

Можна довести, що кожна неперервна на [a, b] (бiльш загально, ко-
жна обмежена на [a, b] функцiя, що має скiнченну кiлькiсть точок
розриву), а також кожна монотонна на [a, b] функцiя є iнтегровною
на [a, b].

Теорема 17 Якщо f, g ∈ R[a, b] i α ∈ R, то f + g, f · g, α · f, |f | ∈
R[a, b]; якщо [c, d] ⊂ [a, b], то звуження f |[c,d] функцiй f на вiдрi-
зок [c, d] є iнтегровним на [c, d]. Крiм того, для будь яких α, β ∈ R∫ b

a

(α · f + β · g)(x)dx = α ·
∫ b

a

f(x)dx+ β ·
∫ b

a

g(x)dx.

Прикладом неiнтегровної на жодному вiдрiзку функцiї є функцiя
Дiрiхле (1.2). Справедливi такi властивостi iнтеграла:

1. Якщо a ≤ ξ ≤ b i f iнтегровна на [a, b]∫ b

a

f(t)dt =

∫ ξ

a

f(t)dt+

∫ b

ξ

f(x)dt;

2. Якщо f iнтегровна на [a, b], то∣∣∣∣∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)|dt;

3. Якщо функцiї f та g iнтегровнi на [a, b] i f(t) ≤ g(t) для всiх
t ∈ [a, b], то ∫ b

a

f(t)dt ≤
∫ b

a

g(t)dt.

Теорема 18 Нехай f ∈ R[a, b] i F : [a, b] → R, F (x) =
∫ x

a f(s)ds.
Тодi в кожнiй точцi y ∈ [a, b] неперервностi функцiї f , функцiя
F є диференцiйовною i F ′(y) = f(y). Зокрема, кожна неперервна
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на [a, b] функцiя має первiсну, i справедлива формула Ньютона–
Лейбнiца: якщо f ∈ C[a, b], то для довiльної первiсної F функцiї
f має мiсце ∫ b

a

f(t)dt = F|ba =: F(b)−F(a).

Теорема 19 (Iнтегрування за частинами) Якщо функцiї f, g
є неперервно диференцiйовними на вiдрiзку [a, b], то∫ b

a

(f · g′)(t)dt = (f · g)(t)|ba −
∫ b

a

(f ′ · g)(t)dt.

Теорема 20 (Замiна змiнних в iнтегралi) Нехай g : [α, β] →
[a, b] — це неперервно диференцiйовне, строго монотонне вiдобра-
ження таке, що g(α) = a, g(β) = b. Тодi для будь-якої f ∈ R[a, b],
(f ◦ g) · g′ ∈ R[α, β] i виконується рiвнiсть∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(g(t)) · g′(t)dt.

3.2 Ключовi задачi
Задача 12 Доведiть, що якщо функцiя f неперервна невiд’ємна
на вiдрiзку [a, b], i при цьому f(ξ) > 0 для деякого ξ ∈ [a, b], то

b∫
a

f(x)dx > 0.

З неперервностi функцiї f у точцi ξ випливає iснування деякого
вiдрiзка [s, t] ⊂ [a, b] такого, що f(x) > 1

2f(ξ) для всiх x ∈ [s, t].
Тодi, враховуючи невiд’ємнiсть f на [a, b], отримаємо

b∫
a

f(x)dx =

s∫
a

f(x)dx+

t∫
s

f(x)dx+

b∫
t

f(x)dx ≥
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≥ 0 +
1

2
(t− s)f(ξ) + 0 > 0.

Задача 13 Визначити знак iнтеграла
2π∫
0

sinx
x dx.

2π∫
0

sinx

x
dx =

π∫
0

sinx

x
dx+

2π∫
π

sinx

x
dx =

=

π∫
0

sinx

x
dx+

π∫
0

sin(x+ π)

x+ π
dx =

π∫
0

sinx

x
dx−

−
π∫

0

sinx

x+ π
dx =

π∫
0

(
sinx

x
− sinx

x+ π

)
dx =

π∫
0

π sinx

x
dx.

Враховуючи, що пiдiнтегральна функцiя в останньому iнтегралi
неперервна нa [0, 1] (якщо її довизначити значенням 1 у точцi 0),
невiд’ємна i приймає додатних значень, то, враховуючи попередню
задачу, отримаємо додатнiсть початкового iнтеграла.

Задача 14 Обчислити
1
2∫

− 1
2

cosx ln 1+x
1−xdx.

Покладемо f(x) = cos x ln 1+x
1−x . Функцiя f є неперервною на вiдрiз-

ку
[
−1

2 ,
1
2

]
а тому i iнтегровна на ньому. Крiм того, для кожного

x ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
, враховуючи, що ln 1−x

1+x = − ln 1+x
1−x , отримаємо

f(−x) = cos(−x) ln
1− x

1 + x
= − cosx ln

1 + x

1− x
= −f(x),

тобто функцiя f є непарною. Тому
1
2∫

− 1
2

f(x)dx = 0.
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Задача 15 Знайти границю lim
n→∞

1α+2α+...+nα

nα+1 , α > 0.

Розглянемо функцiю f(x) = xα, x ∈ [0, 1]. Ця функцiя є неперерв-
ною на [0, 1], а отже i iнтегровною на цьому вiдрiзку. Крiм того,

1α + 2α + . . .+ nα

nα+1
=

1

n

((
1

n

)α

+

(
2

n

)α

+ . . .+
(n
n

)α)
=

1

n

(
f

(
1

n

)
+ . . .+ f

(n
n

))
.

Переходячи до границi при n → ∞, згiдно з означенням iнтеграла
Рiмана, отримаємо

lim
n→∞

1

n

(
f

(
1

n

)
+ . . .+ f

(n
n

))
=

∫ 1

0

f(x)dx =
xα+1

α + 1

∣∣∣∣1
0

=
1

α + 1
.

Задача 16 Довести, що якщо f — неперервна на вiдрiзку [0, 1],
то

2

π

π∫
0

tf(sin t)dt =

π∫
0

f(sinx)dx.

π∫
0

tf(sin t)dt =

{
y = π − t dy = −dt

t = 0 → y = π t = π → y = 0

}

= −
∫ 0

π

(π − y)f(sin(π − y))dy =

∫ π

0

(π − y)f(sin y)dy

Додаючи лiву i праву частини рiвностi, маємо

2

π∫
0

tf(sin t)dt =

π∫
0

tf(sin t)dt+

∫ π

0

(π − y)f(sin y)dy =

=

π∫
0

tf(sin t)dt+

∫ π

0

(π − t)f(sin t)dt =

∫ π

0

πf(sin t)dt,

звiдки отримуємо необхiдне.
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3.3 Задачi для самостiйного розв’язання
1. Вiдомо, що функцiї f i g не iнтегровнi на вiдрiзку [a, b]. Що

можна сказати про iнтегровнiсть на [a, b] функцiї

(а) f + g;

(б) f · g;
(в) f − g;

(г) f
g ?

2. Вiдомо, що рiвно одна з функцiй f i g є iнтегровною на вiдрiз-
ку [a, b]. Що можна сказати про iнтегровнiсть на [a, b] функцiї

(а) f + g;

(б) f · g;
(в) f − g;

(г) f
g ?

3. Довести, що кожна з первiсних непарної функцiї f : R → R є
парною функцiєю.

4. Довести, що одна з первiсних парної функцiї f : R → R є
непарною функцiєю.

5. Вiдомо, що функцiя |f | iнтегровна на вiдрiзку [a, b]. Чи зав-
жди f iнтегровна на вiдрiзку [a, b]?

6. Вiдомо, що функцiя f 2 iнтегровна на вiдрiзку [a, b]. Чи зав-
жди f iнтегровна на вiдрiзку [a, b]?

7. Визначити знак iнтеграла

(а)
1∫

−1

t3 · 2tdt; (б)
1∫

2−1

t2 ln tdt.

8. Порiвняти числа

(а)
π
2∫
0

sin8 xdx i
π
2∫
0

sin4 xdx; (б)
1∫
0

e−xdx i
1∫
0

e−x2

dx;
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(в)
1∫
0

2x
2

dx i
1∫
0

2x
3

dx;

(г)
2∫
1

2x
2

dx i
2∫
1

2x
3

dx;

(д)
2∫
1

lnxdx i
2∫
1

(lnx)2dx;

(е)
4∫
3

lnxdx i
4∫
3

(lnx)2dx;

(ж)
∫ 1

0

(
sinx
x

)2
dx i

∫ 1

0
sinx
x dx.

9. Знайти границю

(а) lim
n→∞

1∫
0

xn

1+xdx;

(б) lim
n→∞

1∫
0

sinn xdx;

(в) lim
n→∞

1∫
0

cosn xdx.

(г) lim
n→∞

π
2∫
0

sinn xdx.

10. Довести, що якщо f — неперервна на вiдрiзку [1, 3], то

3∫
1

f(x)dx = 2

1∫
0

f(1 + 2x)dx.

11. Довести, що якщо f — неперервна на вiдрiзку [0, 2], то

2∫
0

t3f(t2)dt =
1

2

4∫
0

tf(t)dt.

12. Довести, що якщо f — неперервна на вiдрiзку [0, 1], то

π
2∫

0

f(sinx)dx =

π
2∫

0

f(cosx)dx.

13. Обчислити

30



(а)
π
8∫

−π
8

x10 · sin9 xdx;

(б)
1∫

−1

2x7−x5+3x3−4x
ch2 x

dx;

(в)
1∫

−1

sin2 x ln 5+x
5−xdx;

(г)
1∫

−1

tg2 x ln 3+x
3−xdx.

14. Нехай f (t) — неперервна функцiя, а функцiї u (x) i v (x) —
диференцiйовнi. Довести, що(∫ v(x)

u(x)

f (t) dt

)′

= f (v (x)) · v′ (x)− f (u (x)) · u′ (x) .

15. Знайти точки екстремуму функцiї

f (x) =

∫ x

0

(s− 3) (s+ 1) e−s2ds.

16. Знайти похiдну

(а) d
dx

x2∫
x
1
2

es
2

ds;

(б) d
dx

x2∫
0

√
1 + t2dt;

(в) d
dx

x2∫
x3

dt√
1+t4

;

(г) d
dx

cosx∫
sinx

cos(πt2)dt.

17. Знайти границю

(а) lim
x→0

1
x

x∫
0

cos(s2)dt; (б) lim
x→+∞

1√
x2+1

x∫
0

arctg2 tdt.

18. Обчислити

(а) lim
n→∞

n ·
(

1
(n+1)2 +

1
(n+2)2 + . . .+ 1

(2n−1)2 +
1

(2n)2

)
;

(б) lim
n→∞

(
1

n+1 +
1

n+2 + . . .+ 1
2n−1 +

1
2n

)
;
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(в) lim
n→∞

n ·
(

1
n2+1 +

1
n2+4 + . . .+ 1

n2+n2

)
;

(г) lim
n→∞

1
n

(
cos π

n + cos 2π
n + . . .+ cos (n−1)π

n

)
;

(д) lim
n→∞

1
n

(√
1 + 1

n +
√
1 + 2

n + . . .+
√
1 + n

n

)
.

19. Покажiть, що якщо f : R → R — перiодична, iнтегровна на

кожному вiдрiзку функцiя, то функцiя F (x) =
x∫
a

f(t)dt мо-

же бути представленою у виглядi суми лiнiйної i перiодичної
функцiй.

20. Вiдомо, що функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b]. Доведiть,
що

lim
h→+0

b−h∫
a

|f(x+ h)− f(x)|dx = 0.
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