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Роздiл 1

Невласний iнтеграл

1.1 Теоретичнi вiдомостi
Нехай a ∈ R, ω > a або ω = +∞ i задано функцiю f : [a, ω) → R
таку, що для кожного b ∈ [a, ω) функцiя f iнтегровна на вiдрiз-
ку [a, b]. Якщо iснує limb→ω−0

∫ b

a f(x)dx, то кажуть, що невласний
iнтеграл ∫ ω

a

f(x)dx (1.1)

функцiї f по промiжку [a, ω) є збiжним, а сама функцiя f є iнте-
гровною у невласному сенсi по промiжку [a, ω). В протилежному
випадку кажуть, що цей iнтеграл є розбiжним.

Iнодi у випадку ω = +∞ iнтеграл (1.1) називають невласним
iнтегралом першого роду, а у випадку ω ∈ R — невласним iнтегра-
лом другого роду.

Справедливе таке твердження.

Теорема 1 Нехай ω ∈ R або ω = +∞, функцiї f, g : [a, ω) → R є
iнтегровними на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ [a, ω) i iнтеграли∫ ω

a

f(x)dx,

∫ ω

a

g(x)dx

є збiжними. Тодi
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1. Якщо ω ∈ R i функцiя f iнтегровна на вiдрiзку [a, ω], то
значення iнтеграла

∫ ω

a f(x)dx у невласному сенсi спiвпадає
з його значенням, яке розумiється у власному сенсi.

2. Якщо c ∈ [a, ω), то∫ ω

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ ω

c

f(x)dx.

3. Якщо φ : [α, γ) → [a, ω) є неперервно диференцiйовним стро-
го монотонним вiдображенням таким, що limβ→γ−0 φ(γ) =
ω, то невласний iнтеграл функцiї t 7→ (f ◦ φ)(t) · φ′(t) на
[α, γ) iснує, i справедлива рiвнiсть∫ ω

a

f(x)dx =

∫ γ

α

(f ◦ φ)(t) · φ′(t)dt.

4. Для будь-яких α, β ∈ R функцiя α · f + β · g є iнтегровною у
невласному сенсi на промiжку [a, ω) i справедлива рiвнiсть∫ ω

a

(α · f + β · g)(x)dx = α

∫ ω

a

f(x)dx+ β

∫ ω

a

g(x)dx.

5. Нехай додатково f i g є неперервно диференцiйовними на
[a, ω) та iснує границя limx→ω−0(f · g)(x). Тодi функцiї f · g′
та f ′ · g одночасно iнтегровнi, або неiнтегровнi у невласно-
му сенсi на [a, ω). У випадку iнтегровностi справедлива рiв-
нiсть ∫ ω

a

(f · g′)(x)dx = (f · g)(x)|ωa −
∫ ω

a

(f ′ · g)(x)dx,

де
(f · g)(x)|ωa = lim

x→ω−0
(f · g)(x)− f(a) · g(a).

Справедливий такий критерiй iнтегровностi у невласному сенсi.
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Теорема 2 (критерiй Кошi) Нехай функцiя f : [a, ω) → R є iн-
тегровною на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ [a, ω). Невласний iнте-
грал (1.1) є збiжним тодi i тiльки тодi коли для будь-якого ε > 0
знайдеться B ∈ [a, ω) таке, що

b, c > B =⇒
∣∣∣∣∫ c

b

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε.

Якщо збiгається невласний iнтеграл∫ ω

a

|f(x)|dx, (1.2)

то кажуть, що iнтеграл (1.1) збiгається абсолютно. Якщо ж збiга-
ється iнтеграл (1.1), а iнтеграл (1.2) —розбiгається, то кажуть, що
iнтеграл (1.2) збiгається умовно. З абсолютної збiжностi випливає
збiжнiсть невласного iнтеграла. Крiм того, iснують умовно збiжнi
iнтеграли.

Важливим iнструментом для доведення збiжностi невласних iн-
тегралiв є така теорема.

Теорема 3 (теорема порiвняння) Нехай f, g : [a, ω) → R є iн-
тегровними на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ [a, ω). Якщо для всiх
x ∈ [a, ω) має мiсце нерiвнiсть

0 ≤ f(x) ≤ g(x),

то зi збiжностi невласного iнтеграла
∫ ω

a g(x)dx випливає збi-
жнiсть невласного iнтеграла (1.1) i нерiвнiсть∫ ω

a

f(x)dx ≤
∫ ω

a

g(x)dx,

а з розбiжностi iнтеграла (1.1) випливає розбiжнiсть iнтеграла∫ ω

a g(x)dx.

Найчастiше теорема порiвняння може бути використаною тiльки
для дослiдження питання абсолютної збiжностi iнтегралiв. Iнодi
для дослiдження умовної збiжностi iнтегралiв є корисними такi
ознаки.
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Теорема 4 (ознаки Абеля i Дiрiхле) Нехай f, g : [a, ω) → R є
iнтегровними на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ [a, ω), при чому фун-
кцiя g є монотонною. Для збiжностi невласного iнтеграла∫ ω

a

(f · g)(x)dx

достатньо, щоб виконувалась одна з двох наступних пар умов:

1. Iнтеграл (1.1) збiгається;

2. Функцiя g є обмеженою на [a, ω).

Або

1. Функцiя x 7→
∫ x

a f(x)dx є обмеженою на [a, ω);

2. limx→ω−0 g(x) = 0.

1.2 Приклади розв’язання задач
Задача 1 Функцiї f, g : [1,∞) → R є такими, що iнтеграл∫ ∞

1

f(x)dx (1.3)

є збiжним i
lim

x→+∞

f(x)

g(x)
= 1. (1.4)

Що можна сказати про збiжнiсть iнтеграла∫ ∞

1

g(x)dx? (1.5)

Очевидно, що при g = f умова (1.4) виконується (вважаючи, що
f(x) ̸= 0∀x), а iнтеграл (1.5) збiгається. Покажемо, що цей iнтеграл
може також розбiгатись.
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Розглянемо функцiї

f(x) =

{
1√
x
, x ∈ [2n− 1, 2n], n ∈ N

− 1√
x
, x ∈ (2n, 2n+ 1), n ∈ N

i g(x) = f(x) + 1
x , x ≥ 1. Спочатку покажемо, що виконується

умова (1.4). Якщо x ∈ [2n− 1, 2n], n ∈ N, то

f(x)

g(x)
=

1√
x

1
x +

1√
x

=

√
x

1 +
√
x
→ 1, x → +∞;

якщо ж x ∈ (2n, 2n+ 1), n ∈ N, то

f(x)

g(x)
=

− 1√
x

1
x −

1√
x

=

√
x√

x− 1
→ 1, x → +∞,

а отже умова (1.4) дiйсно виконується.
Далi покажемо, що iнтеграл (1.3) збiгається. Зафiксуємо до-

вiльне ε > 0 i виберемо A > 0 так, щоб
∫ A+2

A
dx√
x
< ε. Нехай B,C,

A < B < C — це довiльнi числа. Виберемо натуральнi числа n,m
так, щоб вiдрiзок [2n − 1, 2m + 1] був найбiльшим вiдрiзком з не-
парними кiнцями, що мiститься у [B,C]. Тодi∫ C

B

f(x)dx =

∫ 2n−1

B

f(x)dx+

∫ 2m−1

2n−1

f(x)dx+

∫ C

2m−1

f(x)dx

≥ −ε+
m−1∑
k=n

∫ 2k+1

2k−1

f(x)dx− ε;

для оцiнок знизу ми використали вибiр точки A i монотоннiсть
функцiї 1√

x
. Для кожного k = n, . . . ,m− 1, знову використовуючи

монотоннiсть функцiї 1√
x
, отримаємо∫ 2k+1

2k−1

f(x)dx =

∫ 2k

2k−1

1√
x
dx−

∫ 2k+1

2k

1√
x
dx ≥ 0.
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Об’єднуючи отриманi оцiнки, отримаємо оцiнку
∫ C

B f(x)dx ≥ −2ε.
Аналогiчно, розглядаючи найбiльший вiдрiзок виду [2n, 2m], що
мiститься у [B,C] i проводячи аналогiчнi мiркування, отримаємо,
що

∫ C

B f(x)dx ≤ 2ε. Тому
∣∣∣∫ C

B f(x)dx
∣∣∣ ≤ 2ε, а отже за критерiєм

Кошi, iнтеграл (1.3) є збiжним.
Нарештi, покажемо, що iнтеграл (1.5) є розбiжним. Якщо при-

пустити, що цей iнтеграл є збiжним, то i iнтеграл∫ ∞

1

(g(x)− f(x))dx =

∫ ∞

1

1

x
dx

був би збiжним, що неможливо. Таким чином iнтеграл (1.5) є роз-
бiжним.

Задача 2 Про неперервно диференцiйовну функцiю f : [1,∞) →
R вiдомо, що iнтеграл

∫∞
1 f(x)dx збiгається абсолютно i похiдна

f ′ є обмеженою функцiєю. Доведiть, що limx→+∞ f(x) = 0.

Розглянемо iнтеграл
∫∞
1 f(x)f ′(x)dx. Якщо C > 0 є такою, що

|f ′(x)| < C для всiх x > 1, то∫ ∞

1

|f(x)f ′(x)|dx ≤ C

∫ ∞

1

|f(x)|dx < ∞,

а отже
∫∞
1 f(x)f ′(x)dx збiгається абсолютно (тому i просто збiгає-

ться). Тому iснує границя

lim
A→+∞

∫ A

1

f(x)f ′(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

1

f(x)df(x)

= lim
A→+∞

f 2(x)

2

∣∣∣∣A
1

=
1

2
lim

A→+∞
(f 2(A)− f(1)).

Тому iснує границя limA→+∞ f 2(A), а отже, в силу неперервностi
функцiї f , i границя limA→+∞ f(A). З вправи 11 буде випливати,
що limA→+∞ f(A) = 0.
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Можливе i менш штучне, але дещо бiльш громiздке доведення
цього твердження.

Припустимо, що 0 не є границею функцiї f при x → +∞. Тодi
iснує ε > 0 таке, що для будь-якого A > 1 iснує xA > A для якого
|f(xA)| > ε.

Нехай C > 0 є такою, що |f ′(x)| < C для всiх x > 1. Виберемо
δ = ε

2C . Тодi для всiх x ∈ (xA, xA + δ) маємо

|f(xA)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ x

xA

f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

xA

|f ′(t)|dt

≤ C · |xA − x| ≤ C · δ = ε

2
,

а тому |f(x)| ≥ ε
2 для таких x, при чому функцiя f приймає зна-

чення одного знаку на всьому iнтервалi (xA, xA + δ). Але тодi∣∣∣∣∫ xA+δ

xA

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∫ xA+δ

xA

|f(x)|dx ≥ δ · ε
2
=

ε2

4C
,

i оскiльки при фiксованому ε число xA може бути вибраним скiль-
ки завгодно великим, ця нерiвнiсть суперечить критерiю Кошi збi-
жностi невласного iнтеграла

∫∞
1 f(x)dx.

Задача 3 Про незростаючу функцiю f : [1,∞) → R вiдомо, що
iнтеграл ∫ ∞

1

f(x)dx (1.6)

збiгається. Доведiть, що limx→+∞ xf(x) = 0.

Покажемо, що функцiя f є невiд’ємною на [1,∞). Якщо для де-
якого x > 1 маємо f(x) < 0, то в силу монотонностi f отримаємо,
що для будь-якого y > x∣∣∣∣∫ y+1

y

f(u)du

∣∣∣∣ = ∫ y+1

y

|f(u)|du ≥ |f(y)| ≥ |f(x)| > 0,
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що, враховуючи критерiй Кошi, суперечить збiжностi невласного
iнтеграла (1.6).

Зафiксуємо довiльне ε > 0 i в силу збiжностi невласного iнте-
грала (1.6) виберемо точку x0 > 1 таку, що∫ ∞

x0

f(x)dx < ε.

Для довiльного x > x0 в силу монотонностi i невiд’ємностi f маємо

(x− x0)f(x) ≤
∫ x

x0

f(y)dy ≤
∫ ∞

x0

f(y)dy < ε.

Тому xf(x) ≤ x
x−x0

ε для всiх x > x0, а отже xf(x) < 2ε як тiльки
x > 2x0. З цього випливає, що xf(x) → 0 при x → +∞.

1.3 Задачi для самостiйного розв’язання
1. Функцiї f, g : [1,∞) → R є невiд’ємними i такими, що iнтегра-

ли
∫∞
1 f(x)dx та

∫∞
1 g(x)dx є розбiжними. Що можна сказати

про збiжнiсть iнтеграла

(а)
∫∞
1 (f(x) + g(x))dx;

(б)
∫∞
1 (f(x)− g(x))dx;

(в)
∫∞
1 max{f(x), g(x)}dx;

(г)
∫∞
1 min{f(x), g(x)}dx?

2. Функцiї f, g : [1,∞) → R є такими, що iнтеграли
∫∞
1 f(x)dx

та
∫∞
1 g(x)dx є розбiжними. Що можна сказати про збiжнiсть

iнтеграла

(а)
∫∞
1 (f(x) + g(x))dx;

(б)
∫∞
1 (f(x)− g(x))dx;

(в)
∫∞
1 max{f(x), g(x)}dx;

(г)
∫∞
1 min{f(x), g(x)}dx?

3. Функцiї f, g : [1,∞) → R є невiд’ємними i такими, що iнте-
грал

∫∞
1 f(x)dx є збiжним, а iнтеграл

∫∞
1 g(x)dx є розбiжним.

Що можна сказати про збiжнiсть iнтеграла
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(а)
∫∞
1 (f(x) + g(x))dx;

(б)
∫∞
1 (f(x)− g(x))dx;

(в)
∫∞
1 max{f(x), g(x)}dx;

(г)
∫∞
1 min{f(x), g(x)}dx?

4. Функцiї f, g : [1,∞) → R є такими, що iнтеграл
∫∞
1 f(x)dx є

збiжним, а iнтеграл
∫∞
1 g(x)dx є розбiжним. Що можна ска-

зати про збiжнiсть iнтеграла

(а)
∫∞
1 (f(x) + g(x))dx;

(б)
∫∞
1 (f(x)− g(x))dx;

(в)
∫∞
1 max{f(x), g(x)}dx;

(г)
∫∞
1 min{f(x), g(x)}dx?

5. Функцiї f, g : [1,∞) → R є такими, що iнтеграли
∫∞
1 f 2(x)dx

та
∫∞
1 g2(x)dx є збiжними. Що можна сказати про абсолютну

збiжнiсть iнтеграла
∫∞
1 f(x)g(x)dx?

6. Функцiї f, g : [1,∞) → R є такими, що iнтеграли
∫∞
1 f 2(x)dx

та
∫∞
1 g2(x)dx є збiжними. Довести, що

∫∞
1 (f(x) + g(x))2dx є

також збiжним.

7. Про функцiю f : [1,∞) → R вiдомо, що iнтеграл
∫∞
1 f(x)dx

збiгається.

(а) Чи обов’язково функцiя f є обмеженою?

(б) Чи обов’язково limx→+∞ f(x)dx = 0?

8. Про додатну функцiю f : [1,∞) → R вiдомо, що iнтеграл∫∞
1 f(x)dx збiгається.

(а) Чи обов’язково функцiя f є обмеженою?

(б) Чи обов’язково limx→+∞ f(x) = 0?

9. Про додатну неперервну функцiю f : [1,∞) → R вiдомо, що
iнтеграл

∫∞
1 f(x)dx збiгається.

(а) Чи обов’язково функцiя f є обмеженою?

(б) Чи обов’язково limx→+∞ f(x) = 0?
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10. Про незростаючу функцiю f : [1,∞) → R вiдомо, що

lim
x→+∞

xf(x) = 0.

Чи обов’язково iнтеграл
∫∞
1 f(x)dx є збiжним?

11. Про функцiю f : [1,∞) → R вiдомо, що iнтеграл
∫∞
1 f(x)dx

збiгається i iснує границя limx→+∞ f(x). Доведiть, що

lim
x→+∞

f(x) = 0.

12. Вiдомо, що функцiя f є рiвномiрно неперервною на [1,∞) i
iнтеграл

∫∞
1 f(x)dx збiгається. Доведiть, що

lim
x→+∞

f(x) = 0.

13. Про функцiю f : [0,∞) → R вiдомо, що вона iнтегровна на
кожному вiдрiзку [0, a], a > 0, i iснує скiнченна границя
limx→+∞ f(x) =: A. Доведiть, що limx→+∞

1
x

∫ x

0 f(y)dy iснує
i дорiвнює A.

14. Про невiд’ємну незростаючу функцiю f : (0, 1) → R вiдомо,
що iнтеграл

∫ 1

0 xαf(x)dx збiгається для деякого α ≥ 0. Дове-
дiть, що limx→+0 x

α+1f(x) = 0.

15. Про функцiї f, g : [1,∞) → R вiдомо, що iнтеграл
∫∞
1 f(x)dx

збiгається, a функцiя g є обмеженою. Чи можна щось сказати
про збiжнiсть iнтеграла

∫∞
1 f(x)g(x)dx?

16. Про функцiї f, g : [1,∞) → R вiдомо, що iнтеграл
∫∞
1 f(x)dx

збiгається абсолютно, a функцiя g є обмеженою. Чи можна
щось сказати про збiжнiсть iнтеграла

∫∞
1 f(x)g(x)dx?

17. Про додатнi функцiї f, g : [1,∞) → R вiдомо, що iнтеграл∫∞
1 f(x)dx є розбiжним. Доведiть, що хоча б один з iнтегралiв∫∞
1 f(x)g(x)dx або

∫∞
1

f(x)
g(x)dx є також розбiжним.
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18. Про функцiї f, g : [1,∞) → R вiдомо, що f(x) ≤ g(x) для
всiх x ≥ 1 i iнтеграл

∫∞
1 g(x)dx є збiжним. Чи можна щось

сказати про збiжнiсть iнтеграла
∫∞
1 f(x)dx?

19. Про функцiї f, g : [1,∞) → R вiдомо, що f(x) ≤ g(x) для
всiх x ≥ 1 i iнтеграл

∫∞
1 f(x)dx є розбiжним. Чи можна щось

сказати про збiжнiсть iнтеграла
∫∞
1 g(x)dx?

20. Доведiть, що iнтеграли
∫∞
1

sinx
xα dx та

∫∞
1

cosx
xα dx

(а) Збiгаються тiльки при α > 0.

(б) Збiгаються абсолютно тiльки при α > 1.

21. Знайти множину значень α, для яких збiгається iнтеграл

(а)
∫∞
1 e−αxdx;

(б)
∫ 1

−∞ eαxdx;

(в)
∫ π

2

0
1−cosx

xα ;

(г)
∫ π

2

0 sinα xdx.
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Роздiл 2

Числовi ряди

2.1 Теоретичнi вiдомостi
Нехай задано послiдовнiсть дiйсних чисел {an}. Вираз

∞∑
k=1

ak (2.1)

називають рядом, а число Sn =
∑n

k=1 ak — n-ю частковою сумою
ряду (2.1), n ∈ N (або просто частковою сумою ряду). Якщо iснує
границя S := limn→∞ Sn, то ряд (2.1) називають збiжним, а число
S — його сумою. В протилежному випадку ряд (2.1) називають
розбiжним.

Справедливий такий критерiй збiжностi ряду.

Теорема 5 (критерiй Кошi) Для того, щоб збiгався ряд (2.1)
необхiдно i достатньо, щоб для кожного ε > 0 знайшлося N ∈ N
таке, що

n ≥ m ≥ N =⇒

∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Безпосередньо з критерiя Кошi випливає проста, але важлива не-
обхiдна умова збiжностi рядiв.

14



Теорема 6 (необхiдна умова збiжностi ряду) Якщо ряд (2.1)
збiгається, то границя limn→∞ an iснує i дорiвнює 0.

Вiдмiтимо, що необхiдна умова збiжностi, взагалi кажучи, не є до-
статньою умовою. Прикладом розбiжного ряду (2.1) для якого ви-
конується необхiдна умова є гармонiчний ряд

∑∞
n=1

1
n .

Ряд (2.1) називається абсолютно збiжним, якщо є збiжним ряд∑∞
n=1 |an|. Якщо ряд (2.1) є збiжним, але не абсолютно збiжним,

то кажуть, що ряд (2.1) є умовно збiжним.
Перевiрка на абсолютну збiжнiсть ряду зводиться до питання

збiжностi ряду з невiд’ємними членами. Для рядiв з невiд’ємними
членами справедливi такi теореми.

Теорема 7 Якщо члени послiдовностi {an} є невiд’ємними, то
ряд (2.1) збiгається тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть {Sn}
його часткових сум є обмеженою зверху.

Теорема 8 (теорема порiвняння) Нехай
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn —
два ряди з невiд’ємними членами. Якщо починаючи з деякого N ∈
N справедливi нерiвностi an ≤ bn, n ≥ N , то зi збiжностi ряду∑∞

n=1 bn випливає збiжнiсть ряду
∑∞

n=1 an, а з розбiжностi ряду∑∞
n=1 an випливає розбiжнiсть ряду

∑∞
n=1 bn.

Вiдмiтимо, що невiд’ємнiсть членiв обох рядiв є суттєвою у цiй
теоремi.

Як наслiдок з теореми порiвняння можна отримати декiлька
достатнiх умов абсолютної збiжностi рядiв.

Теорема 9 (мажорантна ознака Вейерштрасcа) Якщо послi-
довностi {an} i {bn} є такими, що починаючи з деякого N ∈ N
справедливi нерiвностi |an| ≤ bn, n ≥ N , то зi збiжностi ряду∑∞

n=1 bn випливає абсолютна збiжнiсть ряду
∑∞

n=1 an.

Теорема 10 (ознака Кошi) Нехай задано ряд (2.1) i

α = lim
n→∞

n
√

|an|.

Справедливi такi твердження:
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1. Якщо α < 1, то ряд (2.1) збiгається абсолютно.

2. Якщо α > 1, то ряд (2.1) розбiгається.

3. Iснують як збiжнi, так i розбiжнi ряди, для яких α = 1.

Теорема 11 (ознака Даламбера) Нехай задано ряд (2.1), для
якого iснує границя

β = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ .
Справедливi такi твердження:

1. Якщо β < 1, то ряд (2.1) збiгається абсолютно.

2. Якщо β > 1, то ряд (2.1) розбiгається.

3. Iснують як збiжнi, так i розбiжнi ряди, для яких β = 1.

Вiдмiтимо, що двi останнi теореми по сутi використовують порiв-
няння з рядом

∑∞
n=1 q

n, який абсолютно збiгається, якщо |q| < 1 i
розбiгається для iнших q ∈ R. Також зазначимо, що усi попереднi
ознаки збiжностi давали достатнi умови для абсолютної збiжностi,
а отже не можуть бути застосованими до умовно збiжних рядiв.

Ряд
∞∑
n=1

(−1)n+1an, (2.2)

де {an} — це послiдовнiсть невiд’ємних чисел, називається знако-
альтернуючим.

Теорема 12 (ознака Лейбнiца) Якщо послiдовнiсть {an} мо-
нотонно прямує до нуля при n → ∞, то ряд (2.2) є збiжним.
Крiм того, якщо S — це сума цього ряду, а {Sn} — це послiдов-
нiсть його часткових сум, то

|S − Sn| ≤ an+1, n ∈ N.
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Числовi ряди тiсно пов’язанi з невласними iнтегралами. Напри-
клад, якщо f : [1,∞) → R є константою на кожному з напiвiн-
тервалiв [n, n + 1), n ∈ N, то невласний iнтеграл

∫∞
1 f(x)dx пере-

творюється на ряд
∑∞

n=1 f(n). Справедлива така теорема, яка дає
зв’язок мiж збiжнiстю невласного iнтеграла i вiдповiдного ряду.

Теорема 13 (Кошi, Маклорен) Якщо функцiя f : [1,∞) → R
є невiд’ємною i незростаючою, то ряд

∑∞
n=1 f(n) збiгається тодi

i тiльки тодi, коли збiгається невласний iнтеграл
∫∞
1 f(x)dx.

Безпосередньо з цiєї теореми випливає той факт, що ряд
∑∞

n=1
1
np

збiгається при p > 1 i розбiгається при p ≤ 1. Ряди такого виду ча-
сто зручно використовувати при застосуваннi теорем порiвняння.

Для дослiдження умовної збiжностi рядiв iнколи корисний та-
кий дискретний аналог ознак Абеля i Дiрiхле.

Теорема 14 (ознаки Абеля i Дiрiхле) Нехай задано послiдов-
ностi {an} i {bn}, причому послiдовнiсть {an} є монотонною. Для
збiжностi ряду

∑∞
n=1 an · bn достатньо, щоб виконувалась одна з

двох наступних пар умов:

1. Ряд
∑∞

n=1 bn збiгається;

2. Послiдовнiсть an є обмеженою.

Або

1. Послiдовнiсть Bn :=
∑n

k=1 bk є обмеженою;

2. limn→∞ an = 0.

Вiдмiтимо, що ознака Лейбнiца є частинним випадком ознаки Абе-
ля – Дiрiхле.
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2.2 Приклади розв’язання задач
Задача 4 Незростаючi послiдовностi додатних чисел {an} i {bn}
є такими, що ряди

∑∞
k=1 ak та

∑∞
k=1 bk є розбiжними. Чи можна

щось сказати про збiжнiсть ряду
∑∞

k=1 ck, де ck = min{ak, bk},
k ∈ N?

Очевидно, що якщо an = bn для всiх n ∈ N, то ck = ak = bk для
всiх k ∈ N i

∑∞
k=1 ck є розбiжним.

Покажемо, що ряд
∑∞

k=1 ck може бути i збiжним.
Почнемо з послiдовностей ak = bk =

1
k2 , k ∈ N i помiняємо деякi

їх члени так, щоб min{ak, bk} = 1
k2 для всiх k ∈ N, послiдовностi

залишились монотонними i невiд’ємними, але при цьому щоб ряди∑∞
k=1 ak та

∑∞
k=1 bk стали розбiжними. Для цього перевизначимо

a2 = a3 = . . . = a22+1 =
1
22 (так, що a2 + . . .+ a5 = 1), b22+2 = . . . =

b22+1+62 = 1
62 , (так, що b6 + . . . + b41 = 1); a42 = . . . = a41+422 =

1
422 , i так далi. Для цих послiдовностей виконуються вказанi вище
властивостi, i кожна з них мiстить нескiнченну кiлькiсть блокiв
елементiв, сума яких дорiвнює 1. Тому ряди

∑∞
k=1 ak та

∑∞
k=1 bk є

розбiжними.

Задача 5 Про ряди
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1 bn з додатними членами вi-
домо, що an+1

an
≤ bn+1

bn
для всiх достатньо великих n ∈ N. Доведiть,

що зi збiжностi ряду
∑∞

n=1 bn випливає збiжнiсть ряду
∑∞

n=1 an.

Покладемо cn = an
bn

. Тодi для всiх достатньо великих n маємо cn+1 ≤
cn. Тому послiдовнiсть cn є обмеженою, а отже iснує C > 0 таке,
що 0 ≤ cn ≤ C для всiх n ∈ N. Тодi

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

cnbn ≤ C
∞∑
n=1

bn < ∞.

Задача 6 Вiдомо, що ряд
∑∞

n=1 an мiстить невiд’ємнi члени i
розбiгається. Що можна сказати про збiжнiсть рядiв

∞∑
n=1

an
an + 1

, (2.3)
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∞∑
n=1

an
nan + 1

? (2.4)

Покажемо, що ряд (2.3) є розбiжним.
Якщо послiдовнiсть {an} є необмеженою, то знайдеться пiдпо-

слiдовнiсть {ank
}, яка прямує до +∞ при k → ∞. Тодi

lim
k→∞

ank

ank
+ 1

= 1,

а отже не виконується необхiдна умова збiжностi рядiв.
Якщо ж послiдовнiсть {an} є обмеженою, то iснує число C > 0

таке, що 0 ≤ an ≤ C для всiх n ∈ N. Тодi для всiх n ∈ N
an

an + 1
≥ an

C + 1
≥ 0,

а тому з розбiжностi ряду
∑∞

n=1 an i теореми порiвняння отримуємо
розбiжнiсть ряду (2.3).

Тепер покажемо, що ряд (2.4) може бути як збiжним, так i роз-
бiжним.

Якщо an = 1
n , n ∈ N, то обидва ряди

∑∞
n=1 an =

∑∞
n=1

1
n i∑∞

n=1
an

nan+1 =
∑∞

n=1
1
2n є розбiжними.

Розглянемо послiдовнiсть

an =

{
1, n = m2,m ∈ N,
1
n2 , n не є квадратом натурального числа.

Тодi an є послiдовнiстю додатних чисел, що не прямує до нуля при
n → ∞, а отже ряд

∑∞
n=1 an є розбiжним.

Для довiльного N ∈ N маємо

0 ≤
N∑
n=1

an
nan + 1

≤
N∑
n=1

1
n2

1 + 1
n

+
∑

m : m2≤N

1

1 +m2 · 1
≤ 2

N∑
n=1

1

n2 + 1
,

а тому ряд (2.4) є збiжним.
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2.3 Задачi для самостiйного розв’язання
1. Ряди

∑∞
n=1 an та

∑∞
n=1 bn є розбiжними. Що можна сказати

про збiжнiсть ряду

(а)
∑∞

n=1min{an, bn};
(б)

∑∞
n=1max{an, bn};

(в)
∑∞

n=1(an + bn);

(г)
∑∞

n=1(an − bn)?

2. Ряди
∑∞

n=1 an та
∑∞

n=1 bn є розбiжними i an, bn ≥ 0 для всiх
n ≥ 1. Що можна сказати про збiжнiсть ряду

(а)
∑∞

n=1min{an, bn};
(б)

∑∞
n=1max{an, bn};

(в)
∑∞

n=1(an + bn);

(г)
∑∞

n=1(an − bn)?

3. Ряд
∑∞

n=1 an є збiжним, а ряд
∑∞

n=1 bn є розбiжними. Що
можна сказати про збiжнiсть ряду

(а)
∑∞

n=1min{an, bn};
(б)

∑∞
n=1max{an, bn};

(в)
∑∞

n=1(an + bn);

(г)
∑∞

n=1(an − bn)?

4. Вiдомо, що ряд
∑∞

n=1 an є збiжним, ряд
∑∞

n=1 bn є розбiжни-
ми, i an, bn ≥ 0 для всiх n ≥ 1. Що можна сказати про збi-
жнiсть ряду

(а)
∑∞

n=1min{an, bn};
(б)

∑∞
n=1max{an, bn};

(в)
∑∞

n=1(an + bn);

(г)
∑∞

n=1(an − bn)?

5. Довести, що ряд з чисел, обернених до членiв арифметичної
прогресiї, розбiгається.

6. Ряди
∑∞

n=1 an та
∑∞

n=1 bn є збiжними i an ≤ cn ≤ bn для всiх
n ∈ N. Доведiть, що ряд

∑∞
n=1 cn збiгається

7. Довести, що якщо ряд
∑∞

n=1 an з невiд’ємними членами збi-
гається, то ряд

∑∞
n=1 a

2
n також збiгається.
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8. Чи випливає зi збiжностi ряду
∑∞

n=1 an збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

a2n?

9. Вiдомо, що an ≥ 0 для всiх n ∈ N, i що ряд
∑∞

n=1 a
2
n збiгає-

ться. Чи обов’язково ряд
∑∞

n=1 an також збiгається?

10. Довести, що якщо ряди
∑∞

n=1 a
2
n i

∑∞
n=1 b

2
n збiгаються, то ряд

∞∑
n=1

an · bn

збiгається абсолютно.

11. Довести, що якщо ряди
∑∞

n=1 a
2
n i

∑∞
n=1 b

2
n збiгаються, то ряд

∞∑
n=1

(an + bn)
2

також збiгається.

12. Вiдомо, що ряд
∑∞

n=1 an збiгається, i limn→∞
an
bn

= 1. Чи мо-
жна стверджувати, що ряд

∑∞
n=1 bn є збiжним?

13. Вiдомо, що an ≥ 0 для всiх n ∈ N i ряд
∑∞

n=1 an збiгається.
Доведiть, що ряд

∑∞
n=1

√
an · an+1 також збiгається.

14. Наведiть приклад послiдовностi невiд’ємних чисел {an} такої,
що ряд

∑∞
n=1

√
an · an+1 збiгається, а ряд

∑∞
n=1 an — розбiга-

ється.

15. Доведiть, що якщо послiдовнiсть невiд’ємних чисел {an} є
незростаючою, то зi збiжностi ряду

∑∞
n=1

√
anan+1 випливає

збiжнiсть ряду
∑∞

n=1 an.

16. Вiдомо, що ряд
∑∞

k=1 ak мiстить невiд’ємнi члени i розбiгає-
ться. Що можна сказати про збiжнiсть ряду
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(а)
∑∞

k=1
ak

k2ak+1 ; (б)
∑∞

k=1
ak

a2k+1
?

17. Чи можна у зняти вимогу монотонностi послiдовностi {an} у

(а) ознацi Лейбнiца;

(б) ознацi Абеля;

(в) ознацi Дiрiхле?

18. Навести приклад послiдовностi {an} такої, що ряд
∑∞

n=1 an є
розбiжним, i для кожного p ∈ N,

lim
n=1

(an + an+1 + . . .+ an+p) = 0.

19. Навести приклад послiдовностi {an}, для якої

(а) Ряд
∑∞

n=1 an є розбiжним, а ряд
∑∞

n=1(a2n−1+a2n) є збi-
жним;

(б) Ряди
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n) є розбiжними;

(в) Ряд
∑∞

n=1 an є збiжним, а ряд
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n) є роз-
бiжним;

(г) Ряди
∑∞

n=1 an i
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n) є збiжними.

20. Навести приклад розбiжного ряду з обмеженою послiдовнi-
стю часткових сум.
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Роздiл 3

Границя i неперервнiсть
функцiй багатьох
змiнних

3.1 Теоретичнi вiдомостi
Для n ∈ N через Rn позначаємо множину впорядкованих наборiв
(x1, . . . , xn), де x1, . . . , xn ∈ R. Для двох точок x = (x1, . . . , xn) та
y = (y1, . . . , yn) через d(x, y) позначимо вiдстань мiж точками x
та y, яка визначається формулою

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2.

Функцiя d задовольняє таким властивостям:

1. d(x, y) ≥ 0 для всiх x, y ∈ Rn i d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Для фiксованих a ∈ Rn i δ > 0 множину

B(a, δ) := {x ∈ Rn : d(x, a) < δ}
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називають вiдкритою кулею простору Rn з центром в точцi a i
радiусом δ. Множина A ⊂ Rn називається вiдкритою, якщо для
кожної точки a ∈ A знайдеться δ = δ(a) > 0 таке, що B(a; δ) ⊂ A.
Множина B ⊂ Rn називається замкненою, якщо множина Rn \ B
є вiдкритою.

Можна довести, що об’єднання будь-якої сiм’ї i перетин скiн-
ченної сiм’ї вiдкритих множин є вiдкритою множиною, а також
що об’єднання скiнченної сiм’ї i перетин будь-якої сiм’ї замкнених
множин є замкненою множиною.

Множина K ⊂ Rn називається компактною, якщо у будь-якому
її покриттi вiдкритими множинами iснує скiнченне пiдпокриття,
тобто якщо

K ⊂
⋃
α∈A

Kα,

де A — деяка множина iндексiв i Kα ⊂ Rn є вiдкритою множиною
для кожного α ∈ A, то знайдуться n ∈ N i α1, . . . , αn ∈ A такi, що

K ⊂
n⋃

i=1

Kαi
.

Множина A ⊂ Rn називається обмеженою, якщо знайдеться де-
яка куля, що мiстить множину A. Можна довести, що множина
K ⊂ Rn є компактною тодi i тiльки тодi, коли вона є замкненою i
обмеженою.

Околом точки a ∈ Rn називається будь-яка вiдкрита множина
A ⊂ Rn, що мiстить точку a; зокрема, куля B(a, δ), δ > 0 є околом
точки a. Якщо U(a) — це деякий окiл точки a, то множину U ◦(a) =
U(a) \ {a} будемо називати проколотим околом точки a.

Якщо B — це деяка база у деякiй множинi X, то, як i у ви-
падку дiйснозначних функцiй, будемо казати, що limB f(x) = A ∈
Rn, якщо для будь-якого околу V (A) точки A iснує елемент ба-
зи B ∈ B такий, що f(B) ⊂ V (A). Зокрема, якщо f : X → Rn,
X ⊂ Rm, m,n ∈ N, база B складається з усiх проколотих околiв
U ◦(a) ⊂ X точки a ∈ Rm, то приходимо до означення границi фун-
кцiї limx→a f(x) у точцi a. Це означення можна записати у формi
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Кошi таким чином:

lim
x→a

f(x) = A ⇐⇒ ∀ε > 0∃δ > 0:

(0 < d(a, x) < δ =⇒ d(f(x), A) < ε).

Вiдмiтимо, що якщо f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) i A = (A1, . . . , An),
то

lim
B

f(x) = A ⇐⇒ lim
B

fi(x) = Ai∀i = 1, . . . , n,

тобто збiжнiсть у скiнченно-вимiрних просторах Rn, n ∈ N є поко-
ординатною. Тому для границь функцiй зi значеннями у Rn справе-
дливi аналоги основних властивостей границь дiйснозначних фун-
кцiй. Зокрема, функцiя f : X → Rn може мати при данiй базi не
бiльше нiж одну границю; якщо iснує limB f(x), то функцiя f обме-
жена на деякому елементi B ∈ B бази B, тобто множина f(B) ⊂ Rn

є обмеженою. Також справедливий аналог теореми про границю
композицiї.

Теорема 15 Нехай X i Y — деякi множини, BX i BY — бази у
цих множинах, g : Y → Rn — це функцiя, що має границю при
базi BY , i функцiя f : X → Y є такою, що для кожного елемента
BY бази BY iснує елемент BX бази BX такий, що f(BX) ⊂ BY .
Тодi iснує границя limBX

(g◦f)(x) i ця границя дорiвнює limBY
g(y).

Вiдмiтимо, що вже для функцiй двох змiнних f : R2 → R гра-
ницю lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y), взагалi кажучи, не можна обчислити
переходячи послiдовно до границь по кожнiй з координат. Тобто,
взагалi кажучи,

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y), lim
x→x0

(
lim
y→y0

f(x, y)

)
i lim

y→y0

(
lim
x→x0

f(x, y)

)
є рiзними величинами, якi можуть iснувати або не iснувати неза-
лежно одна вiд одної, а у випадку iснування не зобов’язанi бути
рiвними.
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Функцiю f : X ⊂ Rn → Rm будемо називати неперервною у
точцi x ∈ X, якщо iснує границя limy→x f(y) i ця границя дорiв-
нює f(x). Функцiю f будемо називати неперервною на множинi X,
якщо вона є неперервною у кожнiй точцi x ∈ X.

Справедливi такi локальнi властивостi неперервних функцiй де-
кiлькох змiнних.

Теорема 16 1. Неперервна у точцi a ∈ A функцiя f : A → Rn

є обмеженою в деякому околi U(a) точки a.

2. Якщо функцiя g : Y → Rk є неперервною у точцi y ∈ Y , а
функцiя f : X → Y є неперервною у точцi x ∈ X такiй, що
f(x) = y, то композицiя g ◦ f : X → Rk є неперервною у
точцi x.

3. Якщо функцiя f : X → R є неперервною у точцi x ∈ X i
f(x) > 0 (f(x) < 0), то знайдеться окiл U(x) точки x в
якому виконується нерiвнiсть f(y) > 0 (вiдповiдно f(y) <
0) для всiх y ∈ U(x).

4. Якщо функцiї f, g : X → Rn є неперервними у точцi x ∈ X,
то функцiї f + g, f − g, f · g i f

g є неперервними у точцi x
(остання — при умовi, що g(x) ̸= 0).

Функцiя f : X ⊂ Rm → Rn називається рiвномiрно неперервною
на множинi X, якщо для кожного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що
x, y ∈ X, d(x, y) < δ =⇒ d(f(x), f(y)) < ε.

Множина X ⊂ Rn називається лiнiйно зв’язною, якщо для
будь-яких двох точок x, y ∈ X iснує неперервна функцiя Γ: [0, 1] →
X така, що Γ(0) = x i Γ(1) = y (тобто iснує крива, яка лежить у
множинi X, i з’єднує цi двi точки).

Справедливi такi глобальнi властивостi неперервних функцiй
декiлькох змiнних.

Теорема 17 Нехай f : K → Rn є неперервною на компактнiй
множинi K ⊂ Rm. Тодi
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1. f є рiвномiрно неперервною на K.

2. f є обмеженою на K.

3. Якщо n = 1, то f набуває своє найбiльше i найменше на
множинi K значення.

Теорема 18 Якщо функцiя f : X → R є неперервною на лiнiйно
зв’язнiй множинi X ⊂ Rm i a, b ∈ X, то для будь-якого C з
вiдрiзка з кiнцями в точках f(a) i f(b) iснує точка c ∈ X така,
що f(c) = C.

3.2 Приклади розв’язання задач
Задача 7 Доведiть, що рiзниця вiдкритої i замкненої множини
у Rn, n ∈ N є вiдкритою множиною.

Нехай G ⊂ Rn є вiдкритою множиною, а F ⊂ Rn є замкненою.
Оскiльки справедлива рiвнiсть

G \ F = G ∩ (Rn \ F ),

i множина Rn \ F є вiдкритою, то рiзниця G \ F є перетином двох
вiдкритих множин, а отже є вiдкритою.

Задача 8 Доведiть, що множина E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ̸= 1}
є вiдкритою i не є лiнiйно зв’язною.

Нехай (x, y) ∈ E. Тодi або x2 + y2 > 1, або x2 + y2 < 1. Розглянемо
перший випадок, другий може бути розглянуто аналогiчно. Iснує
ε > 0 таке, що x2 + y2 > (1 + ε)2. Покажемо, що B((x, y), ε) ⊂ E.
Дiйсно, якщо (a, b) ∈ B((x, y), ε), то

d((a, b), (0, 0)) ≥ d((x, y), (0, 0))− d((x, y), (a, b)) > 1 + ε− ε = 1,

i отже (a, b) ∈ E. Тому множина E є вiдкритою.
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Припустимо, що множина E є лiнiйно зв’язною. Розглянемо не-
перервну функцiю f : E → R, f(x, y) = x2 + y2. Тодi f(0, 0) = 0,
f(1, 1) = 2, а тому за теоремою 18 iснує точка (x, y) ∈ E така, що
f(x, y) = x2 + y2 = 1. Але це суперечить означенню множини E.

Задача 9 Доведiть, що функцiя f : Rn → Rm є неперервною тодi
i тiльки тодi, коли прообраз будь-якої вiдкритої множини у Rm

є вiдкритою множиною у Rn.

Нехай функцiя f є неперервною, A ⊂ Rm є вiдкритою множиною,
x ∈ f−1(A) i y = f(x). Оскiльки множина A є вiдкритою, то iснує
ε > 0 таке, що B(y, ε) ⊂ A. Оскiльки функцiя f є неперервною
у точцi x, то знайдеться δ > 0 таке, що f(B(x, δ)) ⊂ B(y, ε), тоб-
то B(x, δ) ⊂ f−1(B(y, ε)) ⊂ f−1(A). Звiдси випливає вiдкритiсть
множини f−1(A) i необхiднiсть доведено.

Доведемо тепер достатнiсть. Нехай прообраз будь-якої вiдкри-
тої множини у Rm є вiдкритою множиною у Rn. Нехай x ∈ Rn — це
довiльна точка, y = f(x) i V ⊂ Rm — це довiльний окiл точки y. За
умовою множина U := f−1(V ) є вiдкритою множиною, що мiстить
точку x, а отже B := U \ {x} є елементом бази z → x. Крiм того,
f(B) ⊂ V , а отже limz→x f(z) = y = f(x), тобто функцiя f є непе-
рервною у точцi x. З довiльностi точки x випливає неперервнiсть
функцiї f .

Задача 10 Нехай f : Rn → Rm є неперервною функцiєю. Дове-
дiть, що образ f(K) компактної множини K ⊂ Rn є компактною
множиною у Rm.

Нехай {Kα}α∈A є вiдкритим покриттям множини f(K). Очеви-
дно, що сiм’я {f−1(Kα)}α∈A є покриттям множини K; крiм того,
згiдно з задачею 9, f−1(Kα) є вiдкритою множиною для довiльного
α ∈ A, тобто ця сiм’я є вiдкритим покриттям компактної множини
K. Тодi з цього покриття можна вибрати скiнченне пiдпокриття
{f−1(Kαi

)}si=1, s ∈ N, α1, . . . , αs ∈ A, яке породжує скiнченне пiд-
покриття {Kαi

}si=1, s ∈ N множини f(K). Тому множина f(K) є
компактною.
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3.3 Задачi для самостiйного розв’язання
1. Побудувати послiдовнiсть вiдкритих множину у Rn, n ∈ N,

перетин яких не є вiдкритою множиною.

2. Побудувати послiдовнiсть замкнених множину у Rn, n ∈ N,
об’єднання яких не є замкненою множиною.

3. Нехай задано неперервну функцiю f : Rn → R i c ∈ R. Дове-
дiть, що множини

(а) {x ∈ Rn : f(x) > c}; (б) {x ∈ Rn : f(x) < c}

є вiдкритими.

4. Нехай задано неперервну функцiю f : Rn → R i c ∈ R. Дове-
дiть, що множини

(а) {x ∈ Rn : f(x) ≥ c}; (б) {x ∈ Rn : f(x) ≤ c}

є замкненими.

5. Нехай E ⊂ Rn, n ∈ N є непорожньою множиною. Для x ∈ Rn

позначимо через d(x,E) := infy∈E d(x, y) вiдстань мiж то-
чкою x i множиною E. Доведiть, що множини

(а) {x ∈ Rn : d(x,E) < 1}; (б) {x ∈ Rn : d(x,E) > 1}

є вiдкритими, а множини

(а) {x ∈ Rn : d(x,E) ≤ 1}; (б) {x ∈ Rn : d(x,E) ≥ 1}

є замкненими.

6. Знайти вiдстань мiж точкою x = (1, . . . , 1) ∈ Rn i множиною
E = {(0, x2, x3, . . . , xn) : x2, x3 . . . , xn ∈ R}. .
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7. Знайти вiдстань мiж точкою x = (2, . . . , 2) ∈ Rn i множиною
E = {(x1, x2, x3, . . . , xn) : x21 + . . . x2n ≤ 1}.

8. Доведiть, що об’єднання двох лiнiйно зв’язних множин, якi
мають спiльну точку, є лiнiйно зв’язною множиною.

9. Вiдстанню мiж двома множинами A,B ⊂ Rn, n ∈ N, назива-
ється величина d(A,B) = infx∈A,y∈B d(x, y). Побудувати двi
замкненi множини A,B такi, що A ∩B = ∅ i d(A,B) = 0.

10. Доведiть, що d(A,B) > 0 для довiльних двох компактних
множин A,B, що не перетинаються.

11. Чи є лiнiйно зв’язною множина

(а) {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1};
(б) {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 < 1}∪{(x, y) ∈ R2 : (x−2)2+y2 < 1};
(в) {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 : (x− 2)2 + y2 <

1}?

12. Доведiть, що якщо множина E ⊂ R є зв’язною, то E є про-
мiжком (тобто вiдрiзок, напiвiнтервал, iнтервал, промiнь, або
вся пряма).

13. Знайти f(x, y), якщо f
(
x+ y, xy

)
= x2 − y2.

14. Знайти f(x, y), якщо f
(
xy, yx

)
= x2 − y2.

15. Знайти f(x, y), якщо f (x+ y, x− y) = y(x+ y).

16. Показати, що для функцiї f(x, y) = x−y
x+y ,

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 1; lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = −1,

а lim(x,y)→(0,0) f(x, y) не iснує.
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17. Показати, що для функцiї f(x, y) = x2y2

x2y2+(x−y)2 ,

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0,

а lim(x,y)→(0,0) f(x, y) не iснує.

18. Показати, що для функцiї f(x, y) = (x+y) sin 1
x sin

1
y , повторнi

границi limx→0 limy→0 f(x, y) та limy→0 limx→0 f(x, y) не iсну-
ють. Обчислити lim(x,y)→(0,0) f(x, y).

19. Чи iснує границя lim(x,y)→(0,0)
xy

x2+y2?

20. Чи може бути опущеною умова лiнiйної зв’язностi множини
X у теоремi 18?

31



Лiтература

[1] W. J. Kaczor, M. T. Nowak. Problems in mathematical analysis
II: Continuity and differentiation. Student Mathematical Library.
AMS, 2001.

[2] М. О. Денисьєвський, О. О. Курченко, В. Н. Нагорний, О. Н.
Нестеренко, Т. О. Петрова, А.В. Чайковський. Збiрник задач з
математичного аналiзу, у 2 ч. Київський унiверситет, 2005.

[3] А. Я. Дороговцев. Математичний аналiз:.Пiдручник. У 2 ч.
Київ: Либiдь, 1993.

[4] Л. I. Дюженкова, Т. В. Колесник, Лященко М. Я., Г. О. Миха-
лiн, М. I. Шкiль. Математичний аналiз у задачах i прикладах:
Навч. Посiбник. у 2 ч. Київ: Вища школа, 2002.

32


